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Kreise. 



dem Herausgeber. 



: eipcn Kreis, dessen Ebene, in welcber im Folgenden 
mctionen allein ausgefiiiirl werden, selbst bIb Ebene der 



koloptrik 



'. Tbl. IV. 
ar die fo]g;eDde 
ind Üiopti'ik. 



i Punktes, 



;r durcb den Punkt 
, y |)ariilleler Äsen 

»rechenden Kreises, 



I wird , ergieGt 
entwickelten öligem 
^ des Fundamente)] |i] 
Gegeben sind: 
die Cnordinalcn p, 
Strabl nus^rebt; 

die ISO" nicht übersteigenden Winkel a, { 
Icnde Strahl mit den [losiliven Theileo zwi 
(py) gelegter, den primitiven Axen der ; 

iie Gleichung des znrückwerfenden oder 
BÖBticb die GleicbuDg 

wo der Halbmesser Jt, als positiv oder ali negativ betrachtet 
_ irird, jenachdem der einfallende iSlrabl die concave oder coovese 
'fcile dieses Kreises trifft. 

^Beancbt werden die Cnordinnten p,.^, des Einfallspnnkts und 
iWO" nicbt übersteigeodeD Winkel a,, ßy, welcbe der von dem 
I KB (/'i9, ) ausgehende au&lallcnde Strabl mit den positiven . 
I Pen sweier durch den Punkt (;',7i) gelegter, den primitiven 
I jp der oT, y paralleler Axeu einscblieast. 



Zur BcrecLuung ilicBcr vier (>Töaseo ^ rturcii welche die L 
1 ausfallen den Strulils vaiHcnmincD bealimmt wird, liat tnaa n 
D in dem gcDutintcD Aufsnixc Giilnickciteu ollgemeiDen Gleict 
I ofleobar die folgenden Formeln. 

Zuerst berecboet mun die Grossen E, und K, mittelst 



"i=(«i — ;0 C»B « + {*. —7) cos ß; 

D 90° Dicljt ÜberBteip^cudeo Winkel mittelst eii 



© l/l "= 


■*-«-,) (£ 


— A'.) 




Ä," 




1 /(f,-H «-,)«, - 


if.l 




«.' 





Dann ergeben 



.und bierouf d 
der Furmela 



sicli die Cuordinaten pi, 
;^=;j-J-{Ä.+yi, CO 
y,=7 + (/r,+Ä. CO 
c ISO" Hiebt übcraicigcndeu Winkel 



, mittclHt der Formelo: 
0) cos «, 
0) cos ß; 



I die ISO» nicbt übersteigen den Winket u,, fj, 



, .*!.. « 



; , = /t COB K + COS «' (/i cns ± H"^ 
, =in cos |! + cos ß'{it. CM 0±V-T^ 



bekannte ltedcutuD(c bitt, und im Falle der 
n Falle der Rcfroctityi die untern Zeiclico 1 



■wo f. 8CI 
die «bcrn 
sind. 

Wenn mau die T.Q^e einer von eine 
radea Linie nicht wie vurber durcti die 
sitiven Tlieilen zweier durch den in Redt 
auf einander senkrecht siebender Axeu e 
übersteigenden Winkel, sunderu durcb d' 
mit dem positiv 



I nebn 



Punkte ausgebeudcD ge- 
vt\ von ibr mit den po- 
itcbcudcn Punkt gelegter 

reschlosscuen, ISO" nicbt 
einen von dieser Linie 
en Axe des 



Systems eiDgescblnssenenj durcb den Coordiuutenwinkel hindurctt 
von dem poHitivea Tbuile der in Rede siebenden Axe an von bis 
mH" gezabllen Wiukel bestimmt; so niuss mun.'wie leicht erhellen 
wird, neun nämlich jetzt a, a', a^ die in Rede stehenden auf die 
angegebene Weise gcnammencu Bestimmungswinkel sind, in den 
obigen Fofiuelu Blatt 

i ß; COB «', cos ß ; cos «i, cos ß. 



s a, siD ti; t 



, Bin a ; cua c 



set)i<>n. Dies voran seeGctzl, erliiiilen wir aus dem Obigen unmitlel 

bar die folg-eDile Autiösung uusera FroLlems: 
Ge(^eben sind: 
die Coordjoatpo p, q des Pnokles, von welchem der einfallende 
Strahl ausgebt ; 

de;- VOD dem einfnll^nden Strnble mit dem poHJiiren Theile der 
ersteo Ase eine« durch den Punkt (/f?) gelegten, dem girimitiven 
Srsteine der wy parallelen CoordLuatensysteroB eingeschlossene 
>ViDkel et, indem mau diesen Winkel vou dem positiven Tbeile 
der ersten Axe des in Rede HteheadcD .Systems an durch den 
Coordinatenwinkel dieses Syslems hindurch von bis ^IGO" zählt; 
die Gleichung des zurückwertenden oder brecbendcn Kreises, 
Ränüicli die Gleichung 

WO der HalbnesBer R^ als poiitir oder negativ zu belracLien int, 
jenncbdem der einfiillen'le älrnhl die concave oder cuovexe Seite 
dieses Kreises trifft. 

Gesucht werden die Coordinaten ^,«?, des Binfnllspnnkls und 
der Winkel a, , welchen der von dem l'nukte (^',7, ) ausgehende 
susfalleode Strahl mit dem pusiliven Tbeile der ersten Axe eines 
dnrcli den Punkt (;',7,) gelegten, dem primitiven Systeme der xy 
ursllelen CoordinaleDs^stems einBchliesal, indem m«n diesen Win- 
kel von dem (losiliven Theile der ersten Axe des in Rede stehen- 
den, dem primitiven 8vBteme parollelen Svstems an durcb den Coor- 
dbaleawinkel dieses Systems hindurch von bis 360" zählt. 

Zur Berechnung dieser dreVGrüssen hat man nach dem Obigen 
die folgenden Formeln. 

Zuerst berechnet man die Grössen £, und K, mittelst der 
Formeln 



3, =V/(n, — p)»-H(* 
= {«, — p) coi a-|-{Ä, ■ 



-y) Bin «; 
] Winkel mittelst g 






-A',)(ß,—K,) 



-K,)(E,- 



r.) 



^H^B ergeben sich die Coordiuaten Pn^, mittelEt der Formeln 
^^Lf ;;, =sp^{Ki -\-Rt cos &) coB a, 

^K ?.=7H-(Ä,H-Ä. cos ©) sin «; 



und hierauf a' mittelst il 



Endlich erhält moti den Winkel a, mittelst der Formeln 

cos a,=/« coa a + cus a'{ft coa ± l/l — /i' sin &'), 

sin a, =(* ain « + Bin a' (/i cos 0± l/l — m= ain ©'); 

wo /« seine bekannte Beileutuni;' hat, und im Falle der Reflexion 
die ohern, im Falle der Rcfraction die untern Zeiclien zu nebnien 
siud. 



Man kann alter die um Bndc des vorherg-elienden Paragjaphcn 
eolwickelteo Formeln nocli auf einen andern Ausdruck hringen. 
Zuerst ist nämlich, wie man leicht lindet, 

£,» — Ä",» = !(«,— p) sin«-{<5, -y) cos kJ', 
oder, wenn wir der iKürze wegen 

£,={«. -P) sin «-(*,-?) cos« 
aetzen, 

£^, * — AT, * = (i', + Ä, ) (E, — A'i ) = £, '. 

Weil nun ferner iiucli dem vorber^elienden P»ragrepbeB 

Jt, C08 u.' = a, — Pi, Jl, 810 a'^A, — y, 

ist; so ist, wenn man die bekannten Ausdrücke von p, und g, ein- 
fiihrt: 

/t, coa «' = (1, — p — (Ä", -^Jti cos 0) cos «, 
Jt, Bin tt'=Ä, _y_(Ä",+Ä. cos 0) sin «; 

ch noch für A', seinen bekannten 

Ä, CDs»'^ j(«, — p)sma — (^1 — y)coaa! sin« — 71, cos cos b, 
Ä, ain «'=—[(», — p)sin « — (i, — y) co8«j coa a — Ä, coB@sina; 
d. i. in der vorher eingeführten Bezeichnung 

Jt, cos «' = /-, sin a~Jt, coa eos o, 
ß, sin a'=.~-L, cos « — Ä, coa sin a; 



Ä, 



■ 




^^^^^^^^^^^H 


^M 


w^ 


,ina-=-^ 


cos «+Ä, cos « sin a 


.^H 




K, 


Hir ancb 






^^^^^1 
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C0B«=- CO 


cos «+^ Bin«, 


I^H 




siu «' = - CO 


B «in « - Ji- COB «. 


1 


Fübrt msD 
;i coa a — 


diese Auadrüiike i 
ein, ao erhält ma 


die bckanntcD Au«ifrucke vod 


1 


-.in o)(/.co.e±l/-|_p. , 


irwy. 1 


fi sin a — 


(CO. S.bo+^ 


ic «, = 


1 


-CO. o)Oucose±V^l-^>. 


»e-); 1 


■nd unsere Aufgabe kann daher jetzt auch durch die folgenden 1 
Formeln, in denen der Winkel a gar niebt mehr vorkommt, and 1 
ftucb die Berechnung der Grösse £', Dicht erfordert wird, aufge- 1 
l«8t verdea: ■ 




*:,=(»,-,) 


CO. » + («,—,) .in „ 






A =(•,-;') 


.i„ „_(«,_,) CO. «; 


, 




oo.e=V^ 


^,.i.e=nz, 






p,=,, + {K 


+ yi, COBÖ) COB«, 




^ cos a — 


cos© cos a — j^ 


+ Ä. cos©) sin a; 




Bin «)(^cos0±Kl-^'8i 


r<pj, 




co,a.m„ + il- 


»"■ = 




f. sin o — 


cos«)(^cos0±l/l-^=si 


^^-, 


wo immer im Falle der Reflex 
die untern Zeichen zu nehme 
Weil Kwei dem ZeicI.en 
Bogen, deren ubsolule Wert 
jederzeit gleiche CusinUB hübe 
ien Winkel & aU einen bloss 


Oll die ubcrn, im Fiille der Befr 

sind, 
uricli enlgegengeseUte Winke 
c einunder gleich sind, bckat 
n, so ist klar, diiss, wenn mai 
cn Hülfswinkel mittelst der Fo 


action 

oder 
□tlich 

jet.t 
mel 


«=^ 


kutimmt. i 
liT, Minen 


nd dieser Glcichu 
absoluten Wertb 


g gemäsB gehörig positiv und ocgs- ^H 
aber nie grosser als 90" nimmt, die ^| 



vorbergelienilen Gleidiup^en ibre vi>llig:e Richiig^keit beliultea; 
maa hat dalier zu der Auflüsuug unserer Aufgabe jetzt die fulgeU 
den Farmelu: 



A-,= 


(". -rt 


CO. « + (J 


-?) 


Z., = 


(«. -;0 


■io «.-(8, 


-7) 


P, = 


= p + (K,+/l, CO. 


©) c 


?. = 


='/+(*■ 


+ /I, CO. 


©]s 



fi cos M (CUS & CDU 



«-(CU3 0« 



) (^ cos d: l/l — ji*' sin S»)^ 



(^o der nbäolute Wertl, von l 
■ Dil dem Fülle der Heflexioa die 
lie uutero Zciclieu eutsfirecLcu. 
Nun ist aber 

„„„«„„„„_^„ 



8 «) (,i COB 0±Kl-/t*«U0')i 



Debmen iat^ 
t Kefractiai| 



cos Bin a + 



sin M ^z= COB (« + 0), 
cos a = sin (oH-0); 



■DSD kauD also die obigen FormelD auch unter der folgendea 
I darstellen: 

A'i = («, — }>) cos a-4-(5| — r/) siu u, 

/•,=(«,-;-) "in «-(Ä,_9| cos«; 

sin 0=^; 

li,:=:p-i-(Ki-i-Ji, cos 0) cos a, 

f/^ =? +(Ä', +yi, CU8 0) siu u; 



- COB (a + 0} (;ii cos 0±^-l— /*' sin 0»), 
h 0) {/i cos ± \/T^ 



u(« 



«©'); 



wo wieder der absolute Werlb voii nie grosser als 90° genoni> 
men wird, und dem Falle der ReQesiou die obern, dem Falle der 
Refraction die unlern Zeicben eutsprechen. 

Nimmt man nun aber ft, welcbes bisber immer als positiv be- 
tcacbtct wurde, im Falle der Reflexion positiv, im Falle der Re- 
fraclioo dagegen negativ, und bezeichnet den absoluten Werth von 
(t duruh {fi), so kann man die abigen Formeln aucb auf den ful- 
geuden Ausdruck bringen, bei welchem mau bloss zu beachten hat, 
UBSs der »Iisolute Wertb von sie grosser als W zu nehmeu ist: 



Ä, =((7, — p) coB a-|-(i, —f) sin o 

■t.=(«.-W ""»-(*.-?) t 

p,=p-i-{K, +Jl, cos 0) CO 

7, =:^ + (Ä^, +/ii cos 0) Bin «; 

— T-T-^ = C08 a — coB(a + @)(co8 @+ — Vl — ft* am &'), 
- ^;r - = HiD a — aiii(ö + 0) (coa + — Kl— /** sin 0»). 



Berechnet man die UiilfsgrnHaen q, ij und | mUlelBt der' Fof. 
«, —p = Q coa 11, *. — y = e sin I? 



■Id S = ^ ain 0, 



wob«! nsn den absoluteo Werth von. ^ nie grösser als 90° 

M Itönnen die olii(i;ea Gleioliungen, wie Iciclit erhellea wird, aucli 

■Bl>r der folgenden Form dargestellt werden: 



A. = 


, cos(a-,), i.=e ai 


(»-?) 


P.= 


= ;'M-(A', H-/i, tos ©) 


CGI a, 


?i = 


= ? + (*-,+/(, CO. S) 


SID «i 


cos a, 


cos(<t-4-e) sir 


(J-t-») 


(/-) 


*■ " '* sin 5 




SITI B, 


. ™(" + Sl.l, 


(e+s) 



Unter dieser Gesialt eiillialten die Formeln, wie es mir scLeint, 
4ie voihtändigste uod einfiicIiBtc Auflosiutg uosers Problei 



Die Gleichung der durcli den eiafallenden Slralil und seine Ver- 
läogerung' über den l'unkt {pij) hinaus ilargeslellten geraden Li- 
lie ist 



X sin « — y COB a = p Bio a — q cos «. 
VeietcLnen nir nun die erste Coardinate des Darcbschnittspunkts 



HteiieDden (i^eradea Linie mit der Aie der x durcb ^, 
^ fiin aT=p sin « — y cos «j 



und folglich 

oder auch 

Gonz elcn so ist 



die GleicLuDg der durch den ausfallcDdeD Strahl uad aeioe VerlStf 
geruDg über deo Punkt {p,qi\ hinaus dargeatelllen f(cradeti LinieJ 
also istj weaa wir die erste fnürdinate des Durclischuittspuukts die- 
ser geraden Linie mit^der Axe der as durch ^, bezeichnen: 



^, sin «, =/), i 



ind folglich 



I 



A, ^=Pi — 9i tot «,, 



— l(ü\ +;» coa a+9 ain a) sia 04- (i, +;» sin a— ? cos a) cos 0J 



X (cos -4- -V^l-fi' Bin 0») 



A,+;j G08 m-y sin u^e, 
^i-\-p «in o — ? cos a = «, 



, cos K + ^1 sin a) sin 






•der 



£l 



sm 



tti — 71 cos «^ 



zssp 8in a — f CO! a 

— J«i sin (a + 0) — d^ cos (« + ©) j (cos 0H l/l — ^» sin 0»). 

■nd folg^lich Dach dem Obigen 

= j («, sin (o + 0) — *, coi («-*-©)} (cos + -^ V/1— /»»sin®»): 

Fahrt man aber fär ■ . v * seinen aus dem vorhergebenden Paragra- 
phen bekannten Werth ein, so erhält man 

(A — Äi) «n « 
= K«i— Ai)«n(«+0)— *i cos((H-0)| (CO80H-— l/l— ii*» sin0»% 

oder 

(A — A i) sip g 



, (äj^ — Ai) sm(a-|- 8) — ^1 cos (a -1-8) 

= cos + -i- l/l — /*» sin 0*. 

Für ^,=0 ist 

A — Ai sin (a -I- Ö) , ^ . ' i /i ; — : — 7^\ 

±* t±L =5 — \ ^^ / (cos 0H K 1 — /** sin 0*), 

nd folglich ^ 

^t — A % 8in(a-i-ö), y-k . 1 I /i 1— t — ?vr\ 

— ^^ j=- =1 \ ^ ^ (cos H Kl — u^ sm 0*), 

«1 — Ai . sm « ^ . ■ /u *^ '' 

•der auch, wie man hieraus leicht findet, 

g, — A cos(«H-e) sin 9 sin(«-H^)^i—i^^ sin e "^ 

«1 — Ai "7" «iP <« ^ sin a 

Berechnet man den Hülfswinkel w mittelst der Formel 

sin w=sfjb sin 

nd nimmt den absoluten Werth von w nicht grösser als 90^, so 
iit, wie man leicht findet, 

»^ — A 1 sin (a -H ^) sin {(o -h 9) 

a^ -^ Ai "~" """ siö « sin w 

Weil nun aber bekanntlich nach dem Obigen 

£fg = ai sin a — ^j cos a-^Cp sin a — g cos «) 



•y 



/ 



10 

und , 

^ sin u=zp sId a — q cos a 

ist, so ist 

Li=s{a^ — A) sin a — d^ cos er 

tttid 

• ja i^\ — A) sin « — Ä| cos tt 
siD = ^-^ — = « 2 1 

also für ^1 = 

Weil also ia diesem Falle 

Bi sin a 



ai — A sin © 
ikt, so ist nach dem Obigen 

Ri f \ r^\ sin(a-|- 0)1/1—14» sin ©» 

- — -T- = — cos (a-H ©) ^ ^ — : — s^- 

«1 — Ai \ ■ / ^ sin ©■ 

oder 

. . JS, sin 6 

Ai— »1= ry— ; — > 

cos (a -1-6) sin © h sin (a -|- 6 Ki «» sin ©» 

also^ 

. . . JS, sin 6 

Ai = »iH f ' 

cos(a-|-6)^ ©H sin(a-|-8)l/l— ^» sin ©» 

Anch ist nach dem Obigen unter der Veraussetinng, dass ^^ =0 ist: 

1 1 sina-f-ö) , ^ -1 , y ■ ■ — — 

^;^IÄ ~ ST^ = («, - A) «in « <*'»'' ® H- 77 »/ 1 - ft' sin Q»), 

also, weil (aj — A) ^in a = 72, sin © ist, 

1 1 1 sin (a -f- ©) , ^ . 1 I /s r — tt-t- 

^-r=Ä""^r=^ = g:' sin© ^ (eos0 + -|/l-.^. ««©»). 



§.4. 
Nucb §. 2. ist 

iSTj =(«i — p) cos aH-(^i — ^) sin «, 
i^j =(«1 *-;t?) sin a — (^, — y) cos a; 
also 



\ 



\' 



11 

K, c«s o + //, sin a=a,— /», 
iTj sm a— //, eos a=^, — y; 



IgUcb 



iSTi cos a == «^ — ;i — Z-i sin «^ 
iST, sin «=^1 — ^-f-iSi cos a. 

Feil nun nach dem yorherg^hcBden 'Paragraphen 

L^ =(«1 — A) sin a — ^i cos a 

st, 6o ist, wie man leicht findet: 

ÜT^ coB airr^X^— ;>H-f(iar| — /i) ^<** «^H-^i sin a{ cos «, 

JT, sin a= ' — y-l- j(ai -^A) cos «4- ^, sin a} sin a; 

."" . . . •'. .-} ■ V' 

and folglich, weil nach §. 2. 

p^ z=zp-\:'(K^ H-Äi cos 0) cos a, 
^,^=^-f-(ifri +72| cos &) sin a 
ist: 

l^j = A-f- j(flpj — 2\) cos a + ^i sin a-|-/{i cos 0j cos a, 
^j = {(<»i— A) cos a-l-^i sin a + jRi cos 0j sin a. 

Weil nnn aber nach dem vorhergehenden Paragraphen 

A ^1 sin 9-H^.,cos a 

» t* ein £v 



sm a 



bt, so ist, wie man leicht findet: ''* 

Pi=^+\6i + it^ sin(a-f-0)j cot a, 
^iZ=^iH-Ä, sin(a + 0). 

Fnr Ä, =0 ist 

Pi =^+ i(»i — A) cos a+/2, cos 0} cos a, 
y, = j(aj — A) cos a + jRi cos 0} sin a 

«der 

Pi = A + -fti sin (a ?+• 0) cot a, 
^, = Äj sin (a -f- ©). 



$.5. 



Weil bekanntlich 






cos a — cos (a -i- 0) (cos @ + -7 V/1 — »" kin 0») 

£w S. ^ 



12 

?^~i = siD a — sin (a H- 0) (po» 10 -H — l/l — ^» sin ©») 

und 

cos 0+ — k^l — /*» sin 0» 

• ■ (A — Ai) sin « 



(«1 — Ai) sin (a -I- 8) — ^^ cos (a -i- 8) 
ist, so ist 

cos «I __^ (A ^ Ai) sin tt cos ja ■!■ 8) 

dl) — ^®* *""(ä»— Ai) sin(a-|.e) — ^1 cos(aH.ey 

sin.tt| , (A •— Ai) sin « sin (« -|-,6) 

^ _ sm a (aj— A|)sin(a-f.e)-Ä,cos(a-Ha) 

oder, 

cos «i (A — Ai) sin a cos («-l» 9) 

cos a — ^y ^^^ _ ^ j gj^ (a ^ e) — Ä, cos (« + 8)' 

sin ai ^__ (A — A|) sin a sin (cg + O) 

, sin a — ^^ — («j — ^ j sin (a + 8) — ^^ cos (« + B)^ . 

woraus sich auch sogleich 

■ . sin «1 

sin a r-r-i 

taDff(a + 0)=: !^ 

o \ ' / cos «1 

COS « — 



ergiebt. 

Für ^1=0 ist nach dem Vorhergehenden < 

cos a, A— Ai . ^ t » r\\ 

t . = COS a — T^ sm c« cot (a H- 0). 

(^) «1 — Ai 

sin «1 «, — A 

"T\ = --^^ — r- Sin «. 
W «1 — Ai ^ ' 

Nach §. 2^ ist auch 

cos a 



I 



COS a— (cos cos a — -^ sin a) (cos H l^ 1 — (a* sin 0*), , 

und folglich, unter der Voraussetzung, dass ^i = ist: 

cos tt| ___^ 

(^) ~ 

■^ (cos «OS «f- ~*ij^^ OD a*) (cos + — l/l— /t*»8in0»}, 



W ■ .0. f 

= 1 — (cos + ^*^ cos o) (cos + y l^ 1 — /*» Bin 0»), 
atBo nach dem Obigeu 

= l- '",'° "t'"(co.0+J-t/ l-y. ,i„e-) 



w 



+ #^ ("■ ® + ?■ l/l -(•■•■"©=). 



Bekanntlich ist aber 



«1 -ii ~ 


-'-'^^^^("•e+}i^i-i,-.i,& 


■wd 




i-i, 






.,-a, ■ . 


in (»+«)—"■''■' p •• 1 ^' .10 O'. 


Daker iit 




(rt ■ ^ 


'«. _ ".-4 ,. . A-4, MB. , 


oder 






,„l">-4 1,-.. „ ■ 4-4. ■io« , 




Wa,_4, l™> "+ «, ■,i„taH-B)l- 



Weil DUD nach dem Obigen 



und folglich 



worana auch 



üii 


«,= 


1 . 4-4 




" 1 




-4, 




cot 
cot 




- col o 1 ■ ^^ ,^, 

4- 


!(« + « 

-4, 




col <,_^^ _.^ 

, (4-4,) .in 


(.+6)' 
a sin a. 








,a-.,,=w!f^.i;^ 




1 



So lange nicbt ansdrücklicb etwas Anderes bcstiromt ivirdi 
werden wir im Folf^eiiilen immer /i,t=(S seizcM, und wollen nu»^ 
aonebmen, diiss sieb, iodem ^ ungeÄDdert oder constant bleibQE 
sin a immer mehr und mebr dem Zustande des VerschwiDdcna oder 
der Null nähere; so wird sieb, weil tanter der gemacblen Vorsus» 
Setzung bekanntlich ' 



ist, und der absolute Wertli von & nie ffrSsser als 90° KenommeKl 
wird, ouch & der Null, also sin der Null und cos & der positi^ 
ven Einheit nähern. Näbert sich nun unter diesen VaraussetxiiDgsM 
die im Vorhergebenden durch ^, bezeichnete Griisse einer gewiBsenj 
bestimmten eodlicben Gränze, so wollen wir die^e Gränze dnrdT 
/~, bezeichnen, und wollen nun untersuchen, ob eine solche Gränz^ 
wirklieb esistirt, wobfi aicb dann, weun dies der Fall sein aallt^" 
die Be»linimung dieser Gränze zugleicb von selbst ergeben wird.4^ 
Nach §. 3. ist 



r,-i _ 



:1- 



sinfff+e) 



-VT- 



sin ©') 



und folglich, weil bekanntlich 



sin ■< — "' "+ Ä, '""' 
also nach (lein Oliigeu 

^i^ = l-(c«.S + ^^co. r.)(coseH-iv/l_^.,i 
WeDD Dua sin n sieb der Nall näliert, so nähert aich coa (t eotwedM 



ier positiven oder der negativen Einlieit. Nehmen wir also im Fol- 
genden imioer die oiiern oder die untern Zeichen, jeaaclidem sieb, 
wenn «in a sich der Null nähert, cos a der Gränzc +1 oder der 
Gräoxe — 1 nähert; so int ofTenhar, da sich, jvenn sin a sich der 
Null Däbert, sin & uod cos & resjicctive den (iränzen und + I 



-)(id 



Äi 



oder, wie faierauB leicht Folgt, 



,_^-A, 



Aach überzeugt man sieb leicht von der Richtigkeit der GleichuD^ 
oder 



Wir wollen jetzt uutersucLen, welche Wertbe die beiden Grüs- 
len und /t, nolbwendig Liihcn müssen, weuD die beiden Glei- 



i)(i±?^i= 



i wir aDnehTDCD , dnas sin a eine nicht verschwindende Grü 
1*11, zngleicli erfüllt sein sollen. 

Nehmen wir olsu zu dem Ende diese beiden GleichungeD 
fillt an, und rühren den Werth von 




ti der ersten Gleichung in die zweite ein, so erbalten wir die 
((rleichuDHf 

(H-i)(I=i=^) 



(cos H 



4- — ) (sin a ± aln 0) 



= sin (« + 0) (cos + ^ l/l-^' Sil©'). 
Weil nun bekoDiillich 

sin u-t-ain = 2Mn 4(a-t-0) cos ^(o — 0), 
ain « - Bin = 2Bin ^(« - 0) cos i(a + 0) ' 

BiD(«+0) = 2sin ;(aH-0) COB {(« + ©) 
ist, so giebt das obere Zeicben die Gleichung 
(I + -i')wB^(«— 05=eos|(a+0)(co8 + ^1/1— jtt' 
und das untere Zeichen giebt die Gleichuog 



{H-i)sini(o-0)=:iiin4(«+0)(cos0+-i-l/l_^' sin 0'). 

Im ersten Falle ist 

(l-H--) CO» i(a — ©) — COB coB^(aH-0) 

= -i- cos i{o ■+■ 0) l/l — /t' sin 0", 

und folglich, wenn man auf beiden Seiten des Gleichheitszeicbeni 
ijuadrirt, wie man leicht findet: 



(I + f)' 



^(„_0)* + (l--^) cos-i(a + 0)' 



}=0, 



-2(1+^) CO« COB Ua — G) cos J(a + 0) ) 

also, wenn man auf beiden Seilen dieser Gleichung durch 1 H 

dividirt; 

cn-^) COB K« - &)* + (' - ■^J «°« K« + ®y 

— 2co8 cos K« — 0) OB ^C« + 0) 
Nun ist aber 

2cos iC« — 0)' = I + cos C« — 0), 
2cos \(a + 0) ' = H- cos C" + 0} 




2cos |(a — 0) cos ^f« + 03 = coa a + cos 0[ 



■ 
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I 



- ■ :■ ö^ 






b 



-^2i^os ©(cos «Hhco» d) • *' 



;>.«r 



(l + l) + (l-i) ; . ; . ,;. , 

— 2cos ©Ocdi a + CM 9): I v - ) /- 



< » . . - 



1-1 sin a sin & — co» ö'ssO j/j \,j 

r* 



! ^ . • . « 



1 n 

i am ©CsiD 0H iliD a) = 0. 



r 



folgIi<iii^ W€il sin a, also anch 



I 



am = *» aiD « . 

V: :., ^*;-> . - :: !- 

t verschwindet, i^ 

,»in + -- aiji a^O. j 
A* 

;weiten Falle ist ^ - ^' 

Cl + — ) ain iC« — 0) — cöa'Ö 'ain ^C« + 0) 

1 . ,^ ^^»L>>> r .i-; I ^ tili* iii/: v-i'.;!-' !.':'ii 

= -- ain iCa+0lVl^fi* sin 0», 

folglicb , wenn man wied^. auf beiden Seiten dea Gleichheita- 
bena qnadrirt, wie man leicht findet: :, .'ii-n/i.'; 

(1 4- -i)? ain iC« -0)* + (1 — A) »»» iC« + 0)' 

1 i = ^' 

_2CH-— ) coa ain iC«— ©) sin 4(ä-|-0) * 

r* / 

• * • 1 

», weno man auf beiden Seiten dea Gleichheitazeichena durch 1 +— : 
idirt: 

neuv. 2 



98 



4.L 



-«». e iä ic«-«> 






4C«-e> — |C«-«-»)=«=-C-t- •— «- ®). 












1— — ib « ü a^cM e*=« 



■■4 felglick, «XU BB «y als» aack 



r ■ •> « 



■idil frenckwiMlct, 









Efift alfl^ibe^wpt 



iiQ 0=i:— sin a.?=0. 



t,\. 
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sin 



.) • 






«Bd fblg^lich) weil bekaoiitlich 



!•!• 



•._ • . 



> » 



/». = (^. _ AJlSlr 



i> .". ;i • ^^ '. 



Wenn aUp fiie ^eid^ld, G|eicM«ge9 . 

g, — A sin S 



w 



-i- 



; - 



^^\ ; ' 



ind 



< . 



^v.., 



sogleich; flrr£fiUi min^soU^n^ so «ruM'il^^tlipiFjß^f di^ mit 
Besiehnng der obern und untern Zeicbeii anf einander 
jederzeit ? 

> 

sin 9 = :^-- sin o, üi =7fi<flr, —A) 

A* • N 



»• 



f' • ) 



. - •— • 



f. 8. 



_ { • . 



• . • • T ■ 

Ferner wollen wir nun aber auch- nntersncben , ob sich umge- 
kehrt behaupte^, Jisst, d^ss fnr , , . . .] w-.'a 



' ■• t 



1 
sin &=zz:p^ sin o, Ä» =qpfi(a| — A) 

jederseit mit Besiehnng der obern und untern Zeichen auf einander 



ud 





..» . ' 


.. .^,. .. ■ -, 


# 




«1— A sin O 




• 


«I — A. 


sin (a -1-0) . ^ 


1 . .. ,. 


1 • 


j- i-iy 1 « 


s •■» ^s 



(l 



Nehmen wir zuerst die ohern Zisichen ttna setzen also 



( • 



1 ...:..• 

sin 0=s sin a, Ä^ = — /i*(ai — A)> 

M ist, wie aus der im vorhergehenden Paragraphen in diesem Falle 
iigssteUteo ^nalysis, w^n. man dieselbe rückwärts synthetisch 
mfolgt, nich'leitiit ^^ebt, jederzeit 



2« 



nnd 



I. -jr .r.i-... ■• ./ 



. ..1 • 



(1 + i.)» cos i(a ^€^)i,'-47 (X - 4l coa i(a + ©)• 

^ VI 1^. ^ .f^ - } =0, 

-.2(1 + —) cos cos 4(a — 0) cos i(a + 0) 

r* 

also ' ;- » ~ — ' 

(1+1). cos UÄ-d^4^Wö«^ Cb8j(i«4-0^^^ ' ' '^ 
^2(1+—) CO» © CM j^ — 0) CO8 4(o+0) 

= ;^ cos i(a +Ö)* (1 -/** sin 0»), 

d. I. ' • \ ' ' "'•' » '■' ♦•, 

all. i; ((l^dA)^c^8 v(,a-L,©)w^os WS ^^ri+ö)}* « ' \ 

= 4 cos i(« + 0)» (1 — /»» sin 0»), ' ' ' ^ ■ 



und folglich 






iiJ'*'- 



(IH ) cos 4(a — 0) — cos cos i(a-|-0) 

= — 77 cosi(a + 0)V/i— .^» sin 0», 

wo sieb nun fragt, welches Zeichen 'inaii m Heihflidii'liat,' ihd m 
folgende Art entschieden werden kann. 

Wenn --s ^ -.f.-. .'A ,: .. ' :.;.z^-v> .. 

0<a<90» oder 270« <a<360« 

. ../.-. I .'■ , . . .• .1 ., " l, 11 I n'> . • :,lj jiji /».% '«1 .< .• . . 

ist, so ist cos a positiv. Da nun 



sin0±=— — 'JÄna 
ist, so ist 



(i.. I 



' r i ;- -1 ^>«tii-.©=^rina^-i"-: -:* .i:-; ^;.:i 

und folglich 






Soll also die Gleichung ^ i 

(1-1 ), COS ^(a—.0) — COS COS. |(a + 0) 



.i' ' 



= ±- cos ir«^+0)V^l-r/** «in ^* .\ oh, 



1^ 



fia 



(siD a — 81D 0) cos Ha — 0) — «in a cos cos i(a»|-0) 






^•" 5 



t' 



€08 oimn flh^o» ;4(«-l|«20); 



4. L 



i\ 



/ > 



(sin o — siD 0) cos |(a — 0) = sin (a =p.0) cos i(a + 0) 



oier 



siii(arT,^) cos, i(«,+ !^)=5,»iB(<?jq=0) cos i(a.+ 0) 



sein, welcbes 'offenbar üur «jann möglich ist^ wenn man das obere 
Zeicben nimdit; und dobe^ -— 



a HH- -^) cos iCifc ^ 0)^ cos 0feor 4t>t tH Ö) 



1 
1 



= — cos i(a + 0) V^ 1 — fi* sin 0» 

Abt. •'■ ^ -'^ /-.:!:: ^' ••■ 

Wenn 



.■.!. 



■^ . ! i -.:.-:/^"» 



90» < a < 180« oder 180» < a < 270» 

^ ' I - 



iK, so ist cos a negativ. Da nuä 



■» ■. I: 



v 



Sin = 



sin a 






ii^ so ist 

. < ^ '.;/» sin = .-r7sin a, , x .; 
mi folglicb 

1^1— f** sin 0»= — cos a. 
MI also ^e Glficlabg^ 



f . 






• !• 



C1 + — ) CO» 4(a — 0) — cos cos K« + ö) 

' '..V ' l-—' 

= ± — cos iC« +.0) Kl^V* sin ®' 



> :•' 



«füllt sein, so muss 

» 

(sin a^— siö 0) cos K«— '®) — «fl» a cos cos K« + ®3^' 

szircos a sin cos i(a + 0)> 

(na a-^säl 0) cos iC« — 0)==sin(Ädb0) cos iC« + ®)> 
«■0» — ©)'co*^'lC«"+-0)==5»il»C«=fc^) CO« i(ä-tr0) 



S2 

•ein, welches offenbar nnr dann möglich ist, wetttf nNm <!■«' Jlntore 
Zeichen nimmt, und oUo 

(H-4j)^M|(ei— ©>wce8 © cos i(«"H®) 



— —cos 4(a + 0)V^l— /»» sin 0» 



.i 



setzt. 

Also ist 



' "O-^--) cds ICtt — ©5 — ißoÄ cos 4Ca + 0) 

= =!=-- cos iC«"H®)V^l-ni*' siÄ0% ... 

indem man das obere oder das untere Zeichen nimmt yjenaehdesi 
cos a positiv oder taegativ ist. 

Aus dieser Gleicbong folgt aber 






(1 + — ) COS 4(a — 0) = cos iCa-h 0) (cos db — t/l — /»• «n ©') 

oder .... 

2(1 + ^) sin K« + 0) cos i(a — 0) 



= sin(a + 0) (cos ± — \/lr-ii** sin 0*), 



d. i. 



(1 + A) (8in a-H sin 0) ±:s sin(a-f-©) (cos © ± - \/l— /»» sin©*) 
oder ; .. 

(IH ^)(1H — r---) = — V-^i-— ' (cos 0± — Kl-^/»* sie ©?•), 

^ /u*^ ^ sin CT sin « ^ jU '^ ^ 

I 
also, .weil I ' > . * * 

sinO 1 g| — A • 

sin a """ '/U r^ ' ' ÄV '■ ; 
ist, 

Für 

sin = -7.--- sin a, Ä, = — K»i— A) 

" • ' ■ . • •-. 

ist folglich immer ^ 



2» 



m man dim .obere odor.^ d^ untere Zeiebe» pii|iiflit,i^jeoaclideiii 
a positiv Oider negativ^ ist« 
Setzen wir ferner 



siD = -— sin «, Äi=/»Cat — A), 



.1. . 



•;. J-' 



io ist, tvie kii» der in Mfliergedettdea Panigta)ibefl -aufgestellten 
Apaijsia, wenn ^miiii dieselbe rücjtifrärts syatbetiscb verfolgt, sieb 
kicbt ergiebt, jederzeit 



\A • : 






sin O 

sin 



md 



(1^1)* sin 4Crt^^*+(f-^>slbiC«+*)* 
— 2(1 + —) COS sin iC« — 0) «■ K»-H0> *' 



r » . ' 



siso 



M 



il 



— 2(l + -i) cos sin K« — 0) sin iCa+0) 
= A c0hBKi<<M- 0)» (1 — M* iiil^ 0»:)i - 

.'■\r- 
I • - ■ ■ 

ia+— ) 8jn.4(a— 0>-i-€OS 0sii]^K«-«-0)l* 



= :? sin i(« + 0)' a— M* "» ö'). 



I isd folglicb 



■ » 



Cl -♦^•B •« t(a ^0) ^«oÄ © sin ,{(^ + 0) 
= ±— sin iC« + 0) l/l — ^« sin 0», 

tit sieb nnn wieder, fragt» welcbes Zeieben man zu nebmen bat, 
Im aaf folg^ndi Art entscbieden werden kann. 
Wenn 

< si < 90» oder 270? < a < 3Ö0«» 

• -■ 

bt, BS ist cos a positiv, und folglicb auf äbniicbe Art wie vorber 

* V^l '-^fA* sin 0* = cos «. 

■ ' i" -■.••' ■ 

iB tbo die Gleicbung 




= ± — sin iC •*• 0) l/l— /*' sin 0» 
erfüllt Bein, so idubb 

(sin a + siD 0) sin JC" — ®^ — ''" " '''" ©sin 4CaH-0) 
=i±CBS o Bio lin iC-t"©)! 
d. i. 

:' («in « + ain ©) Bin K« - ©) = sin (« ± ©) «i" K« + 03 

oder 

Bin^o — 0) sin ^(«4-0) =:Bin(a±0) «in i(a-t-&) 

aeiD, velcbes offenbar nur daDn mäglich ist, weDD msD das ddi 
Zeichen nimmt, und daher 

0+h sin iCa~0)-coa sin^C« + 0) 



= -;^Bin ua-hQ^yr^]^ 



90" < « < ISO» oder 180" <: « < 270" 
ist, flo ist cos a oegatir, und folglich wie oben 



Kl—/«' Bin 0» = — MB a. 
Soll also die Gleichupg 

CH-^J Bin iCa-0)-cos sio K« + 0J 
= =b i Bin iCa + 0) l/l-/*' Bin0' 
ertlillt sein, eo musa 

(sin a + sia 0) sin K« — ©) — "" " cos sin |(a + 0). 
:=;:|=cna « Bin sin {(a + 0}, 

d. i. 

(sin « + fliD 0) Bin K« — ©) = "" C« =t= ©) "'f K« + 0) 
oder 

Bin {«-©} sin i(^-i-Q) = sMa^&) ün i(« + 0) 

sein, welches offcabar nur dann miiglich ist, wenn man das ol 
Zeicbeo nimmt, und daher 



^ 



l-:-.Xi 



(1+--) »iD |(a — 0) — COS ©.»in i(fl^@) 



.'<j ■. lt. 



setzt. 

Also' ist 



= ^siDi(a4-0)V^l— M» sin©» 



(l+~) sin 4(a — 0>-xoi sin i(a + 0) 

r* 



=:=£:— sini(a + 0)l/l— ii** sin 0% 



« 4 



, > I 



I ■ 



chde^ 



i 



cos a 



indem man das oben^ oder untere Zeidien nimmt| j^nacl 
■egatiir oder positiv ist. 

Aus dfosfr Gleichttit^fblgft aber ' " • '' ' ,''"'': 

(1 4- ^) sin i(a— ;0) = sin i(a+0) (cos © db — l/l— /»• sin©») 



oder 



2(H-n-) «4 i(«~©) cos i(a + 0) 
= sin (a -H ©) (cos © db — Vi — ii*» sin 0») 



4.1. 



M 



' < : *■ 



(I+-^)(«in «-»in 0J=8iB(a-|-0) («w ©rfc^. k l r- ff» »in 0.»> 

r* . . . . r* . 



. ■ .\ :■ ... . 



•der 



H ^) (1-^-: — ) = — \ ^ (Cos ©±— Kl — M* Bin ©»), 

/*•' ^ sin o' sm « ^ u ^ '' 



ff 
aiso> weil 



■ «. 






; I 



»JB^ «J. J. gt— A 

sih « ~ ^ "^ Äj • 



.. .; .■(■. 



Pir 






sin ©*=-7 »in «> Ä, =:/»(», — A) 



iit also immer 



P+^) (l-'^^)=2i^±^ (cos 0=fci-l/l-/»*ri.0^). 



jM' " Äi ^ Sin « ^' ^ 



wenn maD das obere oder das untere 'Zeichen nimmt, jenachdem 
CM a negativ oder positiv ist. 



Aus der vorLergeheoileD DateraucbUDg; ergiebt sieb i 
fülgende GeBBmnitreBuItat: 



.in«, Ä,=-^(», -i) 



<i + rHi+^7^)= 



-'(CO. e±f 1/1-p- 



neoD mBD das obere oder das untere Zeichan 
jenacbdem cos a positiv oder negativ ist. Pür 



.«,/!,= ^(fl,-a) 



wenn man das obere oder Ans untere Zeichea n 
uacbilem cos a negativ oder positiv ist. 



§.9. 

Wir wollen jetzt anoeiimeii, dnsa auf deu in Taf. I. Fig. I.> 
den Mittelpunkt C beschriebenen Kreis Strulileu auffüllen, well 
entweder wirklich sämnitlicii aus dem l'unLle >/ nusgehea oder tv«^ 
nigatens als sätamtlicb nus diesein Punkte auageliend betraclitet 
werden können, und wollen die von ji aus durcli C geKogene ge- 
rade Linie als den positiveu Tbeil der Axe der a: annehnien, WO 
denn im Vorhergebenden «, :=,-/Cund ^ = 0, alao a, — ^x=,4C 
zu setzen ist. Nebmen Wir nun ferner an. dass der aus den HiCJJ 
telpunkie C besciiriebene Rreia mit dem Halbmesser 0*}.^iE7b 
schrieben sei, wo (/u^ bekanntlich den absoluten Werth vou /* 
zeicbnct, so sind die drei folgenden Fälle zu unterscbciden. 
1. Es sei Ci"XI> welchem Falle Taf. I. Fig. l.a. entsprii 
Für einen auf die concuve Seite des um C mit dem Halhmei^ 
. ser (ti').JC besebriebenen Kreises unter dem Winkel a faltende 
und an dem Kreise eine Brechung erleidenden Strahl ist nach $. ! 
bekanntlich, nenn mau 

. „ JC . 



■■*g _._ 8 m(B + e ) . 



Weil DUO im vorliegcadeD Falle 

Ä, = — ft , jfC, also sin = — 



Dnd cos « offenbar positiv ist, so ist nacli dem rOTbergeheLdau 
ParBg-rapheo 



(i-t-j-)fi+^)=""'°„'t"""^+j-^'-''' "°®' 

oder 



1 — - 



^!^^tA' {cos + -1/1-/*' aiu 0*). 



■^^l_ ''"f« + ^> (coaQ + -t^l-/»- siü 0'), 
nd folglicli Dacli dem ObigeD 



AC 



I 



dm, wie sicL bieraui leiclit ergiebt, 

A, = (1 - f*') . ^C= (1 - |u) (1 + /i) . JC. 

Dther ist Ai ('■"^ coDstante V' 
Für eiacD auf die ciinvex. 
(jt^.AC beschriebeaeD kreises unter dem >ViDkel u fellendea 
in dem Kreise eine Zuriickwerfung erleideoileD ütrnbl ist nacb 
bebanntlicb, wenu muo 



siü 0=: 



AC 



^ = l _ ''"'"„"^^^ (coi + il/l-**' Bia0'), 'J 

d jetxt ist /i eine poeitive, /t, eiue negative Grösse. 
Weil nun im vorliegendeD Fülle 

Ä, = — /» .AC^ aha sin = — — %\a a 

a a positiv iat, so ist nacb dem vorbergeb enden l'aragra- 
ieder 




.=!Ml:^(,„,0 + lt/,- 



TW), 



^^^S^Nco.0H-J-i/r: 



rw], 



uod falf^tich dbcL dem Obigen 



Ute WertLB 
in Paikt 



vlau, wie sieb liieraus leicht ergiebt, 

i, = (1 -i«') . ^C= (1 -/*) {1 + i^) . -Jc. 

Daher ist ^, wieder eine cnüBtanfe von a nnabbäogige Gröise. 

Ueberlegt mun nun, duas die constanten Wertbe von /^, in den 
beiden vorher betrncbleten Fällen einander gleicb sind, eo ergiebt 
aich iinnittelbar der folgende ftals: 

Wenn J und C -LV/et beliebige Punkte sind, und 

(ft) von p kleiner als die Einheit ial, aus i 
C als Mittelpunkt mit dem Halbmesser (fi) . AC eii 
Kreis bescbrieben hat; bo geben alle Strablen, welch. 
als uus dem Funkte.^ ausgelieud betrncbtet werden kön» 
nen und auf die concave Meite des in Rede stehende,| 
Kreises fallen, 
eine Brechung erlitten haben, nötbigenfalls gehäri| 
verlängert, — und alle Strahlen, welche als aus dei 
Punkte A ausgebend betrachtet werden können nnd a« 
die convexe Seite des in Rede stehenden Kreisel fal 
len, nachdem diese Strahlen an derselben eine Zurqck 
verfung erlitten haben, nütbigenfal Is gehörig verläK 
gert,— durch einen und den sei ben Punkt der du rcli ^ Ufl; 

clInTiegt'), und dessen Eotfernu ng 'vo n\/ d'urch''da 

Product (1— /«,').. 4C=(l—p)(l+|u).JCb 
II. Ea sei (|«)>1, welchem Falle Tnf. i. Fig 
Alle Strahlen, welche als aus dem Punkte A 

trachtet werden können, Tailen in diesem Falle a 

Seile des um C beschriebenen Kreises, und für e 

Winkel a auffallenden Strahl ist nach §. 3., wenn 



mmt » 

ilchem Falle Taf. i. Fig. l.b. eDtspricbt, 
" ' ■ ' :ebend bei 

ie conctivfl 
unter i 



a e = 



AC 




. S<). , 



') Da nämlicb in diesem Falle (1 - 




] alle unter emem Winkel a, der kwiacben uod 90° 
1 270' UDil 360° liegt, aufialleDde Strahlen eine Bre- 
chung erleiden, sa ist ofTenbar 

Ä, = — it . AC, also sin = — — sin a, 

ind folglich caeh den vorhergeheDden Paragraphen, da cor a pa- 



oder 



^(eofl 0-t-iV/l-^» sin®*) 



1 — -^ = 



-' (cos 0-t- — P'l— ^* sia e»), 



ud folglicb nach dem Obigen 

__i£C_ _X 
AC~A, "^" 

tho, wie sich hieraus Iricht ergiebt, 

I Diber ist ^, eine ronatanle von « unabbäogige Grösse. 

B Wenn ferner alle unter eioeia Winkel a, der zwischen 00** und 
■M« «der zwischen ISO" und 270° liegt, auffallende Strahlen e\ufi 
^^^Hckwerfung erleiden, so ist affenbur 1 






i 9 = ^ 1 



aj fa1g)!cl> nacb dem vorbergeheodea Paragraphen, da cob a »e- 
pti? »t, 



|l + i)(l-j:) = 



^(co. e + ;i-l/l-p' .iaS'), 



— ^ l ^ : (cos & + — Vl — fi' 

I folglich nach dem Obigen 




10"), 



> M\( ■ 



AC—A, 
9 leicht ergieht, 



^'m 9ia ibu I 




I 



IWtin 

■■ni! ., ... 

Dalier ist uuch Jetit ^ 



tuMtaaln von « uiiftUiäDi 




liebcrlegt »DD Dun wj«dar, dass dje beiden conHtBDten Wer 
von Ai in dem ersten uud zneiten der Leiden vorher betruclttet.^ 
Fälle eionnder gleich aiud, ao ersieht licli lumurtelbar der folgende 

Wenn.iuDd Tzwei heliehige Punkte siiid, und man, 
unter der Vüraisaetxnng, dasa der absolute Wertb (;*) 
von (i grÖBser ala die Einheit ist, aua den Punkte Call 
- Mittelpunkt mit dem HalhmeHser {ft) . AC einen Kreif 
beschrieben hat; so geben alle Strahlen, wel<;he all am 
dem l'un^lD A BUBgebepd betracLtet werden kttnneB, 
und auf derselben Seite des durch A auf AC errichte- 
ten PerpendikelB, auf welcber der Mittelpunkt C liegt, 
auf den Kreis fallen, nachdem diese Strableu an den< 
selben eine Breclinng erlitten haben, netbigenfalla ge- 
- ' ' ' alle Strahlen, welche alsaUsdea 



ebeod be: 



chtet,^ 



e des 


du 


rcli A auf ./C'e 


.' 


clcbe 


r d 


er Mittelpunkt 
eseStrablen an 


c'i 


chden 


d 


den 


g erl 


tt 


n hüben, noth 


gen 



nicht auf dei 
ten Perpendikels, auf 
nuf den Kreis fallen, n 
ben eine Zuriickwcrfi 

fehoris' verlängert, — 
er durch ^ uud C g 

Kntfernung von A dl 

IM. Uass in dem Pelle (u) = l, welchem Taf. I. Fig. 
anrieht, alle Strahlen, Melche ah aas de« Punkte ^ anagehaad 
•-■ —- '" ■- — ' ■ - -^-j füllen und an * 



enden geraden l^inie, welcbei 
lach Chin liegt*), und dessei 
:b das Product (,jt,* — \) . AC= 



betrachtet werdet 



-die Augen md 



luf den Kre 

rechung i 
, fftllt auf der ftteirB i 

TUng. 

$. 10. 

Ferner wallen wir annebmen, dnsanuf den in Taf. I. Fig. 2. um den 
Mittelpunkt C bescbriebeneo Kreis Strahlen auffallen, welche sämnt- 
lieb nach dem Punkte A bin convergiren, und wallen wieder die 
von A ans durch C gezogene gerade Linie als den positiven Tbeil 
der Axe der of annebmen, wo denn im Vorhergehenden auch jetit 
a, =AC und A = ''. also "i — A = -*'^ »" setzen ist. N'ehueu 
wir nun ausserdem au, diiaa der aus dem Mittelpunkte C beschrie- 
bene Kreis mit dem Halbmesser (fi) . AC beschrieben sei, wo (fi) 
seine bekannle Bedeutung bat, so sind wieder die drei folgenden 
Fälle SU uolerscbeiden. 

1. £a aei (/i)<; I, welchem Falle Taf. I. Fig. 2. a. entspricht. 

Fär einen auf die concave Seite dea nn C mit dem Halbmea- 



a Falle (J — |M») . JC uegativ ist. 




t {f-) ■ ^C lieacli rieben CD Kreises UDtar dem Wiokel a fallenden 
1 BD dem Kreise eine ZurJiukwerfung erleidenden Stmbl iat nacb 
. bekanntlich, wenn man 



=»;•' 



ä0 + ^(/l_^. siü ©.), 

und f* ist, so wie aucli Jt, eine poaittTe Grüase. 
Weil nnn in> vorliegen den Falle 

It, =fi . AC, also sin @ = — sin « 

vid coa o oßenbor oegativ' ist, so ist nach %. 8. 



z-' " 



- (coa ©H 



-V\.—V^ aiD ©'), 



' (coa + — l/l— /*' tin ©') 



ud folglich naeb dem Obigen 

_ ^C \_ 

, wie sieb bieraaa leicbt ergiebt, 

A, = (1 - c') ■ ^c=(l -/»)(1 +f ) ■ -<c 

Haler ist ^, eine constante von a uniibhängige Grüsse. 

Für Einen auf die coDvexe Seite de* um C mit dem Ualbnes- 
wr f/i) . ^6' bescbriebeneii Kreises uDter dem Winkel o. falleoden 
■ad «o d«n Kreise eine Brechung crleidendeB Strahl ist uacb §. 3^ 
ivenu m«n 



«in = 



Ä. 



■Msl, bekaantliGb wieder 




T^Y 



»ist, ao wie H, eine negative Grösse. 
ffeil nun im vorliegendeu t'ullc wieder 



;''«;^:^':,^«;;,u«;i!i' ?si i s|i j 



■ (•\)..i 



und GOB a ofTeEibar negativ ist, go ist nacb (. 8. 



I 



1_J- _ "'"('! + «) , 



und folglich nach dem Obigen 



.i|/r: 
J-Kr: 



rsT),, 



I 



'■ BicL hicraUB l«icbt ergiebt. 



rt(H-)»).^c 



Dob 


er ii<t A. ^ 
Ceberlegt 


nieder 
man ■ 


A, 


im erslen 


und ; 


einander gleit 


■}, Bind 


.Stll7 








Wenn^ 


und C 


II nt 


er der V 






, /*k!eiD, 


er als 


Mittelpunkt 


mit ' 



constante von tc unabhängige GrfiiHe. 

dasB die beiden constanleii Wertfae i 

der beiden vorher betrachteten 

ergicjit sich unmiltelbar der folg 



eliebigeI>UDkt< 



dem üalbmes: 



absolute Werth (v 
B dem Funkte f7 ali 



vergir« 
in Ked 



le 



steheudeo Kr 
lerselben ein 
ebiirig 



: Zur 



rfuug 



cbde 



rtitte 



eStr; 
haben, 



lese Strahlen an d 
. nöthigenfalla get 
inselben Punkt de 
Linie, welcher in 




rig vertan 
durch .i i 



nfslls gebjirig verlängert, 
Punkt"e ^ convergircnde Strahlen, welche auf di< 
■eises falle 
e Brechung erlitte 
^ert, — durch'einrt 
nd C gehenden g\ 
iicr immer von .^ ao nach C liegt* 
d dessen KnlternuDg von ./ durch das Prodn 
-^»).^C=(1— /t)(l"f-|U).^C bestimmt wird. 
li. Es sei (p)>l, welchem Falle Tat. I. Kig. 2.h. entspricht 
Alle nach dem Punkte ji cnnvergirende Strahlen fallen in diM^ 
eem Falle auf die convexe Seite des um C beschriebenen Kreiae%J 
und für einen unter dem Winkel a auFTallenden Strahl ist i ' 
f. 3., wenn 



Falle (l~fi').JC positiv ist. 



[etettt wird, jederzeit 



iVenn nun alle unter einem Winkel «, ilcr zwiscbeo 90° und 180** 
ider zwiscfien ISO" und 270° liegt, auffüllende Strahlen eine Bre- 
iliung erleiden, sa ist offenliar 

Ä, =fi.JC, alBo Bin = — sin a, 
and folf^licb nach §. 8., weil cos a negativ ist, 

»der 



-^=1 — ""^l^"^**^ (cos + — l/l-(*= sin ©'), 
u4 folglich nach dem Obigen 

JC— A, "/•*' 
du, wie sich hieraus leicht ergiebt, 

Uer ist ^, eine coastaote von a unabliängige Gräise. 

Wenn l'erner alle unter eiuem Wickel «, der zwischen und 
_-- oder zwischen 270° und 360° liegt, aufTalleode Slrulileo eine 
luSckwerfuog erleiden, »o ist offenbar 

Jt, :^ — u , AC. also ain 0^ sin a. 

1 folglich nach §. 8., weil cos a positiv ist, 

(co«0 + ;i^l/l-p- .ioO-), 




i 



D<l folglich nach dem Obigeo 



sick bieraus leicbt ergiebl, 
A,^(l-^').^f=(l-^.}H-i»).^C. 



I 



Daher ist i, wieder e 



ne coDHtante vdd a vaabh'Auaigc Grösse. 
Wertlie v.in A. •<• (>«» beiden vorber be- 
T gleicb siiid, so ersieht sieb der fulgeade 



ii:s:^^ 



i b 

l=if 


beit \s 
.AC 


eP 
de 

■, a 
ib 


linkte 
abs 
US de 
n kr 


xind, undman 
litte VPerth (/») 
m Slitlelnunkte 
eiB bescbricbe» 


cb 

de 
ud 


dem Punl. 
ictbea 8e 
kclB, auf 


te ^ 

ite d 
welc 


.er de 


T Mittel- 



Strnblen, welci 
ytC erricbtetei. 

Iiiinkt C liegt, auf den Kreis fallen, nacbdem dies« 
Sirubicn an demsGlbcn eine Brechung erlitten haben, 
nütbigcnTals gehörig verlängert. — und alle nach de« 
Punktet coli vergirende. Strahlen, welche nicht auf der- 
selben Seite des durch .i onf ^(^ erricfa te ten Perpendi- 
kels, auf welcher der Mittel|.unktCliegt, auf den Kreis 
fullen.nachdemdieseStralilenaDdcmseibetieineZuriick- 
werfung erlitten haben, nii tb igenia IIa gebiirig vertan- 
gert, — durch einen und denselben Punkt der durch J 
und rgeheuden geraden Linii 
nicht nach Cbin licgfj, und 

cb das Product (t-'' ~ l) . AC={t>. — l) (fi-h l)° J~C\ 



Bill 



ird. 



III. DasB in dem Falle (/*) = !, welchem Tof I. f'ig.a.c. 
spricht, alle nach dem Punkte Ä convergirende SIrublen, welche 
den Kreis fallen und an demselbeu eine Brechung erleiden, nadl'lll 
Brechung nieder sämmtlich durch den Punkt .4 ^ehen, fallt anfil 
Stelle in die Augen und bedarf keiner weitern Grläulerung. 



lodero wir jetzt zuvörderst wieder a, beliebig annehmeii, 
en wir einen von dem Punkte {;i^) ausgebenden Strahl bctraohtti 
welcher der Axc der x imrallel ist. 

In diesem Palle ist olt'eubar 

sin « = 0, cos «=±1 
und folglich navb $. 3., weil 



•) Da nämlieh in dieseni Falle (l —ft^)./lC negativ ij 



ai(,(o-|-0) = Bi 



i &—S 

, 0+c 



( sin. 0.:G3±COS 0, 

a aiD = =bsiD 



bK-j.), Z.=r^{Ä.-9)i 



' .W 



^ = 1 — cos 0(cc 



(^) 



-=sin 0(coa + 






SO dass also durcli die folgenden FormelD, id denen ilie obern oder 
die unterp Zeiclicn zu nebiueo sind, jenachdem der von dem Puekte 
(pf) ausg-elieodc StrabI von diesem Funkle hu oacli der .Seile der 
positiven oder nnch der Seite der uegalivcu x liin gericlitet ist, 
die Lage des ausfallendcD SlruLls vollkommeo besliiaint wird: 



sin = 
- . . ' = 1 — cos ©Ccoa 0H- 



0, 9,=y,- 



. ©'), 



= aiD 0(cos ©-J-^VT^ 



'/ii sin 0'j. 



Nacb §. 3. ist als» 



'x-^ä,sp/t, iis 



die CleirLung der durcb den ausfallenden SlraLl und seine Verlän- 
gerung über den Punkt (;',7,) binaus darges(ellt<^D geraden Linie. 
" ■ ' ■ 1 /i, die erste Courdiuale des Üurcbficbnittspankts 



dieser gera 
Stimmung \ 



■■ mit der Axe der , 
icb dem Vorbergebeuder 



L. 


i_.o. s(.o. e-ni-n-,. .to 8') 


•in e(... e+i-l/i-^. ,i„ e-) 

3° 



nis» nacli ilem Obigen 



(A,-v)(cos e+-^l/r 



iroraits sich ohne Schwierigkeit 



(Ä,~?)(C«8 e-*-^Kl-/.' MB 8') 



erffieht, Multiplicirt man aber den Zähler und Nenner des Brnckt 
nuf iler rechten Seite des GleicIiheilBieichens mit 



eQ-^VT^ 



s e — yfeos e— — V^i f, 



-) (1 +— ) i, CO! »— 7{iio« e— — vT^: 



^)(i-H-i-)(i,-?) 



Weil nach dem Ohis 



^ = = "^-1. 



1 7 sich der Null nähert, ain & und c 



=Fi™dV.-(^ 



czeichneo wir nun die Gränze, irelcher ^, sich nähert, dnrrh FM 
I ist nach dem übigen, unter der Voraugsetiun^ , dass 6, 
iracbnindet, 

/•,-«,=±Ä,l/l-(i.)., 




F. =., ±«,l/l_(i) 



iD Ausdruck, der jeden&ille desbaib mit dem Nameo eines merk- 
ürdigeu bezeichnet zu werden verdient, weil er vod ft ganz lia- 
bhÄDKig' ist- 

Für ^, ^0 ist Docb dem Obigen 





■in g 


!, CO. e, ?,=?: 






„.e+i-kTTT 


^- .io ©■), 


UDd 




.in e.) 




. jV Kl (co; 






jider 


e+i-l-,_^..i 


in e' 




,e-i-l/i_^.. 


iin 8') 


oder 


aucli 

Ä, (CO- 


'-K- 






'B-J^i-P'. 


nnO-) 






1 ,. 1, 





Berecfanet man den Hülfswinkel w mittetat der Formel 

sin to^fi, sin 

und nimmt deo absoluten Werlh von ui nie fi;riisser als 90°, 
liält man leicbt 



n (»+«)■ 
Fülirt man fiir sin und cos ibre Wertbe ein, so erhält man 



M 



5" = ' - V^£. • <l/^.+^K^^^7'' 



t+i.l/._^.i, 
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und 



Ai— »1 = 



fjiR, 



oder 



Ai — »1 = 






-i 



oder auch 



A. — »1 = 



(l-~)(H.i-) . 



Ferner ergiebt sich in diesem Falle, wo ^|=0^ist, aus den obi- 
gen Formeln sogleich 



also 



F^ —«1 =d=-^ — ^ oder /'j — ai 



F, = », =4=-^ oder /^, — », 



L. /**. 



l-t-Zt» 



-4- i"-««- 
— 1 + / 



.§•12.. , ... ,.. 

Für /^, =2^, ist anch jP,.-T-», z=:Ai "~ ^1 5 *'so nach des 
vorhergehenden Paragraphen, wenn wir wieder ^|==0 setzen, 



/W^I 



i"Äi 



d. i. 



•■, 






und folglich, wie sich leicht ergiebt» wenn man auf beiden Seiten 
quadrift: 



'+'*=l/^£,. !/'-<.. 



8« 

% 
I 

tiso, wenn man wieder auf lieiden Setten qnadrirt^ 

(1 + ji*)» =; 0, folglich /» ±=: -r 1. 

■ _ 

är fA = — 1 werden aber die obigen Ansdriicke von F^ — «j und 
^1 — a^ beide =t=-g^, und. man kann also eigentlich nicht sagen, 

ISS die Gleichung JF^, — «i = Ai — «i^oder J^, = Ai fiirji*= — 1 
rfdllt sei. Vielmehr ist dieselbe, wie leicht erhellet^ nur dann er- 
ilk, weoD fA=zO ist. 



f. 13. . 

Es ist leicht zu zeigen, dass die beiden Grössen 

iH-^u-dMi/nr^-i-l/r^ 

iner gleiche Vorzeichen hah^n. 

Wenn nämlich zuvörderst ft positiv ist, so sind die Grössen 

»SeDbar beide positiv. 

Wenn dagegen fi negativ ist, so hat man die drei folgenden 
Falle zu unterscheiden. 

1. Wenn — fK; 1 ist, so ist 1+f* positiv. Weil nun ferner 



[«4 jü' <^ 1 i$rt, so ist offenbar 

ser als der absolute Werth von 
folglich 



2 

2 



1 Wenn — f* >• 1 ist, so ist 1 + fi negativ. Weil nun 
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und f*^ ^ 1 ist^ 80 ist offenbar 

kleiner als der absolute Wertb von 

und folglieh 

negativ. 

3. Für — fA=l verschwinden die Grössen 

i+M-und^yi-ii+i/n;"^, 

beide, und können daher auch in diesem Falle als einerlei Vonei- 
chen habend betrachtet werden. 

Man sieht also, dass die Grössen 

1 + /» und /*|/l -^, + l/l- /»•£; 

immer gleiche Voneichen haben, woraus sich ferner nnniittelbw 
ergiebt, dass auch die Grössen 

' ^' null ■ ^^' 

d. i. in §. 11. für/, =0 die Grössen F^-^a^ und Ai — «i> «• 
mer gleiche Vorzeichen haben* 

§.14. 

Wenn wir der Kürze wegen ^ 

1 



r=- 



setzen, so ist für ^, =0 nach §. II. 
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Um DDD za anteniochen, unter welchen Bedintfun^n, wenn 
^ als^gcegeben oder ebnttftnt» dagegen /l| als veräaaerhch betrach- / 
et wird, der absolute Werth der iRfferenz 

nn Minimiini oder ein MaziniuBi wird, müssen Wir vor allen Din- 
a;en den ersten Difibrenttalquotienten von ü* in Bezug auf Jt^ als 
reränderliche Grösse entwickeln. Weil aber 

dRi dR^ 

ist, so kommt es bloss auf die Entwickelung des ersten IHfferen- 
tialqnotienten von ü in Bezug au£/ii als veränderliche Grösse an. 
Nach dem Obigen ist 



and folglich 



«7=±/»Ä,(nirs-F). 






Hob ist aber, wie naii leidit findet, 



9* 



uV 






ud folglich 



dV 
dR^ 



V9 



*F 



■ *,.i/ri£;y,_,.£ 

•4er, wenn der Kürze wegen 






ipietzt wird: 



F=: 



cV/l— ««-i-V/l-att««*' 



dF 



fjg^F 



dR,~ 
[^ ist nach dem Obigen 



Ä,W-«».J^1 — 



»*»' 



^"aj 



lA/l-x'-\-l^l-üi 



Dm nua die Bedi 
Werth voD 
bekanntlich 



liugnngBD nufzDÜiiJen , unter denen der i 

~ MiDimum oder cid Maximum wird, now nsn 



d. i. Dach dem ObigcD 



I 



setzen, cioe GleichuDj;, welche fdr 

I7=0ond^=0 

erfüllt ist. Da aber die G]eichiin|f V:=0, trie «üb f. 12. erfaellJ 
zu /* = — l lührl, iD welchem Pulle die Grössep F, uodA. b^ 
uoeudlich werden, so bleibt bloss die GleicbuQg 



d. (. die GIeichuuj( 



f=* 

Miiltiplicirt mnD uuf beiden Seilen dieser Gleichung mit 

(n-^)(^(/r^ 




und folglich, 
leicbtcu Redui 



an auf heideo Seiteu quadrin, nach einigen 



|-2(l-*')(l+/*«')(l^^':s') 



43 



^»(1 +/^)«** == 4(1 - *»H1 + ^«*) tV-- A*'*') 



oder 



oder 



N'.' ' . 



_i-i 



/t*»(l +M)*** —4(1 — «') (1 + A**') (1 -^A*»*») Ä.1>, 



Hh 4f*(l — ji* + A*')** 
+ 4(1 — ji*-|-i^»)»* 

• — 4- 



■.'.\. 
=0, 



I- ~.\t 



oder aucb, inäofeiii 1 -^ f* oidit yerschwind^t: * 

* ^ Mi-A*)* 

^ A*H1-A*)* ^— "• 



J 



* ■? 



/**{!-/")* 



Setzt man, um aus dieser Gleiclivü^ ' das zweite (ilied wegzu- 
schaffen, 

■ ■ ■. . » . . 

/ . 

SO erhält jaati "zur Bestiinjautig von t die C^leichubg. 






, =0. 



Es ist non Docb nötbig, den zweitön Diiferentialquotienten von U^ 
hl Bezüge auf Jt^ als veränderliche Grösse zu entwickeln. Weil 
aber 






also 



ist, und 



d**ü*_^^dW 



dR^^ 



dRy^ *^^^dR/ 



gesetzt vFordeo ist, so braucHt man bloss 

., '.. . ' d^Ü 

dR,^ 

u eatwickf In. Kaeb dem Obige» ist 



dU ^_ 



±Mr~-i'-«.S-.>. 



und folglich 



aus dem Obigeu beksDiit ist, bloss nocb oiif die Eotwtckeluug n 



Bukommt. Weil nun nach dem Obigi 



ist, so ist, wie man hieraus leicht findet, 



= (Sr(3 






5*7^ — -^' '(3+ n=^ + I -^',=' dä,^* ^^4rT 
Setzt man der Kürze wegen 



"^— "l/l-ari'l-^'«»' 



= Ä.-i»'oder7t,^= W, 



lud fulglicL noch dem Vorliergeliendeii, wie man leicht findet. 



■ 


^^^^^^^^^ 


■ 


IHH 


Weil 


DDo nach dem Obigen 




1 




Ä^==F-.< + « 




.'^j 


in, > 


} ist 




^^^1 




Ä,^^y._±p»-(i+,i..H- 


/*'*' 

!-,<'=!' 


^^1 


Dks 


ber bekanntlich 




v 


"=±"«.(1^?- 


V) 


und 


S^=-^ 




^ 


ist, 
tienf 


wird man bei der Berecheung des zweiten 
n von V* eicii am besten an die folgenden F 


Differential quo- ■ ^H 
srmeln hallen; ^1 


'' ^l/l_,.H-Ki_ 


f.'x'' 


1 


.1- '"■'' 




J 


'^- •!_.. .l/l- 


/***' 


und 


rf».t7» 
JA.- — 




■ 




2^.„,,_J^_r)(i+r^ + 


— /*»3;' 


::^H 


§. 15. 

WenD, indem l eine gegebene Zahl bezeicbnet 


,^1 


^^1 




r, -a,=i«, 




'^^^1 


Kitt 


oll, so boben wir nach dem Obigen die Gleichung '^^^^H 




„ , 1 1 




1 


-""'<■+;. pi/HLiT+i/n 


^ss)= 


wo X 


seine bekannte Bedenlung bat, also 


wie m 


n leicht findet, ■ 


wenn 


der Kürze wegen 




1 


gewt 


t wird. 


= *. 




;.l/ 1 _.. + !/ !_;.■.■ 



4«' 

Quadrirt man nun auf beiden Seiten dieser GleichuDgyi ao crgiebt 
sich 



I- I i 



und folglich, wenn ma^ jetzt wieder auf beiden Seiten quadrirt, 
nach einigen leichten Reductionen ; 



\ ■ • 






oder , \ — J-. — 

oder auch 






' '. 






Hat man mitteilst dieser Formel x' gefunden, so ergiebt sich auch 
g^ mittelst der Form^ i 



ir wpllen oQu noch die wichtigsten der im Obigen ^efailde»';$i 
Drmeui in R^hen entwickeln^ ud 4 werden datwi die Bino^.^==| 
efficienten för den Exponenten m wie srewofanlich durch 



^19 ^2) ^S9 ^4) ^S9 •••• 

— * 

bezeichnen. ^ ^ . 

Dies vorausgesetzt^ wollen wir nun zuerst 

Sin = -4i — sm a 

setzen. Dann ist ' j. 

• '■■■ •:,..-. ■,',;. ■?; )4 

sin (a+ @) = sin a cos + cos a sin ^ 

=t sin «K 1 r-T sin 0* -f- cos # ;S.ip "0 

= sin ajlH — ^J" cos a-^(i), sin 0* 

+ (i)^ sin 0* 

~(i). sio0« 
+ (4)4 sin©* 






^ M 



• ••*.• 



"id folglich 



A --• 



^ 

■'f- 



«7 

sin (g 7<- O) _:, < ^-N gj — A ,„ „,_,<iY. .:„ Ä* 
sin« ' = S\*- TC^ "*• "''^ »*^* "° ^ 



J - 



»Ki,)« sin ©• 

» i •""' • • • * \ ■•\ 



er ist, wenn wir im Folgenden det l^iin^e Vl^gen 






;iJ ♦ •;/ 






1' ' V ? J.. , r I • . 1 . 

ii=Kl — sine^'H l/l — jit» sin 0» 



tn, \vie man l^cht findet! "* . : i . 

fi = 1 -4-i- - (i), (1 + /*) »in 0' 

+ (i). (!+/*•) sin 0* 
5 , ' -Ü).a. + I*') »in ©• '. 
-fr^a).(l-*-A*') »in ©• 



' . \ ; • ." : - Hill ^ 






• <• m f • ••• • •#•• • • 



. J 4 & 



« 1 



M 



ist 
— r— 2- — ^ = (IH )(1H » — cos a) 

(i).<l+/*)(l'+^^«08OJ 1 

' } »in 0' 

■ -r ■ . • . 

H-(i).(i).a + /») ) »i»®* 

(i). (1 + A') <1 + 2^ :Co» «) 

+ U).(i).(H-/*) 
-4-Ö).(l + ^) ; 



'i& allgemeines Glied dieser Reihe ist 
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(i).(H- (<■-') (1+^ 

-(i).(ä).-.(H-f^-') 



1 



H(i).-i(i), (l- 



■c) 



Nach einem sehr bekanntep .Satze von den BinomialcoerGcieDten 
alter, wie mau leicbt ündeo wird, für n^l: 



(!). + (*), (ä).^i + (ä).(ä)- 



.. + (!)~.(ä).+(i).; 



orauBBelxung der Kürze wegen 
+ «).-!.«).(•• I 

folgenden Ausdruck britigen: 



setzt, auch 

(- 1)"|S. + (i). (1 + in"-") =^ CO, 
SetEt man nun nuch der Kürze wegen 

9,=Ci),(l+rt(l + ;i-l, 
SO erbält man nncb dem OI>igen für 



«1 ■ 



falgenilen Ausdruck; 



"(■■-t-81 



„ ain(« + 8) 



= (H-f)(H- = 






. @- 

10 ö* 
:n e- 



-t-m. + Ci).(I+C')T-^co. o| «ine- j 
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\ » 

I 

l^licb nach f « 3. 

gi — A 
«I— Al.■ 
=l-(lH--J-)(l+5^ cos «) 

-*- I«. +(i). (1 + /») ^^F^ cos «] sin 0» 

• ■ 

l«. + (i),(l+A*')^^^ cos oj »ii ©• 
— I««H-(t)«(H-/*')^^ coä aj BiD 0» 



«I— A, 
= l-(H.i-)(H-?^cosa) 

4- {». +(1). (in-/») ^^ cos «K^^J» sin a» 

- l».H-(i).(l + /»')^^ cos a\{f^)* sia «« 

/ 

-+- {Ä.+(4).(H-i^')^^ cos «l(^^)* sin a» 

- |R«H-(i)«(lH-A»')^^ cos «K^)' «n «' 



l nun aber 

cos « = ± V^l — sin a' 
= =t:l:+:(^)i sin a» 



t, so ist, ivie man leicht findet : 



gj— A 
«1— Ai 

^ =i-(.i+i)(i±--^) 

Y. 






(4),(l + i) 


-t-(S),(i + cKTp)' 


i«.^ ) 


(*).(! +^) 


+ (ä).(i).(H-f)(^)' 


h-(4).(i + c')(t7^)* 


±8,(^)- 


(i).(H-i) 


H-tO.ßJiO + rtC^^I' 


+ (4).(i),(i+c')(^^) 


H-(ä).(l+C')lT^)' 


±».(°T^' 


(ä).(l + ;i) 


+ <«,(!), (I + rt (^^)' 


h-U).(H.<i+c')(tF^C 



-•I 



+ (i).(4),(l + c')(^— )• 



Cell er die dnrch 



Sm S=, K„ ft„ ft., ■ 



ebneten Grössen wollen wir noch bemerken 
leichte Rechnung findet: 



», 


= 


- 




-' 


». 


= - 


-'- 




i", 


B, 


_ 


'- 


-^' 


)-(i+f.-) 








St. 


= - 


-'- 


-i-l 


12^ 


«, 


= 




~f' 


0> (! + ;!•)(' + *.■ + '/■•) 






»6^ 



, ond mao wird leiclit ähnliche Ausdrücke auch für die folf^cndeu 
pefBcienteD Goden könaen. 

r /t=^l ist R,^2. uad, wie leicht aus dem ODgefiibrten 
OD deD Binomialcoefficienten geschlosHen wird. 



also für jinr^l nach dem 



. = 0, 



^ 



l-isl— 2(1±- 



«,— d 



pil. . 



i)' ain «• 
(i), (i). (Tp)' 



*l(!), + (i),(ä).( 






+ (J).(«,(=^)' 
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I 
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«^ 



9 

g 
'S 



I 



< 
I 



c^ 



+ 
+ ^ 



p^ < 



i 

m 



< 
. Ilaf I 

«iL IL 

+ i 



^ 



OB 
M 



Vd 



< 

I 



< 
^ I 



<1 

«s" I 



.- <I 



. I 



9 



+ + + J 






<1 

I 



aa < 
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I 



I 






«TL 



« 



. 1, 



' ^H h'« -IS ^l§ 

l 41 41 41 41 41 41 

II 



<S 9 9 



• *M •» 



<J 

I 



«« If4l lf~4l 



II 
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e 
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h 

9 

19 



9 




»fl 



■i 
9 

e 






'S 

9 



\ 
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sm(o + 0) 



sm a 



gefuideneii Reihe leicht: 



8in(c-f"0) 
sin a 






«1— A 






«1 — Ai 



(2ä^' } sin «• 
(^»y^Msino» 



Bad kierans mit Hülfe des schon mehrmals angewandten Salzes von 
kn BiBomialcoeffidenten 



=;fc(l 



II ^ j»Aa M wv ai 

8 

«t'rA 



»- COS a^sin.(o + 9) cot « 



Ä, 







=F(i);(i±^^ä^» gi„ „, 



rfiZ^A» 



"i — Aw 






[Wdl nun nach f. 4. bekanntlich 

^i=/\H-/l, 8ita(a* 
$rj=/2^ 8in(a + 0) 



0) cot a, 



2iZl^_ 



Ä. 



= sin (a + 0) cot a. 






|s- = sin(a + 0) 



M ist nach dem Vorhergehenden 
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±(ld=^) 



(i).(l±2i^)»sin«« 






uhd 



(i),2i^ild=(^).}ri-«» 

(i).^-^|i±(^)MBi.«- 



Weil nach §. 5. 






/ 



ist, so braucht man die oben für ' 

Ol — A 
«1— Ai 

gefundene Reihe nur mit (f^) sin a lu mnltiipliciren , uin auf der 
Stelle eine nach den ungeraden Potenzen von sin a fortschreitende 
Reihe für sin a^ zu erhalten. Die Reihe für cos a, ma^, als we- 
niger wichtig, und weil ihre Entwickelung nicht ohne einige Weitr 
läufigkeit möglich ist, der Kürze wegen für jetzt hier übiergangeB 
werden. 



*. n. 

Wir wollen nun noch den Fall besonders betrachten, wenn der 
einfallende Strahl der Axe der a: parallel ist. In diesem Falle ist, 
wenn wir die in f. 11. eingeführten Bezeichnungen beibehalten» 
und immer ^^ = setzen : 



\ 



sin &=:dzj^ 



Ä,(cot e — -i V^l — ^« «in e») 
Ai— «, =± f^ r— ^ ' 

ie obem oder untern Zeichen za nehmen sindy jenacbdem der 
lende Strahl von seinem Auseanffspunkte an nach ^ der Seite 
)sitiven ar, oder nach der Seite der negativen a: hin gerich- 

« 

Intwickeln wir nun» indem wir cos & = V^l — sin ö* setzen, 
lähler des vorstehenden Bmchs nach den Potenzen von sin &, 
lalten wii;: 

+ (4).(l-/»')""0* 
-(*).(l-/»*)«ö' 
+ a)4(l-/»')«»ö* 



^' = •• =5= r^ ^' f » - ^ - <*)• ti - /*) (i;)' 

+ (i).(l-M')(j|;)* 

-a).(i-/»')(i^)*(* 

+ (i)«(l-/»')(3f;)* 



r ist nach §. 11. 

sin «1 



C") 



% 1 - 

= sin 0{co8 + ~ K 1 — jit» sin 0»), 



»Iglichy wie man leicht findet: 

: sin a,=(f,)\(l + ^) sin 0-(i), (H-f*) sin 0« 

H-(i)«(l+l»') «in ©' 



oder 
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». 9 



sin «,== — (/») 1(1 + —)^ — 



(«.(l-f-MHjf;)' 


(i)Al+i**)(i-y 


au (i + i»')i^y 


(i)«(H-/»'K3|^)' 



Endlich ist nach f. 11. 

±?^-p==l-co8 ®(co8 0H-^V/l-f*» sind»), 

und folglich, wie man mit Hülfe des schon mehrfach ang^ewandfa 
Satzes von den'Binomialcoefficienten leicht findet: 

=b cos a. =^ — ^1 1 

— (i)i(H-i^)* sin 0' 
H-{aKH-(+)i(i)i/«*' + (i).I^N sin 0* 

-i(i).+(i)ia)ai^*+(iKa)if**+(i).f*M «ö ©• 



oder 



, cos tti =Z= 



tt). (l 









oder auch, wie man durch leichte Rechnung findet: 

cos a, :^ 
1 






-tV(1-/**)'(1+A*»)(]|^)' 

- t1t(1 - f*'y (5 H- 6m* + 5/»*) (jf;)» 



Jd §. 16^ haben wir 
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f. 18. 



«1— A 
«I— A, 



iD eine nacli den geraden Potenzen von sin a fortschreitende Reihe 
entwickeltL Um nun aber auch' 

. * ■ * 

Ä»-A ■' 

in eine solche Reibe zu entwickeln , miisste man auf folgende Art 
TerfahreD. Man setze 

— ' , = -4 -f- .^sin a' + Cbin a* -f- ZIsin «• + ...., 

wo die €3oefQcienten Ayß^ C^D^... , aus f. 16. bekannt sind, und 

^^^-— i = a-h »sin o*-f-i&in a«+2)sin «• + .... 



Weil BOD 



tfi--"A «1— Ai I 

«I — Ai * «i — A 



ii^ so erhält man durch Multiplication der beiden obigen Reihen in 
einander die Gleichung 

i=.4a 

+ (jr» + ^ffa) sin a» 

+ (^(E + Ä» + ra) sin a* 

H- (^J) H- Äg + C?» H- /^8D sin a« 



IBS weichet; sich zur Bestimmung der Coefficienten S[> 93> £» 2)» .... 
tie Gleichungen 

u. s. w. 

cq^ben, deren Gesetz klar vor Augen liegt. Diese kurze Andeu* 
ing über den in Rede stehenden Gegenstand mag ßir jetzt genü- 

rQm diese Abhandlung, welche vorzüglich nur die Grundlagen 
andere spätere Untersuchungen enthalten solly nicht zu sehr 
■sudehncn. 



u. 

Lehrsätze und Formeln aus der analytiscl 

Geometrie und mathematischen Geographie 

welche in der practischen Geometrie 

zur Anwendung kommen. 



Von 
Professor Dr. 

zu Marburg. 



Gerling 



Zum Bebuf meiner TriBDguliruDgB-jlrbeiteD liabc ich «cbon 
mehr als zwanzig Jabreo tue nölbif^en Lebraätzc und ForinelD 
in möglicbat elementarer und unHchaulicber Weise gelbstständig < 
wickelt. Dieses hat mir gute DieoBte geleistet, und Itabe ich ■ 
dabei gelegeotlicb Eins und ilus Andere aufgefunden, was, nei 
Wissens, wenigstens nicht so allgemein bekanot ist, als fnr 
Anwendnng vielleicht zu wünEcben wäre. Ich stelle also m 
Ableitungen hier zum Gebrauch der Practiker zuBammcu 
gebe ihnen dadurch zugleich vollständige Auskunft über das V 
fahren, welches in dieser Beziehung vuu mir beobachtet w^urde 
meinem Buübe über die Triangulirung aber (Beitrüge %ur £ 
grap/iie von Kurheiteti. 1S38.) namentlich $. 51. 54. 96. nor k 
angedeutet werden konnte. 



Den eiliptisclieo Erd-Me 

§1. 



idiau betreffend. 



Bezeichnen wir die halbe grosse Axc der Ellipse mit «, 
halbe kleine Axe mit ^, so haben wir bekanntlich die Gleichi 
der Elli|)se für rechtwinklicbe aus dem Mittelpunkt den Axen pi 
let gezählte Coordiiiaten 



(1) 



-?i = i 



Diese h'orm der Gleichung iat ober für die Recbaungen, die 
nof den Erdmeridian beziehen, nicht die bequemste. Wir fai 
hiebei nämlich immer zuerst nach der PAlhöhe fanverbuK 
geographieeben Breite) des Orta zu fragen, für welclien ea «t 
zu recbneu giebt. Diese Polbölic ist bekonuflich der Winkel, 
die Verlicate des Orts mit der libene des Aequal»rs macht, 
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aucb wobl SubDormsilen-WiDkel genKDUt wird. — Sodann aber 

trancbeD wir uob wahrend unserer meisten Reclinungen um das 

wirklicbe Läagenmaass von a (dorn Halbmesser des Aequators) 

(dem UsIbmeEser des Pols oder der halben Rotutions- Ase) 

nicht zu hekünmerD , wenn wir cur vud Anfang die Geatalt 

Ellipse heoDen, und zuletzt die ricbtige Maass ■ Binbeit^ein- 




Wir werden ( 
g-leicb von Anfang 
aller Längen nehi 
selbst, und alles, was duinit 
Sabnormaleo- Winkels oder der PoEbÖbi 



mit JV bezeicfani 



s die Recbnun{(eo erleichtern, wenn wir 

Gleichung der liUipse sowohl a zum Mbbsb 

' ' '' rechtwinklichen Coordinnten 

ephan((t, als Functionen dee 

Orts ausdrücken , die 



rollen. 



Die Gestalt des elliptiscb 
Abplattung c gegeben, wofii 



$.2. 
en Krdmi 



i Purniel haben 



Vir gebraocbeo aber in den practiscben Recbnungeo gewöbnlich 
die in abstrscter Zahl ausgedrückte Excentricitüt « der Ellipse, 



0» wir durcb die Formel 



I ktrecfaBen. 

: Vergleicbung: 



tlto 



(3) e^ = "-^ 
von (2) und (3) giebt 



Dieser Formel bedienen wir uns scbon mit Nutzen zu Hebers bla- 
sen. Denn da wir wissen, dass c nacb dem Zeugnisa alier Grad- 

■cssnng^n nur sehr wenig von =0^ abweicht; so buhen wir 



i uns also Reilieuentwickelungen vorkommen, die nncb I'oten- 
roD e' fortschreiten, so könoen wir nach dem Jedesmaligen 

i:ke biedurcb leicht beurlbeilen , wie viel Glieder davon wir 

lUDehnea baben. 




^K Bei 



I 



BeachliesHeD wir Blin für das Folgende a i 
Tjängen lu wKbleo, so haben vir za setsen 

{6) « = 1 

(7) * = {l-«»)i 
und somit wird uosere Formel (I) '\a 

sieb verwande]ii. 

«3. 

Um nun weiter die Coordioaten als Functionen der PolhJ 
(des Subnonnalen-WiiibelB) N auszudiücken, erinnerD wir uns, 4 
ganz allgemein vermöge des sogenannten cliar acter iatischen Di! 
reotial-Dreiecks ist: 

fang A" = (J)' 



lang ^z='\-■^ oder lang A = — -^. 

In- uuserm besondern Füll werden wir für fang X den letsten i 
ser Auadrücke zu wäblen boben, weil die Polbohen nnd mit ibi 
die elliptiscbeo Meridian -Bogen immer im ersten Quadranten U 
beu und vom Aequator gegen den Pol hin wachsen, somit also i 
da: und tly Dothwendig verschiedene Zeichen habei 



i Gleichung (8), 
1ydy= — 2(1 — e^')xda;. 



r ins Qnadrat und setzen für y* 



) kommt uns 



(9) t.^ S' = 



(10) 



( X* 



u- 



_u- 



.■)»■ 



■ l — e'x' 

!ndlicli durch Multiplicatiou von (9) und (10) 
(11) ,.„ /V = ii5gj. 



61 

Driiek«p wir nuD x* durch die Formel (It) a 



Asa «ndlicb 



(15) ^ = 



(l— «' jrinyV»)*' 



SeUen wir den Wertfa vao a;' aus (12) io die Kormd <S),- 
Mlen wir 



ttmmeDg«DnninieD und ausgezogen 

(15) y=:ii """"" 



A'')*" 



r 

^^^v für ^ und y gemeinsciiaftlicbe Factor ,. , : — jy^ij i 

^^^Riter unten erhellen wird, von grosser proctiBcber Wichtig 

Wnr r- ■ '-- " - 



bietet aber aocb ein georoetrigcheg Interesse dar. DeuD 

W%m. fl. X der Punkt des Meridinns, für ivekheo die Reuhnuog 

D foliren ist, und £.0 in seiner Verlitrale, BD ist nach UDsem bis- 

;en Festsetzuogen CP^x, also aus (13) 



>iiV')t 



= L0. 



eich dem Tb eil der Vevticulr, welcher zwischen dem in Rech- 

,n acbmenden Ort und der Rotations - Axe des elliptischen 

■rharoiilB liegt. Ich hübe für diese Linie den Namen Canor- 

«al« Tort^e schinden und nerdc auch hier den Buchütabeu /- lu 

ftrtr korsen Bezeichnung gebrauchen. 



Hit Hülfe der Cunormnie k lasseo sich nun die aämmtlichen 
eil, die in dem elliptischen Meridiane zur Berechnung kommeif 
Ben, leicht und in bcr|uemcu AusUrücken als Functionen der 
nlliölic darBtellen. Wir babeo nämlicb V\%. !• 

1 



■ .« a:{=. CP]^k.co« N 

«.» y(=ZJ») — (I~e')A «»iV 

».* SOaiWALE (=3iAJi=(l — c')A 

■ .* SÜBNORMALE (= jV/*) ^ (l — c')* CM A' 

■ -• scBTANGENTE {=^ PT)=-\^ — c»)Ä »in X . tang X 

■ .9 TAMGKNTE (= Z 7^ ^ (1 — e-*)* lang A 



S CA = «U CO* X 



n.l« OJV=e*Jc, 

Eben sa leicbt ergeben aich nun zwei andere Grosseo, «ekU 
mao mitunter gebraucbt. die EatferDunf^ ^/.(= A) dea Orls von 
AlittclpuDkt der Krde (der sugeuannte Incale Erd-Rudius) und der 
Winkel CÜA'{=c), den diese l.iuie mit der Verticale inacbl {die 
soirenanDte Verbesgerang der Polhöhe), weleber Wiokel auf un- 
serer Erde bekunnllicb bücbalens 12' beträgt und von der Polbühe 
abxuzieben ist, um die aogeutitinte verbesserte Breite ACl 
^ JV — V lu buben. 

Denken wir uns nämlicb von C nuf die Conormale ein Per- 
pendikel gefallt, so ist 



(16) 
(17) 



= CJV s 



. A'= 



= 1.0— CO » 






9 ergiebt sich nun leicht durcb Divisiao 

n.ll tang f = j^*jt* tin iAf 



Diese letzte Formel zeigt ancb 
Eigenschaft der Ellipse an, womit wir 
ten. Ich habe sie mitgetheüt in meine 
elalionis 1830, wo nuch die obigen 
zuerst bekannt gemacht wurden. 



elegante geometriick 
, hier nher nicht aufhil- 
'rogramm de petratlttxi 
mein, meines Wiuu^j 



«.5. 



EtechnuDge 
haftesien s 
(4) das e' 
gend, wor 



rmeln des vorigen Paragraphen zeigen, dass es bei all 
I, die sich auf das Erd-Sphäroid beziehen, am vortheil- 
in wird, ous dem zum Grunde zu legenden c, 
»churf zu berechnen, und sodunn nach n.ft für die G«- 
n man zu thun hat, eine Hülfstafel zu coostruire*, 
r man für das Argument A' dna jedesmaltg'e /c ablieU 
HieniUB folgt dann alles Weitere nach obigen Formeln leicbt, nn' 
kann erforderlichen Falls auch in Tafelo gebracht werden. 

Ich habe zweimal eine solche Hülfstafel berechnet. Zuerst 1$^ 
flir die Wal&ecksÜMi Abplattung {Beitrüge u. s. w. S. 84 und 198) 
und aodnnn 1S30 fiir die (erste) iS'c^MtfAsche Abplattung (parat- 
faxi» etat., vergl. ScAumacier ^»tronomitcAe Xachrichteit \ 
S. 7.). Hier will ich also fiir Pructiker, die vielleicht sich äbniicbe 
Tafeln entwerfen wollten, etwa nach der neuesten Zff4««/scLea Al- 
plaftung c:=2gg-jj28 {SeFiumacher a. n. 0. XIX. S. 116,), «ocli 
die Weise angeben, wie ich dabei verfuhr. 

Man gebraucht in der Praxis gemeiniglich nicht k selbat, %w 



l 



itm seineii Logaritbmua, uuii ist aUo auch die Tafet gleich für 
Ug A BD cooBtruiren, 

Erhebe icb also die Fornel n.l erat ins Quadrat, eo komint 

*» = (! — *> *i« A'»)-i. 

Diffeientüre icb dieses nacb tim A, so kommt 

'I Dfritlire icb dann das untere durch dat obere, so erhiitte ich 

dJt 

•j ^= d tog mit. ^ = {1 — *' »in X*)—^e' »inXdtimX. 

Entwickele ich rechts die Parenthese und multiplicire mite'' tinA, 
M erg'iebt sich 

d log ttat. k = (e" iiu A-\- e* »in A' ■+■ e* »in 



+ .,..)dtinA, 

also dnrcb iDlegration und Multipücation mit dem Hodulus des 
brig-giscbeu SrHtemB (^ M) 



(\8) &^>t = ^^c»*M A'=H-ie' 



iiA"- 



■■•) 



Dass keiue iDlegratioDa-CoDstaDte beizufugeu ist, erhellt dnraua, 
dais fdr iV^O nach a.t, k^l nerdeu muss, also such logr A 
= 0. 

MsD kaon also zur Eutwcrfnog der Hülfstafel für Zog- k einca 
gratattn TbeÜ der Rechuuog mit 5slelligea l.ogatillimeii ausfiihreu, 
Hai iiat dann, um die IjOgarittimea aller im vorigen ParagrapLea 
erwähnten Grössen für den Huihmesscr des Aequators als Kiuheit durch 
leichte Formeln lU erbalten, ausser dem log- e' , <len man schon 
ör die Uulfstat'el gehrauchte, nur noch den /o^(l — e') ein für 
allemal zu berechnen und sich aufzuscbreihen. Zuletzt ist dann, 
weun man absolutes Längenmaass verlangt, noch ioga hinzuzufügen. 

Be»»el (ii. a. 0.) gicht nacb seiner so höchst verdienatlicbea 
|.4efiMiliyep Berechnung von zehn Gradmessuugen 

Aig- 6 = 8,9122052 
tgg{\ — e^)\= 9,9985458 . 202 

fl = 3272077,14 Toiaen , , 

/o^a = 6,5U8235.337 .! 



KrümiDungshalbinesser des Meridians"' 
betreffend. 



\ Bei CntersuchUDgen über Quantität und Qualität der Krüm- 
; einer ebenen Curvc pflegt man gemeiniglich denselben Weg 
■cklagan, den man auch bei den meisten andern Ontersuchun- 



I 



gcu geht; 



(laM Uten also dx ola caDstsDt anDinnt, (ij, 



_._ .. .. unabbäDg)^ , , 

truchtet)) alle übriffSD Differentiale £uuutu» um an: var^jiBicaif. 

uDd dadurcb die beliaDiiteD Formeln mit Uiilfe des zweiten Difft^ 



zunäcbit mit dx vergiciebtrj 



rential - Verliulluisaes 

fliich bat aber ii 
andern Wege in didj 
falls übersichtlicber z 

1. Ich (lenke ini 

unabbängigi 



entwickelt. 

ir bediinken wolleo, ilasa man auf «iMtf, 
n practiscben Falten bequemer nnd jed 
Ziel kummt. FolgeDdes iit dieser Wer, ' 
imlicb vun Anfang den Bogen « der «»4^ 
VerÄDilerliclie, das beisst also ädr 



andern Worten, ich denke mir die Curve als entstandci 
eingeicbriebeoBn Polygonzuge, der ursprüoglicb über dea Pol^on- 
seiten lauter gleiche Bögen hatte, und nun durch fortgesel>t(' 
ÜaltiiruDg dieser Bögen iu die Curve überging, wurin als« ionena 
und äusseres Polygon zuaammeofallen. Oder Doch anders snw« 
drückt, ich denke die Curve nicht bloss als Polygonzng, aonden' 
als gleichseitigen Polygonzug von unendlicb vielen unendlicl' 
kleinen Seiten, deren jede deo cunslantcn Wcrtb dt hai. 

2. Zwei benachbarte dt können nun nicht in gerader Lioic 
liegen, weil sonst ein Theil der Cujvc aus einer geraden Linitf 
entsprungen sein miisste. Der Winkel aber, den sie mit einander 
bilden, muss nur um eine unendlich kleine Differenz von zwei 
rechten Winkeln verschieden sein, weil sonst dt nicht unendlich 
klein wäre. (Oder, will ich noch hinzusetzen, weil sonst die Ste- 
tigkeit unterbrochen wäre, welcher Fall aber für gegenwäriigcD 
Zweck ausser Bctrucbtung bleibt.) 

3. Denke ich mir nun am Anfang und am Ende eines beliebi- 
gen Elements jenen Winkel mit seinem benacbbarten Element durcb 
eine gerade Linie halbirt, so erhalte ich zwei beuarhbarle Naff 
malen. Diese Normalen kann ich mir, wenn es erforderlich 
auch senkrecht anf andero Curvenelemenien errichtet denl 
indem ich die Mitte eines in Betracbtung gezogenen Elements 
mit der Mitle des vorhergehenden und folgenden durcb neue eb 
grosse Elemenle verbunden denke, die also auch wieder mit 
Curve zusammenfalleD. 

- 4. Je Bwei auf solche Weise einander benachbarte Normall 
werden sich nun, allgemein zu reden (denn Ausnahmsfälle erfordern 
eine besondere Betrachtung), in einem Punkt schneiden, und hi#r 
einen Winkel einscblieBsen, welcher auch unendlich klein ist. weil 
ein Eleroentardrcieck entsteht, iu welchem die beiden dem tls an> 
liegenden Winkel nur um einen unendlich kleinen Uolerscbied von 
rechten Winkeln abweichen. Denke ich mir aber irgendwo in der 
Ebene der Figur eine beliebige Abscissenliuie gezogen, bezeichne 
den Winkel, den die durch den Anfang von dt gezogene Nor- 
male mit derselben macht, mit X, und zwar in dem Sinn, dass für 
das wachsende t auch N wachsen niuss, so ist der obige von zwei 
einander unendlich nahen Normelen eingescbluBsene unendlich kleine 
Winkel mit dX zu bezeichnen. Diesen Winkel dS kann man da- 
bei am bequemsten durch eiocn sehr kleinen Bruch des, als Eip' 
,Iieit zu nehmenden, Halbmessers ausgedrückt denken. Sollte er in 
Secunden dargestellt werden, so käme dann nur nocb der bekanntE 
Vactor p(=m264,8l) hinzu. 

' 5. Ist nun die zu betracblende Gurve ein Kreis, so ist sie 
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nacb beknuuten Elementar- ftatzea aus einem regcl mässigeD, 
also nicht bloas gleicbseitigen, sondern auch gleichwinklichea Po- 
lygon eotslandcn. Demnach werden ulle KlemeDtar-Ureieckc auch 
glBicbBchenklich und einander con^^ruent. und olle Nflrmalea scLuei- 
flen sich also in einem und demselben Punkt, dem Mittelpunkt 
des Kreises. 

6. Ist aber die Curve kein Kreis, so muaa sie aus einem 
gl eich 8 eiligen, nicLt gleichwinklicheD Polvsonzuge entstanden 
gedacht werden. Allgemein zu reden werden alsu je drei anf ein- 
aoder folgende di zwei Winkel mit einander bilden, die von ein- 
ander verschieden sind, und zwar versrbieden unt die üiffer« 



1 Winkel, welcher 

littelsten von drei auf ein- 
te ein beliebig verlängertes 
icb dem obigen 3., auch 



zweier uDeudlicb kleiner Winkel, d. b. 
im zweiten Grad unendlich klein ist. 

7. Denkt man sich nun auf dem i 
ander folgenden t^lemenlcn in seiner Mi' 
Perpendikel errichtet, so inuss dieses, 

als Normale der Curve gedacht werden. Es sieht, wie ohec 
recht auf der Berührunge-Linie, die als Verlängerung eines Corven- 
Elemeuts zu denken ist. Es ist also auch der geometrische Ort tur 
die Mittelpunkte aller Kreise, welche an dieser Steiii: die Curve 
beriibren und also die BcrührungB-Liuie iind auch dies eiue tlcuent 
mit ihr gemein haben. 

». In Kreiseu nun, welche eiue Cune von aussen berühren, 
liegen alle übrigen Kreis-Elemente auf der andern Seite der Ue- 
rübrungs-Linie als wo die entsprechenden Curven-Elemrnte liegen. 

Bei inneren Berübrunga- Kre iaen aber tritt, rücksichtlich 
der (!rei auf einander folgenden Elemente, eine füuffache Ver- 



a) Es köui 



, wie Vig, 9. roh angedeutet ist, die beidnu- 
. Elemente innerhalb der entspreclienden Cur- 



eu henacbharlen Kreis- 



Slement. 



benachbarten Krei 
veu-Elemente fallen. 

0) Es können, wie Fls- 3., di 
Elemente ausserhalb der Curve falle 

e)'Ks kann, wie Flg. 4., das 
walcbcs den kleineren Winkel mit dem miltelsten Element raucht, 
mit seinem Kreis -Element zusammenfallen, dann wird im dririeo^ 
Element die Curve zwischen den Kreis und die Berührungs- Linie 
füllen. 

ä) Es kann, wie Flg. 5., dasjenige benachbarte Curven-Ele- 
ment, welches den griissereu Winkel macht, mit dem Kreis- Ele- 
ment zusammenfallen, dann wird im dritten Element der Kreis 
zwischen Curve und Ueriibrungslinic tullen. 

Zur Vergleicbung dieser vier ersten Eälle denken wir uns den 
Halbmesser des betreffenden Kreises stetig wachsend. Dann geht 
zuerst der Kuli a) in den Fall c) Über. In beiden hallen isi d»s 
rf* des Kreises grösser als das dX der Curve, und awar betragt 
der Unterschied dieser beiden dX ein unendlich Kleines des zwei- 
ten Grades. — Von der andern Seile muss bei abnehmendem Halb- 
messer der Fall i) zuerst in den Fall d) übergeben, und ist in bei- 
den Fällen das dJV des Kreises um ein unendlich Kleines des zwei- 
ten Grades kleiner als das dX der Curve. 1 

e) Zwischen den Fällen c) und d) sind nun die Fälle entbal^ 
ten, bei welchen ein benuchbartcs Element innerhalb fallt, das an- •] 
dere ausserhalb. [Iul«t diesen muss also auch einer begriffen e 
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bei wetcbem jener UnterBcliied der beiden tlM gäoslich verfckwia- 
det. Dies lÄast lich nämlich our »uf die einzige Weise errei- 
chen, dosa man die beiden benachbarten Kreia - Elemente nnlK 
gleichen Winkeln (unendlich kleinen des zweiten Grndea) ^t- 
ffen die Curven - Elemente zu beiden Seiten geneigt denkt, wit 
Flg. «. angedeutet ist. Weil nämlich äet geunietriaclie Ort dei 
KreisuiittelpjnktB noch 7) gegeben ist, an kommt es nur noch dsrenf 
an, durch die beiden Endpuakte des Elements und den Oarcbacbnitti- 
punlft der beiden benachbarten NormNleu der Curva einen Krei* 
gelegt zu denken, der den verlangten Mittelpunkt auf den Pcrpe» 
dikel abschneidet. 

9. Denjenigen berührenden Kreis nun. dessen dem gfeaein- 
Bcbaftlicbeu d» entsprechendes dX mit dem dX der Curre rällif 
übereinstimmt (welcher also die Curve unter gleichen, im zweites 
Grad unendlich kleinen Winkeln sclineidel) nennen wir den Ki " 
mongskreia und seinen Ualhmesaer (^r) den Kriimmn 
halhmeaser der Curve an dem enta|irechenden Punkt, -wo wi: 
im Vorigen das mittelste Element oder vielmehr dessen Mitte < 
ten. Damit haben wir also die Gleichnng gewonnen 



n. 18. r = 



dt 



Für die practische Anwendung dieser Gleichung ist ca nun na- 
türlich nicht mehr nöthig gerade, wie hisber zum Behuf der Ablei- 
tung geschah, » als unabhängige Veränderliche zu denkeoi El 
genügt, wenn wir nur auf irgend eine Weise uns Keantaia« 1K 
dem Quotienten -rj^ verschaffen. 



f. 7. 
te! der Anwendung des lorigen anf den elliptischen Erd- 



meridian ergiel 
vermittelat des s 
chung 



sich für den 
enannlen chni 



irO..„ng.l..lb....ar ^ 
icieristischen Dreiecks die 



Der letzte Theil des [etzten Ausdrucks findet sieb bier aus der Dif' 
rereutiatien von (12). 

cot A»^(l — «■ »in jV')jp* 



nA')x 
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f 18. 
In §. 16^ haben wir 

«1— Ai 

', ■ * ■• ■ .. r 

h eine nacli den geradm Potenzen von sin a fortschreitende Reihe 
entwickelt:, um nun aber auch' 

ia eine solche Reihe zu entwickeln , müsste man auf folgende Art 
lerfohreD. Man setze 

— 7— == -4 + i?sin «* + Cbin a* + Z^sin «• + ...., 

wo die Coef&cienten Ayß^ C^D^..., aus §. 16. bekannt sind, und 

'^' ^^' =g + »siri a» + g8iD a*+J)sin a« + .... 



Weil nun 



^1— A ^ gl— Ai __| 
«1— Ai * «i — A 



ist, so erhält man durch Multiplication der beiden obigen Reihen in 
einander die Gleichung 

+ M99 + ^^9) sin a' 

+ (-^S + .Ä» + ra) sin a* 

+ MJ) + i?S+C?a5 + Z^a) sin a« 



US welchei; sich zur Bestimmung der Coefficienten SI, 93» S> 2), .... 
4ie Gleichungen 

^a=i, 

u» s. w. 

ergeben, deren Gesetz klar vor Augen liegt. Diese kurze Andeu- 
tsng über den in Rede stehenden Cregenstand mag für jetzt genü- 
f[eDy um diese Abhandlnng, welche vorzüglich nur die Grundlagen 
fir andere spätere Untersuchungen enthalten soll, nicht zu sehr 
•oszudehnen. 




Der Winkel w kauD nun alle Wertlie voD bis 180° anneb- 
noD, und nur in ilem Fall, liass w die Palliähe des Punkts S un 
90" übertrifft, wird die scbneidende liibeoe in eiue berührende, also 
der Scbnitt in einen Punkt sich verwaodelo. Bei der Butwicke- 
Jung der nnthigen FoTmeln kann man alsu von einem lo ausgeheu, 
welches in den ersten Quadrantep fällt und in demselben Sinn ge- 
zählt wird, wie die A' der früheren Paragraphen. 

I. Die Durchschnittsliaie des Schniits mit dem zum Grund« 
gelegten auf ihm senkrechten Mcridiau trifft nun seine beiden ^ 
allgemein zu reden, in den Punkten Q und 0. (Die beiden besau- 
dern Fälle, wo einer dieser Punkte ins Unendliche fallt, wi 
wir demnächst abgesondert betrachten.) Man bat also znvördsnft 
die beiden constanten UÜlfsj^rösscQ 

Ä(? = p und SO=iq 



Conrdinaten des Punkts 5 in i 
n Winkel to nach Bedürfoiss leidt 



zur Benutzung, die man aus de 
Dem Meridian und dem gegebeo 
herecliuet. 

1. Wählt man nun einen beliebigen Punkt £ in der Carri^ 
die der elirne .Scliuitt auf dem Sphäraid bestimmt, und fallt ^ ~ 
ihm dift beiden Perpendikel, LSf auf den Benkrechlen Meridi 
und LP nuf den Aequator; so trifft auch LM auf SQ in M m 
rechten Winkeln ein, man kann also die Linie 

als die eine Coordinate der zu untersuchenden ebenen Sehn 
Curvc betrachten. Zur andern Coordinute wähle man dann i 
Abstand des Punkts M von S, nnd setxe 



BO dass jetzt ( 

3. Für d 

stimmt und in 



le Gleichung zwischen a 
I Punkt Z> findet sieb i 
hm seine Coordiuaten 



Legt man eher durch JLP und L!U eine Ebene, so enlslehea recbt- 
winktiche Dreiecke, aus welchen sich sogleich ergiebt 

(19) y^(p — m) tin w 

(20) ^^ = {q-uY C0Mw^-^v\ 

Durch Substitution dieser GleiehuDgen in die Ellipsen -Gleichung 
(8) muss sich also die gesuchte Gleichung des Schnitts ergeben. 

4. Statt der verlangten Substitution kann man aber küner 
zum Ziel kommen, wenn man die Gleichungen (I») und (20) diSe- 
rentiirt, dann in die Differential -Gleichung der BIlipse substitviiti 
und endlich integrirt. 

So erhält man zuerst aus (19) 

(21) dy= — 9in tD.du 

(22) xdx = — (y — h) CO» «■' du 4- vdv. 





jise aber kann Dacb §. 3. geaclirie- 
ivisian von (33) in (21) uod EinfübrUDg 



(y — «) CO» «"'(/k — tirfc 
man vdv absaodert , nach * 



(p — «J 
ordoet u 



1 zuiammenaieht: 



(24) W.=(;,.f^. 
ue Gleichtmg iptegrirt giebt 

(25) r' = 2(;,?^ + y «,.»•)«'-(- 

ifdgeD ist, ireil fuF « = auch v = 



-)"" 



«o keine CoDalaote bi 

TTosere f^leichuDg ist also 



-Pu 



der Form 



■ad Homit benieBen, dass jeder ebene Schnitt des Erdsphä- 
ne Ellipse giebt, deren Sdieitel der Punkt S und de- 
I RD Abscisaen-Aie die gerade Linie ist, welcbe die Scbnitt-Ebeoe 
1 sil dem auf ibr senkrechleD Meridian gemein bat. 



§.9. 

' Cm DUO die Bescliafienbeit dieser Ellipse oSber zu untersucheo, 
tichne man die balbe Abscissen - Axe mit A , ibre coordiuirte 
Dann ist die Gleicbung (25) zuerst auf die Gleicbuog der 
Itipse aus dem Scheitel 



-=;^,.«.{2.i_») 



(27) -4 = 



P_ p wmo* + yl 1 - 




H%) ergeben sich gleich scbon einige wichtige Eigenscliaf- 

r4u Scbnitts. 

1. Das Tcrhültoiss -^ ist bloss von «> und h> abhängig. Dem- 



uacb erhält man laoter einauder itbolicbe Ellipgeu, wenn nu 
lauter uDter eicb parallele Sulioitte durch das Sphäroid fährt. 

'2. Ks giebt nur eioen einzigen Fall, in welchem -ji ^ ' 
wird, ü. b. ia welchem der elliptische Schnitt sich in einen Kreis 
verwandelt, den nämlich wean u' = oder =180° wird, und diei 
i:jt einer vun den beiden üben vorbebalteoeD besandero Fällea, 
der Schnitt also in einen Parnllel-KrelB übergeht. 

■I. Kb ist (den letztemähnten besoDdern Füll als AuBnahme 
Keite gesetzt) iramer B'^J*, d. h. man bekommt lauter so| 
nannte breite Ellipacii , deren Scheitel der kleinen Axe in i 
auf ihren Ebenen aeokrechleu Meridian fällt. 

Mau wird aUü , um die Aaulogie mit den gewöhnlichen ^scn 
herzuatelten , die Formeln (30) uuir(27) Dmachreihea nusaeD , iii> 

.■J = (t und Ä=« 



(28) 
(29) 



%. Bezeichnet 
iitiAtractcr Zahl ii 



[.eh (-28) 



t-vji- 






laii die Kxcentricilät des ellipliscbun SchuitU, 
lagedrückt, mit t, so wird 

,- = l_^. 



{30, 



1 — *■ 
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woruUH erhellt, duss für w^W)", und nur für «9 = 90°, au jeden 
beliehigen Punkt des Kphäroids t' = e* wird, d. h. dass aar die- 
jenige auf den .Meridian eines Orfs »erikrechte Ebene, welche in- 
gleich mit der Rotatiiinü- Ase der tirde parallel ist (die Ebene 
,, sechsten Slundeukreises'' ) eine dem Drdmertdian äboli 
Ellipse abschneidet. Das ist also der zneiie der beiden oben vor- 
behaltenen heaoudern Fälle. 

5. Weil «'<!, so ist aach für w< und >-<)0° 



Alle auf den MeridJa 
sechsten StHndenkreii 
oIb der Erdmeridiau, 






hellt, dusi 
StUDdeukrc 
Hhülich G 



die Schnitte, welche 
!s gleiche Winkel 



?», d. h. * 



:k cox II- unabhängig ist, sr 
auf beiden Seiten de« sec)is(«i 
nil diesem machen , ei Dan 



Die ÜiffereDliatioD vnn (iH) giebt endlich 

ireraus bervvrgelit, iIbss die Rundung ftir |joaitive ««t 2w, d. fi. 
roD Parallelkreis bis zum sechsten iStondenkreis stetig obnimmt, 
nnd dage^cen auf der andern Seite diesea Stund enkrcisea nieder 
»Ulig wächst, bis d^r I'arallelkreia wieder erreicht ist. 

t>. Den Uebergung von den Schnitten, die südlich vod dem 
sechsten Stuodenkreia liecen, bildet dabei immer der schon oben 
trwäbnte Fall, wo fiir ein mit S zusammeDtullendes £i w =■ .X 
+ 90° wird, demnach die schneidende Ebene sich in die berüh- 
recide (den fiorizoDi), die BUipse also sich in einen Punkt ver- 
wandelt. In diesem Fall haben wir also auch das Fläcben-Ele- 
mtot nm den Berührungspuokt als eine unendlich kleine Ellipse 
von f^anz bestimmter ExcentricitÜ.t zu betrachten. Für w^JV 
+ 90" ^ird nämlich 



'■<nrj 



iv-.) = .-*- 



aich nach n, fit sucb leicht eine geometrische Darstellung i 
it 0:=sl XU beschreibenden Ellipse finden liease. 

e Vertical-Schnittc des Erd - Sphäroids 
betreffend. 

f. 10. 



4 



Cnter den Schnitten des Sphäroids sind vorzugsweise die Ver- 
tical'Scbnitte für den pracliscben Geameter wichtig, weil deren 
Ebenen gerade von seinem Theodolithen- Fernrohr beschrieben wer- 
ten. Unter diesen Vertical- Schnitten aber kommt wieder zunächst 
icrjenige sur Anwendung, welcher senkrecht auf dem Orts-Meridian 
«cht (im ,, ersten Vertical" des Orts liegt), und als» dem soge- 
tunleD Perpendikel auf den Meridian uagebört. 

Cm die Ellipse für dieses Perpendikel auf den Meridian zu lin- 
4eD, braucben wir nur Fl«. I. den Winkel X an die Stelle des u> 
laserer beiden vorigen Paragraphen ^u setzen (indem wir auch hier 
iMMiS der Fl«. 9. mit /• zusantmeofallend denken). Demnach wird, 
i* wir für jedes iV auch das ihm zugehörige A besitzen, aus §. 8. 
nd m. S. 

p = (l — c')A und ? = *, 



nun auch die SubatitutioD in ( 




m i:^ = T=7? 
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Hieraus folg! nun mit Leichtigkeit der K riimmniiKshalb- 
messer des Perpendikels auf ilcn Meridian, den wir mit 
fi beieicbnen woiren. Weil nämlich unser Ort im Scheitel der 
kleinen Ase des betreffenden tjcbnittes liegt, so baben wir nacb 



Huclicn nur (31) dorcb (32) zu dividiren, 
lUg entspringt 

n. la H = *. 

Die %. 5. erwäbnte HÜH^tafel gieht also diesen KriiinmDngs- 

linlbmesscr des Perpendikels anmittelbar, und wir köimen das 

Utement dieses elliptischen Schnitts als das Element eines Kreises 

, welcher Fl«. I. O zum Mittelpunkt und die Conotmale 

I Halbmesser halle. 



beliebigem Azimulh Gndet sich nun aus r (dem KTÜmmungs- 
halhmesser des Meridians) und m (dem de^ Perpendikels) auf fol- 
geudp Weise. 

Ein aolcber Schnitt, dessen Azimutli mit i bezeichnet wer- 
L gehöriger Krweileruog den auf ihm senk- 
rechten Meridian ^S Fl«. 8. treffen. Uie drei Ebenen, dieses 
senkrechten Meridians JS. des Schnitts /^S nnd des Orts-Meri- 
dians ^i£t, bilden nun bei 0, wo sie in der Rotations- Axe zusam. 
■ntrcflen, eine dreikantige Ecke, in welcher L0 die Canormsle 
r den Ort Z. ist, ^O ein Stück der Rotati«ns-Axe vorstellt and 
SO gerade wie Flg. T. in der Richtung der kleinen Axe der el- 
liptischen Schnitt-Curve liegt. I)n nun die Verticsle Z,0 auf dem 
Horizont von £, also aucb auf dem Element des Bogens /^S b«i 
£ senkrecht steht, so ist 1,0 auch Co normale für den iijchniti 
und der Winkel SOL, den wir Kürze halber mit O bezeicbaBS 
wiillen, bildet in der Ebene des Schnitts das Cnmpletnent des Snb- 
normalen-Winkels. Behalten wir also für den Schnitt die Buchslo* 
benhezeichnnng der $§. 8. und 9. hei, so haben wir für den Krüa- 
mungsbalhmesser m des Schnitts am Ort /. nach n. 14 und n. 1 
zuaücbst die Gleichnni; 

(!-*')« 



n dem letzten Factor t^ durch (30) aus, und be- 
I der erste Factor nichts weiter ist als die Conormalf 
I erhält man zunächst 



(33) « = A(t— tf'). 



t O'" 



I t'ft Dun in diese Formel die PolliÖlie A' uod das Azimiith * statt 
I Ur Grösseo to und einzufüliren, bemerkt mnn, dnss die dreikan- 
I ftfre Ecke bei einem reditwinklicben sphäriacheD Dreieck ent- 
l^richl, desseo HjpoleDDse ^ 90" — /V ist, und nnrin dein sphä- 
Iruchen ^Vinkel t die KalLete O aDitegl. die Katliete (90° — w) 
faber ffegeoüber liegt. Oemaach bat mau nach bekannten Formeln 
[>igonometrie [Grundrit* n. 41. und n. 42.). 

»in w CO» = tin N 



Dieses substituirt g-iebt lunüchat 

(34) « = ^— _j-_j 
nofiir man auch schreiben kann 
(35) - = ,--,- 



practiscben G 
Mcn. das >» auf di 
JnUire man die Gleicbi 
Dies g'iebt zunächst 



raucb seil ei 
igen ) 



1 (34) und (35) in 1. 



__ Maa nun in diesen Brüclien das letzte Glied des Zählen|'j 

ta) nb, und bemerkt die Bedeutung, welche die ersten Brüchf) ' 

icb ■!• I, n. U und n. IS erhallen, io kommt ,, 




(37) mit »in i* multipK- 



- Da nuch n. 14 und i 



UDd (mit AuauaLme dei Falls, wu A'=90°, alio di« Vm 
lauter Meridiane siai) oacb n. ■ ife* ■<; , , 

VerticalBcboitt 



folglich auch aus m. IG. 



r-<Bi und m^m. 



imnacti sind aucL r und n 

iDg'shalbineaser für dcD auf 

Bezeiclinet maQ endlicL 

ler Ellipse mit Jt und ae: 



lie extremen Wertbe alle 
lommencD Punkt des Sphär 
iuea beliebigen Hatbrneasei 
IQ Winkel t^cgen die klei 



B eot i^= 



= y 



lad R »in i = x 



folglich 1 



1 



welche Gleichung, mit (3) und n- !•- verglichen, 
beweist: Eine iui Horizont eines Orts beschriebene IDIlipae 
den Moriziintalscbnitten des Erd-Spbäroids fiir denselben Or 
ist, bat darcbweg Hallimeaser, welche den QuadKatwiir 
den Kriimmungsbalbmessera der entaprechendea Vertical - 
{iroporiional sind. 



Deu Bphäroidischen Excess betreffei 

Di^ gemeBsenen Winkel eines geodätischen Dreiecks sini 
lieh Winkel zwischen Vcrtical-Kchoitten des !Spbär»i 
denen die Durcbscbnittlinien der Ebenen, im Allgemeitieii 
siens, keine dreikantige Ecke bilden, iadem diese drei fJi 
der Rotations- Axe iu drei oder doch tu zwei verschiedene 
ten zusammenzutreffen pfle^^»- Den liscesB dieser gen 
Winkel über zwei Rechte pQegt mau über, weil er in der R 
wenige Secuuden beträgt, zu herechnen, als ob das spbaei 
Dreieck (welches ganz streng geuummen gar nicht einmal i 
lauter VerticalscLnilfCD , sondern zwischen drei ..geodätisc 
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Dien" liegt) ein Bphäriscbes wäre. Will man jedocb bei diesef 
nur anDälierDil ricbti^n Vorausietzung nicbt allzuHebr wisaeatlicb 
von der Wabrheit abweicben, so ist der Halbmesser (//) der Ku- 
gel, welcbe man dabei znra Grunde le^en will, vor Allein erat Q;e- 
börig festiusetieo. Dazu fübren uua talgende, au das Obige sich 
unmittelbar auacbliesseude Belracbtung'en. 

I. Denkt mau sieb an einem Punkt des Spliäro'''~ ~''~ 

berübrendcn Ebene (dem HnrizDotJ auch nocli eine b 
gel, sü muss deren Balbmcsser mit der Verticale des Orts z 
meDl'allen. Ein uaendlicb kleiner Tbeil BuwobI der Hpbäroidiscben 
Fläcbe als der KugelflScIie um den Berübrungspunkt, muss danli, . 
«1s in die ßerülirunpisebcne fallend angeseben werden knnnen. ' ] 

!!ioIche Fläcben-EIemente kann man aber cunstmiren. Oa2Ü| 
errichte man zuvörderst in einer einstneileu beliebigen Tiefe {t\ 1 
vom BerlibrungEpankl gegen die Rotntions-Axe bin, eine der BeS'l 
rUbrnngsebeue purallele, also auf der Verticale senkrecbte BbenfllJ 
Diese schneidet auf dem Spbäroid eine Ellipse mit der Bscentrtj ■ 
citiit e'' A* cot A' ab (siebe $. 9. 6)), deren Mittelpunkt in der 
Verticale liegt, und deren Grosse nur von e nbbüngt. Auf der Ku- 
f^el aber wird ein Kreis abgeschnitten, dessen Grösse ausser von 
t auch noch von dem Halbmesser 1/ derselben abhängt. 

Denkt mau sieb nun eine durch den Mittelpunkt der Kugel ge- 
hende gerade Linie auf dem Umfang des letzterwähnten kleinen 
Kugelkreises herumgeführt, sii beschreibt dieselbe auf dem Hori- 
zont die GrundSaebe eines geraden kreisförmigen Kegels. Bben 
so erhält man einen geraden elliptischen Kegel mit derselben 
Spitze, wenn rann die Linie auf dem Cmfang des elliptischen 
Schnitts hernrnrührt. 

In beiden Fällen wird die aus der Kegelspitze so auf den Ho- 
rizont projicirte ebene Figur zu ihrer Prujection selbst in einem 
bestimmten Verbältniss slehea , nämlich rücksicbtlich der linearen 
IVimeosinnen im Verbältniss (ff — f):ff und rücksichtlicb der Flä' 
cbengriisse im Verbältniss (H—tY-.fP. 

Lässt man endlich t so weit abnehmen, bis alle Durchmesser 
der beireffenden Schnitte unendlich klein werden, so sind dieselben 
im l^inn dieses \. 6. als tllemente der Bögen zu betrachten, 
welcbe auf den entsprecfaendpn krunimen Flächen dadurch erzengt 
werden, dass muu durch die A\« der obigen Kegel Ü^benen legt. 
Zugleich aber müssen daDD die Kchnitte als mit ihren entsprechen- 
den Projectiouen auf den Horizont zasammenlailend gedacht wer- 
den, und sind also ibre Figuren als die gesuchten FUcben-Ele-' 
mente zu betrachten. Die oben erwähnten geraden Kegel werden 
dann Körper-Flcmen t e. 

3. Weil unn eine Btlipse mit einem ihr concentrischcn Kreise 
Dicht con^rueiit werden kann, sn kann mau auch nicht wie oben 
^. 6. auf CuDgruenz der Bogen-Elemente, wohl aber auf Gleich- 
heit der Flächen-Blemeute nnd also auch der Körper-Elemente 
die Bestimmung des noch festzusetzenden Kugelbalhmessera H 
g'ründen. Das hcisst mit audera Worten: man wird das //, und 
also das Kreis-Iflemeni, welches mit dem elliptischen Element glei- 
ches ^ hat, so bestimmen können, dass innerhalb und ausserhalb 
des letzteren zwei Paar Alondc entstehen, welche gleichen Fläcbeu- 
iubalt haben, wie Flg:. 9. roh angedeutet ist. 

3, Betrachtet man nun zuerst den Kreis, welcher in einer 



= t^m —t)=. iHe — t 



ch tilei 



iJ/> 




I 



jn t, welcbei 
endlich klein ist, uad miiss also bei dieser Tora 
Setzung in (3S) das letzte Glied f gegen IHt veracWindeD. 

Demotich bat diud für ein solcbes im zweiten Grade nnendl 
kleines t, welches mit i bezeicbnet werden möge, den eotsprech« 
den HiilbmeBser dea Kreis- Elements, welcher C bcisseti mag. r 
als mit einem balben Bogen-Element auf der Kugel zusamineDl 
lend gedacbt wird, zu berechnen nach der Furmel 

(40) <rff=2ffi. 

Hon erhält demnach die Fläcbe dei KreiB'Blemeuta y dur^ 
Formel 

(41) f:=naa=^2}i.H.%. 

Ulieraus kiinn man auch schun gelegentlich üherschlagen , in i 
weit für ein vorliegendes Bedürfniss des practiscben Lebeoa ua| 
Annäherung sich der Wirklicbkrit auschlreaat. Denn auf einer I 
preussiscben Meilen Halbmesser würde für eil 
' Fuss (etwa halb sn tief ala der 
I über 300 Quadralmeilen betras 
• Element ein gleichseitiges Dreii 
id 40" Excess. 



die verschiedener Läi 
lebten, und zugleich als 
beschrieben , wenn wir 



Schacht von 1500 preussiacbet 
selsberg hoch ist) das / scbi 
Es umschlösse ein solches Kre 
von ungefähr 17 Meilen Seite 

4, Die Betrachtung des ellipti 
davon ausgehen , dasa für dasselbe 
aiud, wenn wir sie uls geradlinig beti 
verschiedenen Erümmungshalbmessern 
als Bögen des Sphäraids betrachten. 

Bezeichnen wir also das mit dorn Meiidinn zusammenfalli 
(die hulbe kleine Axe unsers Elements) mit ff', das in das Perpe 
dikel auf den Meridian fallende (die halbe grosse Axe) mit a",' 
haben wir durch dieselben Schlüsse, die uns zu (40) führten, 

(42) ö'ö' = 2ri 

: 2«T. 



(i"ff" = 



elliptiscben Elements würde mit seinen) eigea 
:in, nach n- 16 und dem dabei angefdfai 



Jedes andere 
M zu hcrechi 
Lehrsatz. 

Für die Flache des elliptiscbeu Elements, die mit y bexeii 
net werden mag, ergiehl sich also nach dem bekauntes Siitz nl 
die Quadratur der Ellipse 



(43) /' = reo'ff" = 2;r . W^ . I. 



Setzen wir endlich, anaerer ADDabme gemägs, die beiden 
ineote einnader gleich, ho entspringt die Gleicbung 

n. 18 H=z V7^, 

b. der Lehrsatzi Das geometriscbe Mittel aus den beiden 
extremCD Kriimmunf^atbrneBBern ist zum RugdtialbnieHaer zu aeb- 
■en , «"eiiB man den spbäroidi sehen E-^xcess als einen sphärisclien 
XU berechnen sich erlauben will. 

Dieses geometrische Mittel ist Übrigens nach n. 14 und n. Itt 
Ttmiäge der Pruportion 



(1- 



.')1:(1- 



'■')k = k:\/r, 






anch als die vierte Proportionale zu der halben kleini 
Normale notl der Conormalc zu betrachten, und somit i 
Jts Meridians leicht zu construiren. 

6. Bb bleibt nur noch übrig, den Punkt des sphSroidiachen 
Dreiecks zu bestimmen, für welchen die r und n gelten (aus den 
Tafeln (genommen werden) sollen, die wir nach dem Vorhergehen- 
den für Berechnung des Excesses gebrauchen. 

wählte ich denjenigen Punkt, dessen Po Iböbe dasarith- 
e Mittel aus den Polhöhen der Winkeljiunkte ist. Denn 
lenke icli mir das Dreieck als eben, und die lietreßenden Meri. 
ÜAobög'en der beiden nordlicheren Punkte als geradlinige Perpen- 
~"i«l auf den gleiclifulls als geradlinig gedachten Parallelkreis 
' ' den sülllichsten Punkt, so erhalte ich auf diese Weise mit 
ter Bequemlichkeit den Schwerpunkt des ebenen Dreiecks, 
tr die bekannte Eigenschaft hat, dass jede durch ihn und 
Winftetpunkt gezogene gerade Linie das Dreieck in Hälften 
gleichem t'lächeninhalt theilt. 




ni. 

I Versdiiedene inatheniatiscbe BeDierkiingen.J 



Herrn Professor C T. Anger 
zii Danzig. 



I 

r 



n GleicbuD^en fü 


ebene llreieckf. 


leichuBgen; 




■).omiJ = «nia. 


i,i(«-C) 


)..in i^=>in j». 


e. j(«-<^H 


).<o. M=co. i". 


i<>i(''+<|H 


c).,m t.< = co> j,.. 


™.j(a-t-<5aB 



IV. CuHi(Ä-(-. 

bieten die Krage dar, was uua ihnen werde, wenu die Seitco i 
B|ihärigcheii Dreiecks uaendlich klein aofteDummeD werden, 
wenn sieb das sphärische Dreieck in ein ebenes Terwandelr, i 
Seiten a, 6, c und dessen Winkel A, B, C sind. Man i 
leicht, dsHB aicb dadurch die folgenden ergeben: 



1. (ö-c). 

2. (Ä + c). 



4. 



^A = a sin \[B— C) 
^A^a coB \{B— C) 
M = Bin i(Ä + C) 
-M=cos i{B-\-C). 



Die Gleichungen 3. und 4. geben nicbs Neues, sondern spredien 
nur den Satz ans, dasa in einem ebenen Dreiecke die Summe der 
drei Winkel zweien Rechten gleich ist. Die Gleichungen I. nod 
3. dagegen geben jene eleganten Formeln der Trigonometrie, wel- 
che früher in den Lehrbüchern vermiest wurden, gegenwärtig aber, 
nachdem Mollneide und später Gerling ihrer erwähnt haben, 
bekannter geworden sind. Mollweide stellt in einem Aufsatse 
in V. Zacb's monatlicher Correspondenz vom Jahre 1808. 
S. 396. die beiden Proportionen auf 



Ä + c 



a = cosi(Ä-(7):s 
o = 8in {(B—C):c 



reiche reep. mit den Gleichungen 2. und 1. identisch sind, und be- 
lerbt dabei, dass man diese eleganten Sätie, welche in einem 




79 

.■idig«D l!(ystem der Trigonomelrie nicht fehlen aullten, sehr 
ans BetraclituDg der Figur erweise. [Jngefäbr 16 Jahre später 
InÄtGerliDgiD Scbumacher's As trau um iachen Nach richten 
nv. 62. dieselbeo Formeln mit folgender Bemerkung: .,So nüts- 
lieh ich diese Formeln, welche ich ror eioigeo Jahren 
sDfällig^ fand, für die Ausführung hnlte, so unwahr- 
scheinlich ist mir doch, dass sie neu seiu sollten, weil 
ihre Ableitung aus der Gleichung *-^~ = ^^T^ = üiL? 
gar zu Dalie liegt. Ich habe sie aber hisjetzt io keinem 
LehrbDche aufgefuudeo". 

Aus der ohigen Ahleituiig ersieht man, duss diese Furmelu für 
die ebene Trigonometrie nichts Auderes sind, als die Gausaigchen 
Inr die sphärische. Durch solche Bctrachtuogeu, welche ich beim 
Oaterricbte nicht Kerne unterlasse, tritt dem Schüler der innere 
Organismus der Wissenschaft oft deutlich vor Au^en. Diese Glei- 
ehongcD «rgeheo auch, wenn man auf beiden Seiten aufs Quadrat 
nhebt und denn oddirtj ohne geometrische Betrachtung, sogleich 
die Erweiterung des pytbagoriacnen Satxes. 



II. Ceber die Bllgenc 



der 



tjibari 



. Trigo 



der Grondformel 



I Betreis f 

1 Fip" 



I ist bekanntlich von Wichtigkeit die Grundformet der sphä> 
I Trigonometrie in ihrer Allgemeinheit abzuleiten, d. h. so, 
> die Richtigkeit derselben für alle sphärische Dreiecke, die 
, mÖKen über 90° oder über 1S0° u. s. w. gehen, erwiesen 
. Dieses geschieht nun auch, indem man für die verschiede- 
1 Fälle besondere Figuren entwirft, und für jede einzelne den 
1 führt. Da es aber wunschenswerth erscheint, sich nur einer 
' bedienen zu dürfen, so stellte ich mir ror etwa 20 Jahren 
i Aufgabe: ,,die Grundformel der sphärischen Trigonometrie so 
I tbinkiteo, dasB eine Figur dabei ausreiche, und ein ferneres Za- 
I fick^ebeti zu Eeomelrischen Betrachtungen nicht nüthig sei." Die 
I Ableitung, welche ich fand, habe ich damols einigen Freunden mit> 
I gttheilt, auch mich derselben beim Unterrichte in der hiesigen Na- 
I TigutioDsschule vor Zeiten mit Vortheil bedient, denn dort kam ea 
Inders darauf an. Kürze mit mathematischer Allgemeinheit zu 
I Krbinden. Da sie mir, bis jetzt wenigstens, noch in keinem Lehr- 
Ihcbe vorgekommen ist, ao erlaube ich mir, diese RIeiaigkeit der 
liSeDlIichen Beiirtheilung zu übcrgebeo. 

I Bezeichnet man die Seiten eines sphärischen Dreiecks durch 
\i^i. e, die Winkel und die Eckpunkte desselben durch ^, S, £7; 
nan sich von einem beliebigen Eckpunkte, etwa von ^, einen 
■ der Kugel gezogen, legt durch den Mittelpunkt derselben eine 
4 auf diesen Kadius perpcodiculär, und fällt von den Punktes B 
? anf diese Ebene Lotbe, so entsteht, wenn man die Fusspunkte 
slben durch Ü' und C bezeicbnetj in jener Ebene, welche zu- 
iiiiers sein mag, durcli Verbindung des Mittelpunk- 
fniit if und €■ ein ebenes Dreieck JUB-C (Taf. 1. Fig. 3.), 
b dessen Betrachtung sielt Alles crgiebt. Bs ist nämlicb oSen- 
■ Winkel B'MC gleich dem sphärischen Winke) j1, die 



man hu (/M 
' Erweiterung 



Seile JUC'^ain &, die Seite Mß'^na c, \ 
= (2gin ^a)* — (cob 6^~ea9 c)*, also nach 
pylLagnrischen SaUes die Gleichung: 

deren EDtwickelung sogleicli 

Die Kraft dieses Beweises liegt in dem Umstnade, daas 
Geraden MB' und MC inmer ibre Bedeatung behalten, die Üei 
des Epbnriachen Dreiecks mögen su gross sein, als man wolle. d< 
die Punkte B" und C sinil durch Prujectian der Eckpunkte 
und C entstanden. Dasselbe gilt in Bezug auf den Ausdruck 

{B'cy. 



III. Zar Theorie des Kater-Bohneabergeri 
Beversionspendels. 

Die elegante Eigenschaft des Pendels mit recipr 
kann auf folgende Weise sehr einfach bewiesen werden 

Gine gerade unbiegsame um einen festen Pu 
Stange, deren Schwere vorUuGg ^0 gesetzt werden kan_, 
ihren Kndcn mit awei Gewichten m und m' beschwert, deren 
fernungen vom Aufbängungspunkt resp. — r und r' sein nü 
dann ist die Lange des einfücLeu Pendels, welches mit dem g 
benen gleichzeitig sdiwingt. 



bewegli 



Nimmt man unterhalb jenes Aufhängungspunktes einen aDdera Pi 
als solchen an, nud lässt das Pendel, nachdem es umgekehrt fv 
den, um diesen scLwingea, so ist, nenn nun die Entfernungen d 
selben von den Gewichten resp. durch — q' und p beieichnet n 
den, die Länge des mit dem gegebenen gleichzeitig scliwingeui 
einfachea Pendels 



_,„y+„,p- 




Sol) das Pendel um beide Aufhangungspunkte i 
schwingen, ao muss 


n gleichen Zei 


sein. Man bat aber offenbur 




r-t-r' = e-|-e' = «, 





wo a die Länge der ganzen Stange bedeutet; und fvenn .nan 
Entfernung der beiden Anfbbogungspunhte vun einander durcki 
beieichnet, ' '' ',' '"'•ii;.' ■ 



Die Gleichui 



l = L 

■ welcher für £ die quadratische Gleichung: 



iiervorgeht. Die Wunela finden sich sogleich dnrcL bloBse An- 
licht der CoefficientcD, nmii erbiilt nämlich für i die beiden 
Wcrthe 

m'i'* ■+. wir' , 2(«i V — mr) 



roD denen hier nur der erste in Betracht kommt. Man ersieht 
bierana, dass l,z=t = J. wird, d. h. wenu das Pendel in bei- 
den Lagen gleichzeitig schwingt, so ist die Entfer- 
nang der beiden Auf häDguDgsp linkte von einander gleich 
der Länge eines einfachen Pendels, welches mit dem 
gleichzeitig schwingt. Die Bedeutnng der ari- 



gegebenen gleichzeitig ! 
Sem Wurzel liegt am Tage. 



IV. 

Neuer Beweis der Formeln für die liguri 
Zahleu , nebst kritischen Bemerkungen 
die bisberigen Beweise. 



Herrn Dr. F. Stegmaon, 



a an der Univenidtt ' 



Unter figurirten Zoliteo werdrn hier diejenif^eD iirith 
achcn ProgresaioDen verslanden, nelclie durch succesüivM StM 
rcD uus der Grundreibe 1, 1, 1, ],.... entateheD und nicht diej^j 
gcD, welche niis der allgemeiDereD Gruodreilie 1, r/. d,rt...., 
geleitet werdeo koDDeii. Üem^taiäBB igt die figurirte Zalil^l 
reihe erster Ordnung einerlei mit der Znblenreih« 

1, 2, 3, 4, 5, ... . 

die figurirte ZnbfeiireiLe zweiter Ordnung ist 

1,3,6, 10, 15, 

die figurirte Zulilenreihe dritter Ordnung ist 



1, 4, 10, 20, 35, . 



. f. 



Bei der BescLäftigUDfc mit diesen Reihen bieten sich znnU 
die zwei bekannten Aufguben diir, mit welchen fiir den ÖffentüM 
Cnterricbt in der Regel wobi der giinite Inhalt dieser Lehre 1 
cleich abgeachloHsen sein mag, nämlich erstens die Aufgabe, 
jeder fi^uririen Zahlenreibe einer beliebigen (^len) Ürjnung i 
allgemeine (nte) UÜed, und zweitens die Summenformel fiir -dM 
ersten CUeder anzugeben. I>h aber wegen der Entatehungsart ] 
auf einnnder folgenden Zablenreibcn die Summe der /« praipii fl i 
der der Xiten Reihe identisch ht mit dem Aten Gliede der (>t-|-l)t(i'fl 
Reibe, su erhält das zweite Problem natürlich seine Erledigung it' T 
gleich mit dem ersten. Nun findet man zwar in allen l.ehrbüchen I 
der allgemeinen Arithmetik, welche über die ersten Anfangsgrundt I 
binausgeben, den Satz ansgesprochen, dass allgemein das tttn GM \ 
der ^ten Reihe gleich 



"("+!)('' 



-2).. 



.(H-i 



1) 



oder, nach einer vi elgebra achten BeseioIinaBg der BinoinialcoefB- 
cicDteti, gleicli C ^ ) ^^'- ^"f ^^f Beweis dieBcs Satzes hat 
■DBii ab^r bisher, wie es scheint, nur zwei Wege angegeben, < 
deoea uDHerem BedÜDken necb weder der eine noch iter itnd 
(leo Anforderungen des ötfentlichen Unfenichts so vollkommen^ ] 
wie ea gewunsclit werden uioss, zu entsprechen vermag'. 

Die eine dieaer beiden BeweisröhrnngeD stützt sich nämlicl 
auf eine bekannte Formel , welche für das allgemeine ßlied ein«f J 
jeden arithmetischen Progresaiua iC'ler Ordnung Gültigkeit hat: 



(1) «.= 



',+(", ')A",+("2 



l-< 



')A'«., 



wobei », das Anfnngsglied und ^u,, A'^d A'**! ■'■■ '''^ erstes,! 
Glieder der auf einaniler folgenden ersten, zweiten u. s. f. ßjffe^ ■ 
renireihen beiteuteo. Indem man nun diese Formel auf die figur 
teu Zahlen zweiter Ordnung anwendet, erhält mau 

w, =1, A"i=2, A'«! ='i 



<„=i+Ci )-2+r 



) 



t ] 



und nach einigen Reductionen wird man die drcitheilige Summ« 
rechter Hand allerdings auf den Ausdruck — p-^ — ^={ ^ ) hria^ 



Indem man alsdann die Formel (1) auf die figurirten Zahlen 
ttcr Ordunug anwendet, erhält man 



..=i+(-7'). 



K 



)-3 



H" 



) 



upil nach einigen Reductionen ^ 
Suniine rechter Hand auf die F 



rl 

ij 

d man auch hier die viertheilig 

" 1.2.3 —'s' ^"tj 

bracht haben, wie es sein soll. g 

I7nd auf gleiche Weise kann man allerdings auch fiir das all-T 

gemeine Glied der ligurirten Zahlenreihe vierter, fünfter, i 
rdnung die betreffenden Ausdrucke aus der allgemeinen GleicbuB|^ J 
^1) herleiten. Allein abgesehen davon, dass diejenigen Reduclio 
-welche erforderlich sind, um den für Wn erhaltenen Ausdruck 
seiner ursprünglichen Form auf die gewünschte Form überzuführei^f 1 
bei jedem neuen Fortschritt zu einer höheren Ordnung immer vet^ | 
-wickeller ausfallen; so kann doch oflenhar, wenn man auch beit. 
«lem Unterrichte die Mühe nicht scheuen wollte, diese wei t läuft igen- 
wnd regellosen Beductionen sogar bis zur vierten oder fünften Ord- 
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uUDg fortzufüLren, bierdurch allein <]ie Hauptioclie, woraof es u- 
lEummt, ii3mlich dasa die gediiclite TmnaformatioD für jtdt 
beliebige OrdiiuDi; nötfücli sei, keineswegs zur EvideoL g^ 
bracbt werden. Rleicliwolil sclieiot durch eine aolcbe Inductioi 
öftera die >Sacbe erledigt worden xu aeiii, map vergleiche z. B. dtt 
in vieler Hinsicht acbr schätzbare Cnmpendiuni d*r Iiöhertt 
Molliematik vun Burg. |. 237. 

Die andere Beweianrt »teilt geradezu für das Jite Glied if 
A'teu DrdnuDg die Kurmel 



(2) »/„ = 



tin-t-l)(n + i). 



..(w + t-l) 



dem 



I OI>D 



,'a Syal 
t Iteclit 






\lBth. 2r Theit. S. 
ehrbucli Je 



1 alle BevarwnrtuD^, ^ 



, odei 



Ällge 



J. H. T. Müller [Balle 1838) N. 426. geichiekt, als ein Reralttt, 
welches „man erwarteo könnte", nachdem aiao für die beHl«> 
erstea OrdaungeD die Ausdrücke » und ja(m+1) uomiltelbar nid 
ohne alle Mühe Kefundeo hat, und zeigt alAdnoa, daas diese nllge- 
meine Formel (2). wenu sie liir die ^te Ordnung gilt, auch fHr dit 
(i(+l)<e ihre Richtigkeil betiuite. So wenig nun ober gegen eine 
Belebe BewciBführung von Seiten einer strengen Theorie Einvti 
düngen gemacht werden können, bü wenig uiüchle aie doch in di- 
daktischer Binsicbt den gerecfalesti'n Anforderungen Geniig-e leistet. 
Denn die belebende KroTt des Dnlerricbts in iler Analysis besKll 
gerade darin, dass er nicht gezwungen ist, die auf einander fol- 
genden hebrsätse rU isnlirt stehende Wahrheilen zu demonstrir^i. 
welche durcb den glücklieben Einfall dieses oder Jenea Matbemill- 
kers entdeckt worden, sondern dass er vermag, jedes Resultat W 
den Augen der Lernenden gleichsam vun \cuem zu entdecken, du 
er diese in den Stand setzt, den l'rsprung jedes spätem iiitia 
als AusfluBS bereits erkannter Wahrheiten klar anzuschauen uod 
ihre Neigung, wie ihre Fähigkeit, im eintretenden Kall aelbststlB- 
dig eine gesuchte Formel direkt zu entwickeln, stufenweise stei- 
gert. Was den Gymnasialuaterricht insbesondere aabelangt, so ktn 
es zwar durchaus nicht meine Absicht hier sein, micb über die 
Frage zu verbreiten, ab es überhaupt nöthig oder überfliissig, nQtv 
]ich oder unrathsam aei, die Formi^ln ühnr dre arilhmelisdien Rei- 
ben höherer Ordnung und die ügurirten Zahlen noch in den Cor- 
sus der obersten Klasse aufzunehmen, oder «fa diese Lehre defiDilii 
dem höheren Unterrichte vorbehnlten werden müsse. Auch mU 
ich mich gegen den Schein verwahren, wenn ich gegen die bisher 

fclieferten Beweise dieser Formeln, wie sie in verschiedenen, na 
heil auch für den Gymnasialnnterricht bestimmten Lebrbücbrn 
aufgenommen sind, hier einige Ausstellungen Ittnche, dass ich du- 
durch der Didaktik der Herren VerfasBer zu nahe träte, weil ji 
DutUrlich durch den mündlichen Unterricht leicht ausgeblieben wt^ 
den wird, wa dua Lehrbuch vielleicht absichtlich eine Liicke ge- 
lassen haben sollte. Allein wenn alle Sachverstündigen beutiif« 
Tages darüber einverstanden sind, dass an Gymnasien die Mathe- 
matik vorzüglich wegen ihres formalen Nutzens gelehrt werdei 
raflssc, damit sich eine gewisse Seite der Gcistesaalsgen der her- 
anmbildeadeu Jugend gehörig entfalten könne, so wird man aucb 



ä5 



i lern zu litilten suvliei 
dem jugendlicLet 



gern von dem uriltimeliselien L'nttrriclit alle^ 
was dem Geist ciuer ungciwuDg'ent 

u^ünglichen Leuristisclieu AnalysiB, was einer Melhoi 
Vtaagt, \relche sicli luin (iruiidsatz maclit, von bekannten Thntaa- 
cbeo in jedem einzelnen Falle au^zuf^ehen uml auf Oiitiirliclieai und 
lelcbt (JitJliarein Wej^e, oline gewaltsame Sprünge. (Ins weitere Ziel 
tu erreiclieo. Und dass es einer solclien Methode suhnurstrHcka 
iiiwider lüuft, wenn mau. wie i. B. io dem Anbaog des Olim'scheD 
t«krbuclis für den Kiemen lur Unterricht (2te Aufl. §. -i. %gO 
nehrinals gescliieht. Irgend eine Furmel, welcLe erst das Resullnt 
einer EatwiL-keliing sein sullte. geradezu aufstellt, ilirc Riclitigkeit 
für m^l üder m^2 „probirt und dünn durtljul, dass sie im- 
»er für jede um Eins grofisere Zahl a=:A-i-l ekelte, wenn sie 
fsr «*=A zutriA't", dien sclieint nicht wohl in Abrede gestellt wer- 

9 würde sich die Suche freilich verhiilicn, wenn man den 
Sdtnler zn der Formel (2J zuvörderst durch eine' einfache Induclion 
lioiufübreu im Stande wäre, so doas die Wune „es lässt «ich 
. ünss das induciite Gesetz allgemein gelte" für jeden 
(icb als wahr erwiesen, und nenn man alsdann erst die so frucht- 
i SchlussFolge von o auf (»+1) und von * auf (Ä+l) an- 
idele. Wullie man aber zum Zwecke einer solchen Inductiuu 
die vorber bezeichnete erste Bewcisfülintna; mit der zweiten com- 
Uniren, so würde der ganze Beweis eine \feitläuftigkeit annehmen 
md bei dem Unterricht eine Zeit erfordern, wie sie gar nicht mit 
ttr Wichtigkeit des Gegenstandes im Verbältnisa stehen möchte. 
K» wird daher wohl niclit unnütz sein, auf einen andern und di- 
RCien Beweis der gedachteu Formel (2) aufmerksam zn machen, ' 
■dcber sich, wie ich glaube, durch Binfachheit und Kürze beson- 
ders em])fiebil, von welchem ich aber, obwohl er sich fast von selbst 
Imnhieten scheint, nirgends eine' Spur aufzniinden vermochte. 

Ich &;riinde diesen Hltewcis unmittelbar auf die Eigenschaften 
4er BinomialcoefficieDten. Zwar weiss ich wohl, dass mau neucr- 
lis^ in den Lehrbücbero öfters d«o binomischen Lehrsatz erst 
puz sp:it nach der l.ehre von den Progressionen und den arith 
aetisclien lteil)eD höherer Ordonnp: seine Stelle angewiesen hat; 
4b alter dieser Satz so überaus wichtig ist und überdies eine gleich 
'.fongs in der Potenzlehre ott'en gelassene Lücke ausfüllt, so hege 
k nach wie vor die tleberzeugung, dass es am zweckmässigsten 
E<|[|ffcb nach der Lehre von den Potenzen und Logarithmen die 
■iBtiiBtioDen , dann den binomischen Lehrsatz für ganze Expo- 
fta, und hierauf erst die Beihen folgen zu lassen. Es möge 
Edsber erlaubt sein, unter der Voraussetzung, dass der Expo- 
l'otenz (a + iy eine positive ganze Zahl sei, bei dem 
■den Beweise von zwei bekannten Bigenschaflen der Biuomial- 
ienteo auszugehen, erstens dass 








^H iillgemein 

1 

^H UD(I tweiteus ia»» 


..'. !. 'M 


^1 Die uuf einaode 


folgenden Beilieo fignrirter Znblen sind 1 


M 

[Im eio befiebiges r 
n nea, wollen wir uns 
■ dass I. B. die in d 
9 durcfi «, vorirestcllt 
K Feroer wollen 

ser Reibeo, nämlicb 

^V durdi i^„ andeuten. 
^H Die BilduugBwei 
H durch folgende ßleic 

^H uuiweideulig cbarsk 


1 1 1 1 1 1 1 . . . 1 
13 3 4 5 6 7... 1 
13 S 10 15 21 3S . . . '^^flH 
1 4 10 20 35 56 84 .. . ''f^| 
1 5 15 35 70 136 alO . . , ' ^1 

leg Glied aus einer dieser Reiiien zU bezeid^l 
der Symbole >., «.. Ü. u. >. f. bedienen, m 
r vierten Rorizoutulreibe befindlicbe Zafaf Itl 
sein soll. 
¥ir die Summe der » cizten Glieder einer dlta 

-!-•,+«. + ■■. .-l-«^lH-«. H 

bung ^M 
....'T, = 's. oder «, = S. S 



I Bequemer ist jeüucb tür die aacceasive BerecbiiuiiK jeilrs, foU 
pdeu Gliedes «« aua dem v orL ergehe od eo i/n— i die Purmet 



(B) ,.. . «„ = W„_,-|-W„ 

che unmiltelbar aus (A) folgt, weit S„ = S„-i+u«^v„—j 
A. Sd isl I. B. !/(= 126 entBtandeD durch Additiou von 
, = 70 und w, = 56. ' "' " V'"" "'■' 



«-2- 



Hbd bemerke i 
■eBBlelluDß dieaer u 
i'tfpir gfeacbeben ist, 
Buen zietit. 



— uEuiciKc uuii, Hi;uu man in der f|uadriitl<>rui({eo Zi 
!lluDg dieaer ügurirCen Zahli 



..w» «.^.wu, ^^ wie es in der falgeuden 
lioltB Dacli reclitB aufsteigeDde Diagaoal- 



i-;-'-'— ' 


-~r 


12 3 4 5 


6 






I^3__6:rT0 15 


21 


1 4^10 20 35 


56 


1 5 15 35 70 


126 


l" 





} DiagODBle verbunden werden I 



u. 9. f., 

■bo der Reihe nach die Binomialcaefficienten lur eraleo, zweiten, 
4iillea u. s. f. PoteDX. Dusi dieses Gesetz, wenn es für eine be- 
liebige dieser aufsteigenden Reiben z, B. die ;>te stattCodet, auch 
lar die fulgende {ft-\-l)te Richtiglieit behalten müsse, ist leicht 
tiosusehcn. Denn erstens fangt diese fulgende Reibe oflenbur eben- 
lallg mit 1 an, zablt ein Glied melir als die vorhergehende nnd en- 
digt wieder mit 1. Cnd ausserdeoi ist vermöge der Untstebuiig der 
Egurirten Zablen (Gleichung B) das zweite Glied dieser folgendet 
Oiagooal reibe gleich der Sui ' ' ■-".■■■ 



ersten und zweiten Gliedes der 
nrher^eheDden, ihr drittes Glied gleich der Summe des xweitea 
tod dritten Gliedes der vorbergehenden u. s. f., es sind also die 
Glieder dieser (/>--J- l)ten Diagonalreihe giint ebenso aus denen der 
frttn Reibe abzuleiten, wie den Formeln (3) zu Folge die Bino- 
■ialcoefticienteu zur (^ -f- l)len Potenz aus denen zur /iten Potenz 
rntstehen. 

Wenn wir djilicr, um ein beliebiges Glied einer dieser schräg 
solsteigeodeo Diagonatreihen zu bezeicbneu, den Träger s anstatt 
» wäbten, im üebrigen aber dip Kezeiehnung der früher gewählten 
i;teieh iBAseo, " ' ■. ■■ r. -r 



I i;teieh IsfiseD. t 



J 



einerlei sein soll mit der vna links uach rechts auNtei^eudeD Dia> 
conalreihe 



(:)(;)a)a)a) 



1 Stande, das rarher nnchgewieHeue Gesetz durch 



=C:iO. 



wobei p und M _(;> + !) zwei positive game Zahlen andeut« 
sollen, oder auch vernöge der Gleichuog (4) durch 



=C-:+J- 



Nun ersieht man aber aus «lern vorher aufg;estellten Schems 
figurirten Zahlen so^^leich, daas 



Sieden ersten Clicde der ptea Horizontalreihe ^w 

}> p~ 

3,^ - zweiten - - {p — l)ten - "^v-. 

3, = - dritteo - - (;>— 2)ten - 



P-» 



nämlich allgemein 



I daher ;» — » + 1 ^ A, also p = A + » — 1, 'i«^ 



a jetzt eine der Gleichungen <C) zu Bülfe rufl, ed 



(D.a). 



(D./»). 



-•"=1. «-1 ; 

■•■=1 t ;■ 



' letztere ist die TerlaDgte Formel. Setzt man darin der Reill 



* * = 0, 1,2,3. 



) ergielit sich 
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f 

fir die Reihe ^as allgemeine Glied 

11111 ^*"'*^ — 1 

1, 2, 3, 4, 5,.,.. ^•j =^ 
1.8. 6,10.15..... (^+») = 5(^) 

n. 8. f. 



♦•8. 

• 

Dm aber eine beliebige Me Reihe in ihrer völligen Allgemein- 
keit, nämlich die ersten Glieder derselben als Functionen von ^, 
so dass ein gewisses Bildungsgesetz möglichst klar erkannt werde, 
mid ihr 'allgemeines Glied als eine -iiadi ebanr diesem Gesetz gebil- 
dete Function von' ß: und i» herzustellen, möchte es am einfacnsten 
sdn» anstatt "der Feriiel (D . /?) sick der anderen (D.a) 



/ / 



f . 






/*+» — 1\ 
V « — 1 •/ 



xa bedienen. Denn alsdann erhält man sofort, indeai man sacces- 
nv IS == 1, 2, 3, . . . . setzt, 

•. = Vo>' = *^ «^»=1 1 y» ^•=\ 2 ) — — Tä — ' 

■. S. fi 

* ^ (ifc4-l) (^+2) {hJ^) ..^ (AH-g>-l) 

•» — 1.2.3....(n — l) • ! . 

ie aUgemeiae Reihe figiurirter Zahlen ^ter Oiidnung ist also 



1 



^+1 



1.2 



(^-l-l)(;Er-|-2) (>6r+l)(ifc - f-2)(^-f -3) 

^ 1.2.3 ■+•• • 

(^^l)(^,f,2)....(ifc-f-fi — 1) 
• • "*" 1.2. ...(»—1) 



isd ihre Summe ist zu Folge (A) und (D) 

* *+l j^k+n\ w(i»-f,l)(n-f-2),...(n-f-^) 

*•==•* = i^itH-iy — 1.2.3... .(*-+-!) 

•der auch 

~\« — ly ~ i.2....(« — 1) 



Analytische Aphorismeo. 



Herrn Doclor O. Schlömilch 



,|ij, J, SunmirnDg der Reihe 

/(;r) = a: — ia^'+4*'~iJ7*H-.... (I) 

fioliy(^) eine endliche Grösse sein, ho miisa ^ «n^ 1 bleibu, 
HuasFrdein hat die Reihe keine Sinnne. Denkt man sich die Glei- 
cbuDg (1) auch tvr eine andere Veränderliche y hiiig;eBcbrieb«B, 
so ist durch Snbtraction 

fix) — /(y) 1 

Ferner hat man analog (l) auch 



i+y* (H-y)" (i+y)" ' 
nach dem BiDomialtheorem iu Reiheu \ 



1 uud dadurch wird 

— l^-y) |(_ !). + (_ l),5, + (_l),,.-K-l),y.-,_...,| 
-i{^-S')M(-2). + {-2),y + (-2).y' + (-2).y--f-....| 
+ «*-»)■ l(-3).+(-3),s,+ (-3).y + (-3).j 






Hf^ 

= (*-sr)(-l); 

-•-(^-y)[(-i).y'-i(-2).y'(^-y)+T(-3),><«-j')' 

■ -l(-i).(*-y)'l 

-I- 

Bin «IlgemeiDeB Glied dieser Reihe würde folgendeB sein: 

te— y)l(-l|,y--i<-2|.-i!("-'(^-!'M-j<-31,-«y»-'(<i>-j)'-.... (3) 

BelraeliUD wir die eiogeldBrnmerle Gföbb«, in der wir x — y mit 
« bezeiciiDen wollen, für sich. 

Es ist ein bekannter Satz von den Binomialkoef&cienten, daits 

(-»), = (- l)»(« + y-l), 

ist-, darnach wird 

(_l)„y«_.(_2)«_iy^i» + {(-3)»-9y»-ai»-.... 

^ (— 1)~ [jt^iT -*- i«,-iy"-'* M- ii»,-ay"-^' +-...] 

= (— 1)" [»dy"+4«,y"-'* + i«,y— »»' + ■■ ■■! W 

Dieser Ausdruck lässt sicli aber bedeutend abkünen. Es Ut oani- 
Hcli für jedes u 



Mglicfa 



(« + !)« - 

(1 + M)l»-H - 



j„ _^_ 1)^ = »0 + >■« + T«,«' -I- . . . . 

Daraus folgt für u=:~ und durch Multiplicatiun mit y": 




-^'=».r- 



» + y'»,y"~*-<' +.■■ 



liit auf der reciiteu Seile steht jelxt die in (4) eJugeklanmerle 
I Reibe. Der Ausdruck in (4) ist daher 
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aber x. war =^ — y und daher iit die vorliegende Grftue 

(— 1>« jrM-1-.yw+l 

folglich ist der Ausdruck (3), welcher das allgemeiDe Glied det 
Reihe für/ ^p^l^ darstellte, 

Wir haben daher 

Vergleichen wir damit den Ausdruck (2), so ergiebt sich die Glei- 
chuDg 

y<^)-/(y)=/(f:^)- 

Die Summe der Reihe 

ist also diejenige Function von x, welche die Bigei- 
schaft hat: 



I _" 



/(*)-/ty)=:/(fq:|). 

Um hieraus die Function f bestimmen zu können , setmen wir 
^(^) = 9)(1 +a;)^ wo tp eine nette Function bedeutet« Ba wirf 
jetzt 

y(l + ^) _ ,(1 ^. y) = ,(H. ^) = 5p(i±£). 

'■1 

Nehmen wir noch l + a? = a/?, 1 + ^ = /!^, so kodimt 

9(«/?)-9(ft = 9>(«) 
oder 

g>(«) + y(/?)=9(««. 

Man weiss aber, dass diese Function keine andere ist» als 

9(a) = a log a (mit beliebiger Basis), 

wo a eine willknhrliche Constante bedeutet (Cauchy, coars d'ank- 
lyse, page 111); also haben wir auch gp (1-1- a?) = « log (1 +J:), 
nnd weil ^1 + ae) =f(a:) war, /(or) = m log(l + ^); folglich 

»log(l + Är) = ar — ia?»-|-iar»— ...., -|-1>^> — 1. > (5) 
Man hat ebenso 



mlogf.\ — tv) = — .-v- 
dnrch Subtractiou 



,.,-H>^>-r (6) 



-iai'+ix'H , +1>«S 1 (7) 



•i»g^=fqn+i(rn)'"^*(h:T)'+-' ">'>» (S) 



J 



Daraus beatinimt man a, indem mi 
machen Systems uimmt; es ist tlui 



= ^, derBasia des logaritL- 
f Ä = l, foiglid. 



D nuf diese Weise a gefuodcD, su erljÄlt ma 



der Factor — ist di« 






) den ModuIuB dea 



logarithmisclien Systeme nenat. 

Der vurslehende Beweis, welcher sich an die von Cauchj auf 
pag. 163 und I6S für die Binominl uod li:x|ioneatialreibe gegebe- 
aeu Beweise anscbliesst, dürfte sich hauptBächlich dadurch empfehlen, 
diss er ebenso wenig von iler Kenntnids der Kxponentialreihe, nocb 
TOD der Methode der anbcstimmten f uefQcienten Gehranch macht. 



Um den nusgesprocbenen Satz i 
lieh vom Binomialtheorem für ganze positive Expanenten aus, oder 
nigl wenigstens mittelst des Schlusses von tt xuf »+ 1, dasa für 



(I -(-,»)" ^ 1 -f- -^,ir -t- ^,.»» ■ 
ist, woraus sich die Gleichung 



. . . + .4„a-' 
.•^ a-^-UifuA d^linl litt 

ui.im:...^,.'-^ .111 



itititen lÄBSl; diese wird dann auch aaf gebrocheae uad negative 
■ tOBo^edelint. Man kann aber auf viel kürzerem Wege sogleich 
IM aTlgenieinsIco Resultate gelangen. 

Man weiss nämltcb, dass, weoa //, g, s 
na Jt bedeuten, die Gleit^bung elatc Gndi't: 



. w. Functionei 
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oder, W!enD wir flberall mit dae dividiren nnd des DiSeraiCiakmh 
tieriten einer Fonction überhaupt: mit D beieichoeD ( ^^ — =lj/^jr)), 
anch 

Sei nun p = ^r«» q = «r^, r = or^, u. s. w., so iat 

pgr . . . . = ^p«+^+y+*-, 



atso 



IHjxa-H'^^'^'*) _ ZH^g) Z»(a?/l) 5JfE?2 j, 

JSU Ip't^^l'»«" ^iTtt ^p xX 



Bezeichnen wir überhaupt 

so sagt jene Gleichung, dass diese Function die Bigeniichaft hat 

9(a + ^-l-r-l-....) = 9(«)-*-9(fl-*-9P(r)-f-...-. 

woraus folgt, dass für jedes beliebige f* die FooetioD $p tob der 
Form ist 

(Canohy, eoors d'analyse, page 106). Aber ea iat 

folglich 

und weil y(fi)= ^ - war, so ergiebt sich 

I}{a:f*) = fia:H-i oder i^ = /t*a:/'-i 
für jedes beliebige /[*. 

III. Summirung der Reihe 

4fii "2 ff. 2*4 9f* 1^ 2«4.D...*8WI *Wit ^«v 

El iit folgendes Integral bekannt: 

!/r"-H^= ..v.:.'.:^ ,«, 



/ XPa^^'-ieLe = ü — -. TT I x«*-"-^ \Pdic 

far a^=\, b^ — 1, «^ 1, p = — ^, iadem man racbher «H-l 
fiir w) setzt, 

Substituiren wir die Werthe des Intefrals (2) für m = 0^ 1, 
2,....« in die Reibe (I). io ergiebt sich, daaa dieai'lbe dem fol- 
giendea Ausdrucke gleich ist: 



a;)-käa: (3J 




wodurch die Summe der Reihe i 
dargestellt wird. 



ihrer miiglichBt einfacbeti For«! 



IV. Ableitung einer Reihe für An 
Ea ist fulgende Reibe bekannt: 

3.4 «' . 









3.5 ■ 



Sie wurde von Stainville zuerst gegeben und ist dann auf 
Bchiedene Weise beniesen worden. (Kinen elemcutaren Uemii; 
giebt Cauchy a. a. 0. page 549 — 55«). 
MaUi^fit aber 



Arctuu 3! = Are 



^T^ 



folglicb, wenn man beiderseits quadrirt uod rechts die Glejcbaa| 
(1) anwendet^ 

Unter der Vuraussetzung, dass a:<^l sei, lassen sich die GrSuMr 



mittelst des Binomialtheorema fiir negative Exponeuten in Rnbi 
verwandeln und geben jelit folgenden Ausdruck: 

Arc'to»a: = j;M(— l)o-t-(-l).'^' + (-l).a;'-|-(— 1),^«-H... 



Ordnet man denselben nach Potenzen von a:, so argiebt sich: 
Arc'l8n.r=:;r',(— 1)„ 



3.5 ■ 3 J 



Ein allgemeioeH Glied dieser Reihe würde sein; 

r (- 1)- ^ i (-').-! . 2:» (-3)- 



,[ta 




(-')-«=-"[T-f - 

= <-"--"'*'[t-t" 



Die eingekhmincrte Reihe ist aber die nämliche, welcbe wir in 
Nu. III. siiminirt hüben; setzen wir ihre Summe, so ist Doser olt- 
ioes Glied 

■id daher erhallen wir dns bcmerkenswertbe Reaaltat: 
Are' tan x 

*itr etwfta symmetriscber : 

iJAtc" tan a: 
= ^-f C+^J + T*' 
nit 
! 



«ilches uacli der früheren Bemerkung nur i 

'' X ein üciiier Brach iit. 
Mdd ktinnta fragen, üb die Reihe oorb für .^^ ::= 1 couvergire 
I Kua aus ihrer Ableitunj^ nicht unmittelbar erkennen kann. " 
Keibe (3) für x^l nämlich 

i-l(H-i) + i(H 



^haelndeo Zeiirhen fnrt^teht, so ist zu ihrer Cnnverj^enz nichts 
WeitEr nöfhif^, als dnss jedes Glied gröaaer als das nächste ist, also 
(tu beständige Abnahme der Glieder hinsichtlich ihrer abBoInten 
Wtrihe statt findet, und dass zugleich diese Abnahme ins Cnend- 
(ebe fortgebe, mithin die Gränze, welchir sich die Glieder näheroi 
bioe andere bIb die Null sei. Beide UmBliinde treffen bei unserer 
hibr zusammen, wie sich oUB dem Fnigcnden ergiebt. 

Ein allgemeines Glied der Reihe (4j ist, abgesehen vom Zeichen, 

iWor sicli nie früher das Integral setzen lässt; 

L /*' izi^rf, ^ ± p-^ J. /"^_«*.. 



Verwanden muD t ^ - - iii die beknontp uneiidliche Reilic, wns »i 
hier auf gnuz äbalicbe Welse wie in einem frUburen Aufanlie i 
mir') recLtfertiKCD läsat, eo ergiebt sieb durch lotegration i 
emielaeo Glieder 

«„=^[1 + 4 + 1 + .... in inf.l 

"äntä^+i ''"s^Jfra "•" 2« + 5 "*""■■■ '" '" ' 
und JluTclk Vcreiutgung der unter eioaDder stebeudeii (ilicder 

in iuf.. 



I(2n + 1) ^3(2» + 3) 



1-5) 



\ acbon an und für «ich bemerkenswertlier Satt. 
MuD batte cbenio 



""■*■• — i(2<i-(-3) ^ 3(2m-i-3) 3[2n-t-^i 

folglicb »n^Hn-M- Gebt man ferner in dem Ausdrucke Tür u. i 
Gränze für wacbaende u über, so iit oSeDhur 



Mittelst dieser beiden Eigenscbafien der nllgetneirn'n Glieder n 
die CoDvergeni der Reihe (4) bewiesen. Wir haben dalier aus 
für .r =: 1 



i(H-i) + i(H-T + i)--- 



Debe 



tb des Idk 



'/''"■"■ 



Der Werth des vorHiebendeD bestimmten Integrales, weichet ■• 
der Wärmetheorie und Wahrscheintichkeitärechnung vorkomnli 
schon auf verschiedene Weise abgeleitet norden, von Legcnil 
uud Lapiace durch doppelte Integration, von Poissnn durch < 
geoDietrtuche Botrurbtuug U.E.W. Eine von anderen Theorien xmA- 
hängige Batwickeluug desselben ist folgende. 

Zuerst erhellt, dass Jas fragliche Integral einen esdlichd 
Werth haben müsse. Denn da die Function e rascher abaimai 
als die Function e , so muss 



J ^ e' df<:J^ e'ilt, d. h. - 



•) Tbl. HI. No. XXXII. 



i 




BezeicIiDGa wir den UDbekannieo Werth des Inlegrales mit 
H so ergiebt sich ans der Gleichung 



fe *'dt = 



dadurcli, dass mao val für e setzt, wo u eine beliebige positive 
ConstuDte bedeutet und K« positiv g'enommen wird, 



eno man diese GleicLung «mal nacb u [lartiell differenziirt 

tder «* für w gesetzt 

llittelst dieser Gleichung lässt sich der Werth des Integrales 




1 1.2.3 ^ 1.2. 3.*. 5 

und integrirt die einzelnen Glieder nacb Formel (3), so ergiebt 



/'='sin * -"■'■ 
—7-e dt 
I t 



1.2.3*2.ß' ^^1.2.3.4.5 '2*. ß 



^^Bd diess ist für alle möglichen a richtif^, weil diese Reihe jeder- 
^^^Pt convergirt. 

^^B Man kann aber auf anderem Wege zu ganz der Dämlichen 
'Heifac gelangen. Man setze nämlich in dem Integrale 



I = is-T-i(ä)' + n5-iG)"- 



-....1« 

.... (4) 



/»"«''* 
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für e die Reihe 



'7? 



1.2 



t* 



1.2.S 



• • • • 



und integrire die einzelnen Glieder, so wird 





(6) 



— i-^ JL JLf^JL^' _!, J-. JLrlX — 

— 2« 1 ' 3^2«^/ "*" 1.2 * 5V^2a/ 

ond die vorstehende Reihe ist die nämliche wie die in Formel (4) 
in Parenthesen stehende. Multipliciren wir daher das vorli^ei^ 
Resultat mit 2^, so ist durch Vergleichung Ton (4) und (6) 

und diess gijt für jedes beliebige' a. Lassen wir dasselbe imaer 
kleiner werden und gehen zur Gränze für a = über, so wird 



t/ </ ^ 



J 



Vermöge der Gleichung (1) ist aber die linke Seite =;2J(*; to 

n 
Werth des Integrales rechts ist bekanntlich = -^9 mithin wird ^ 



n 



= -^ oder kz=L\\/n^ wodurch die bisher unbestimmte Grösse i( 

ihre Bestimmung gefunden hat. 

Wir haben jetzt aus Formel (2) für wrri.a^ 



/. 






und aus Formel (3) 



ry--'^'^, 1.3.5....(2ii- l) Vn . 
Setzt man in Formel (7) rechts /?/ für t^ so ergiebt sick 



ly /ä-'"-, /••sin /?^-«*/J*'» , 
V^ß^e dt=J^ —f-e dt . 

oder, -j- für a gesetzt: 

Differenziirt man diese Gleichung nach /?, so wird 
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-««<■ 



,/ fAy OB 

^ J^««^' =yj cos ßt.e de,... (10) 



womit die wichtigsten drei Formeln dieser Art, nämlich (8), (9) 
Bnd (10), bewiesen sind. 

Ans der letzteren kann man noch ein allgemeineres Resultat 
siehen.' Es ist nämlich nach einem frühereu Aufsatze von mir über 
höhere Differenzialqnotienten (ThI. IV. No. XL.): 






*^ HU) 

nd dieses lässt sich auf folgende Weise benutzen. Man differen- 
uhre die Gleichung (10) nmai nach /?, so ist 

cos(/?^-ir ^nn) .P*.e d$ 

^»d^weDD aan auf der linken Seite, die Gleichung (11) für ii=/9, 
1=:^ in Anwendung bringt, so erhält man das Integral: 

J t^ cos (JüTT + ßt).e de 
lidehes noch nicht bekannt zu sein scheint« 



IM 



VI. 



üeber die Aufiindung mathematischer 
Wahrheiten bei den Griechen. 



Herrn Doctor Ludwig Felix Oftcrtlinger 

zu Tübingen. 



I 



I. Artikel. 

Die Art, wie die griecLischeii Mathematiker ilire Eul 
gemacbt liaben, ist eiu Get^enstaDJ , der «eine volle I^Ssiivg JM 
tiocL nicht g^efunden tiut.~ Peter Nuonez, Franz and Pq 
Kchooten, VVallia und meticere spätere IMtitliemuiiker 
Ansicht, (loBs die alten Alatlietaatikcr ein Mittel ia der 
habt baben, durcb welches sie ihre Sätze erfundco hätten, du 
aber dieses nicht überliefert worden sei. Kobert iSimaoD f 
dieses Mittel sei die Anaijsia, wie sie uns Pagipus im Vit 
seiner malbematischen Snumlungen zeigte dieser Ansicht st 
mehrere Matbematiker bei. Eine genaue Betrachtung der 
matischen Werke der Griechen zeigt, dass die Aoiilysis bIIi 
hei der Abfassunj; derselbeo eine grosse Rolle gespielt hat, 
aber auch die Anal^sis, wie sie uns Pappua {fiebt, mehr i 
sung einer geometnscheD Aufgabe, als zur Autfindung- neuei 
dient, dass deswegen, wenn die Analysia zur Erfindung- neuer 
heiten gebraucht werden soll, dieselbe allgemeiner auF^efaai 
den muBS, und dann doch noch ein anderes Etwas übrig I 
welches zur H^ntdeckung mathematischer Wahrheiten führt. 
alles auszuführen uud zu beweisen i.st der Zweck nachfolgea 
Zeilen. 

Eine Vergleichung mit neuern Methoden ist hei einer den 
gen Arbeit niciit wohl zu umgeben, und wenn der Verfasser £ 
auch so wenig nia möglich gethan hat, si> wird er dadurch II 
keinem Tadel ausgesetzt sein. 




die Analysi 



Wena mau einen Salz D hat, deaeeu Allj^emeinlieit und Gül- 
Kheit nach oiclit erkauut wäre, au nelime inuD an, er gelte in 
iler Allgemeinheil. Nacb einer genaueo [luiersucliung' dieses SatzeB 
'ird mau finden, iluss er in uNer All^emeinlieit licwiesen werden 
önule, wenu der Suti C io aller A i Ige me inheil (gelten würde und 
ewieaeu werden könnte; dieser aber, wenn der Suti B, und die> 
Br, wenn der Salz A gilt und hewie^en werden kuun. Hier sind 
[iei Fälle möglich: 

1) kt A ein äalz, der allgemGin gültig ist, und entweder schon 
bewiesen ist, oder gur keines tiecveises bedarf', so int D iu 
■Her AJIgemeinlteit wahr und kann bewiesen werden. 
3) \it LiDg'egen A ein Sali, von dem man weiss, duss er uewabr 
iat, da ^nur iils wahr erwieseu werden ktinn, wenn A wahr 
ist. s» ist in diesem Falle C und auch D uuwahr. 
3) Ist aber A nicht in oller Alli^emeinheit wahr, sundern hat die- 
ser ?(atz Ausnahmen, so haben entweder diese Ausnahmen kei- 
. Einßuss auf B und es ist dann die weitere Uiiterauuhung 
I ersten Falle; oder sie machen, dass B zwar gilt, aber 
^t Ausnahmen , wo dann uniersucht werden miiss , od C den* 
wahr oder unwahr ist oder mit Ausnahmen gilt, und im 
Etern Falle, ob li allgemein wahr ist oder unwahr oder mit 
■(■»bmeii gilt. 

»e llatertuchungsart nennt man die theoretische Aua- 

K): sie dient also I) ztir Aufsuchung des Beweises eines 

'and 3) xnr Aufanduiig neuer Sätze, welche hier die Mittel- 

^ff nod C\ sind, und die zwischen dem Satze, den man be- 

Cwill, und dem, welchen man schon bewiesen hat, lieg'en. 

'i Beveiäe aller maihematischen Sätze, alle malbematischen 

I entstanden durch diese Methode, uud sie kann iu allen 

der Mathematik noch jetzt mit Nutzen gebraucht 

Es ist daher sehr zu bedauern, dass es fast scheint, sie 

[ verlohrea; denn der Gebrauch, welcher von der griechi- 

ftoaljsis bei einzelnen geomelrischen Aufgaben und hie uud 

:in eioiielu stehenden Lehrsatze gemacht wird, kann kei- 

ich auf eise wissenschaftliche Methode machen"). 



I 



jaites: est inalysess fenus, vcl enim est -veri inilagatris, diaiturqiie 

a; Tel propositi iiive&tigatrix, ac prableuiatioa Tocatur. In 

o auiem genere, quod quaeritur, revera ica se habere sup- 

Kiiienttts, ac deinde per ea quau conseqauiitur. quasi verasint (ucaunt 

L hypotbesi) argumentautcs ; ad evidentem aliquam Gonclusionem pro- 

„cedimus. Jaiu si conclusio illa Tera ait, vera quoque est propositio 

laeritur; ac ilemonstratio reuiproce respondet analj'si. Si 

„ ... . ilaam cunclusiunem inciiiamiis, fiilsum qucqna erit de qo« 

„quaeritur." Pappi Alexandrini praefalio ad scptimum librum colleclio-' 
nii mathematieae. 

igt: „ 
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[luler den vielen ßeiapielen, welche lijcr gegeben werden kSi 
Icn, inB)i; ciaee angeführt werden, dus negen eeinea all|^meiii I 
kaoolen (legenstandeB die üacli« am leichtesten klar tnacben M 
und das gteichsBrn die Angel ist, nm welche sich alle Säue I 
sechs erste» liüchcr der Elemente des Euclides drehen. 

IVlultiplicirt man eine Zahl a mit sich selbsl, so erhält mad < 
Zahl aa; nun lehrt die Erfahrung, dans wenn mao «ioe bei 
bige Anzahl (a) gleich grosser Quadrate hat, und davsa aa niai 
moD daraus ein einziges ({ttadrat zusammeasetzen kaan, bd deu 

i'eder .Seite a Quadrate liegen; so kann man x. B. aus 3.3, 4, 
i.S u. B. w. Quadraten einzelne grosse Quadrate bildeu, «n del 
jeder Seile 3, 4, 5 u. s. w. von jenen kleinen Quadraten Heg« 
Bildet man nun 3 Quadrate, von denen das eine 9, das andere I 
uad das dritte 25 gleiche Quadrate enthält, so daas also die häi 
ersten Quadrate eben si> gross als das drille sind, su lehrt diel 
fahrung, dass wenn man die drei Seiten dieser drei Quadrate ■ 
sammealügt, man ein rechtwinkliges Dreieck erhalt, tod iI 
man sagen kann: 

das Quiidrat der dem rechten Winkel gegenüberliegendej 
ist gleich den Quadraten der ibu einschliessenden Seiten. 
Da man dasselbe hei den Quadraten Ündet, wek-he nus 36, 64 
100, ferner bei denen, welche aus 81. 144 und 22Ö kleir 
draten zusammengesetzt sind, s« eatsletit die Frage, oh der onff 
stellte Salz aicht ganz allgemein gilt*). 

Zu ejuem vollständigen lleweise eines Salzes gehört aber, dl 
man alle gehrauchten Kunstausdrücke gehörig erklärt. Deawcf 
ist es in vorliegendem Satze nöthig, die Ausdrücke Quadrats 
rechtwinkliges Dreieck zu erklären; Quadrate and reithtwii 
lige Dreiecke sind geradlinigte Figuren; um daher eine M 
ständige l^rkläruo^ davon geben zu können, muss man eine Urk 
rung ynn geradliiiigteo Figuren geben, wozu aller die Erklärung 
von Figur und Greuze, Khene und Fläche, vua Linie Üb 
hiiu|jt, und besnuders von geraden Linien, und dem Aeussl 
Hten einer Linie, also die Erklärungen 1—7, 13, 14 und 21 
Elem. Eucl. gehören. 

Reclitwinklige Dreiecke sind Dreiecke; daher gehört zu eil 
vollständigen Erklärung dieser Figuren die Erklärung vom Dil 
ecke überhaupt und die der besundern Arten von Dreieck« 
Ebenso gehört zur Krklarung des Quadrols die alfer vierBeili§r 
Figuren. Hin aher die Krklärungcn dT verschiedenen Arten 1 
Dreiecken und Vierecken zu geben, muss man die Erklärungen« 
Winkel nud dessen beanndern Arten vurausschioken: dadurch 
hält mau die Erklärungen 8 — 12, 21—34 I. Elem. Eucl. 

„den ein Schriftsteller aufstellt oder anwendet, ohne ihn zu beweisa 
Lflhinann (uib thematische Abhandlungen. Zerhst 1S29. pag. 2J,) n 
„Die Alten hallen twar auoh eine Art von Anal;fsis, die aber diyb i 
„der neuem ganz verschieden war, nur in einem blinilen Verauet 
„bestand, und, in Beziehung aaf das System, als eine Nebensache, bi 
„als ein Debungamittel der Grlindungs kraft, betrachtet vvorden au i 
„scheint." 

' *) M. Vitruvii de Arcbileclura lilri deceui. lib. 1. 3, — Prodi commM 
rinnim in primiiin Eudidis libruni hbri quatuor. üb. IV. ad nrcp. 

Eucl. 



lOö 

Navli diesen Vurbereitungen ist es möglieb, den Beweis des 
bei reffen ileti Satzes zu ancdeii. Um aber den Beweis eines maihe- 
nalisclien Satzes zu linden, ist es nölbig, doss mati das, was be- 
I werden aull, sieb vor Aug'en lege, and also l 



' ^^' 



metriscben Satze dns zu Krweisende durcb eine Zeichni 
*er|;egeDWariige. Ks ist nisu die Aufgabe nölbig: auf eil 
gebeiien geraden Linie ein Quadrat zu bescbreiben. nei 
Lösung dieser Aufgabe ist man gcnölbigt, neue Sätze, durch die 
man wieder »uf sudere tSätze kommt, zu beweieen, neue ürkUrun- 
gen zu geben, nud Forderungen, ao wie Grundsätze aufzustellen. 

(ielit man auf diese Weise fort, sucbt von jedem gefundenen 
Satte den Beweis und bildet von jedem die-Couverae. sn wird mun 
alle lirklarungen, Forderungen, Grundsätze und .Siitzc dis ersten 
Baches der b:iemeiife des liuclides erhallen. 

Aus diesem Beispiele Ist zu ergehen, wie muu durch die Anuly- 
1 Salze findet; su iIhbs sie aisu die Älethuile ist, durcb die man 
nicht all«ia die Reweise einzelner Sätze, sundern aucb eine Menge 



r Säl: 






edes bat in den Vorreden seiner geometrischen Schriften 
jedesmal diejenigen Sütze hervorgehoben, die er beweisen will: 
wendet man auf sie die analytische Methode im, so wird mau alle 

rigeu Sätze ünden, welche in den betreffenden Büchern sonat 

nihalteu sind. 



5.2. 



Van de 
gef 



JVeaa nnin das ilurch die Analysia Gefundene so zusammenfügt, 

.._ iDun von dem Bekannten, Einfachen und Erwiesenen auf das 

I luHmuengeaetzle und auf dns, was nur durcb dns l<.^infache zu 

I «weisen ist, übergebt, so befolgt uian die sjnibetiscbe Me- 

|liede. 

Is wird das durcb die Analysia Aufgestellte und Gefundene 
I «ngelheilt in Erklärungen, Forderungen, Grundsätze*) und Sälze°°). 



- Regel winl der Begriff des machematiscbei) Grundsaiies zu 
bescbräiikt aufgcfatist. Uie (kriechen nannten nimlicb Axiom (Gru 
■atz) den lettten Satz, welchen die Anuljsis gefunden bat (also den 




ch die An 

r .Synthesi 



Sau A. in $.1.) 

(daher AxiouiB, mms 

Sätze, deren Rirhcigk' 

^,«in leuchtet, so hei«sei 

: sind es aber Sitze, 



wahr anzunehmen berechtigt ii 
aftoEi' annehmen,) Sind die Axiomata 
Ibst, ohne eines Bevreises tu bedürfen, 
i Ivvomt, communes nodunes, Gemein- 
ines Beweises hsdürfen, der aber nicht 
a wird, sei es, dass der Beweis sich anderswo lindet, oder dass 
der VDr);psi:hTiebeiieii Form gar nicht gegeben werden kann, 
«r Ton litt Kichtigkeit des Saues überzeugt ist, no huissen sie 
—^r— 1-- '>^ suuijiu oder kurzweg Annahmen. Die Grundsätze J — 10 
■ml 12 Eleui. Eucl. sind Gemeinsätze, dagegen der 11 Elem. Encl., 
Grundsäue des Archiinedes in seinen Tsrsehiedenen Schrif- 
irf. 
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Der erete Salz wird alao tlei 
ruDg-eo, Farderungea imd (iranilBälzn 




I (lurcli die Brk 

B couBtruirt und erwieHen wm 

deo kann und durch deu der zweite ^aU emieser) wird. DntCr 
den Sätien, welche die Analyais gefaaiea hat, füllt den zwsiIbd 
Plutz der aua, welcher nur durch die HrkläruDf^en, FordcruDgen, 
Gruudsätzc und den ersten Satz construirt und erwiesen werden 
kann und der nüthi^ ist zuru Beweise und zur Conatructiuo äea 
nachfulgendcn Satzes u. s. w. 

Oh die Sätze, welche unmittelbar auf einander folgen, etwui 
aussagen, das eine Verwandtschaft unter einander Leurkundet oder, 
nicht, hat auf die Folf^e, nach der sie aufgeführt werden, nicht d 
geringsten Kinltuss; diese richtet sich g;anz allein nach der Cm 



struction und dem Beweise. Dulier ki 

handelt"z. B. 1. I. Giern. Euc]. 
aeitigen Dreiecks; 2. I. von il 
von einer gegebenen Länge i 
der GleichmachuDg zweier gc 
erruenz zweier Dreiecke u, 



(lass Satze anf m 
ihiedeosteu lohalt liaben; ,j 
)D der Cuuelructiun eines gleia 
Verzeichnung einer geraden l 
einen gegebenen Funkt; 3. I, 
lenen Linien; 4, I. von der 
idelt i 



olgen, 
ichts I 



lie SjBlliai 
gefundenen Satze zusumuienfiigt, so werül 



Schrift vun den Schneckenliuien zuerst (Satz 1. und 2.) mechaai' 
sehe, dann (Satz 3 — 9) geomelriBche, dann (10 — II) arittimefischc 
und von dn erst wieder geumetrische Sätze üb. Dasselbe fiodei 
mau in allen übrigen Schriften der Griechen. 

r Synthesia ist also die Ordnung, in dfr sich die Sätie 
, streng vorgeschrieben, jede Abweichung löBst sich durdi 
echtfcrtigen (es giebt — wie Euclidea sHgte 
einzigen Weg, der zur Genmctrie führt°), und da 
die durch die Analysis gefuni 

durch sie keine neue Wahrheiten gefundetj, welche in das Syst« 
gehüren, wühl aber lassen sich Converseu, VcrallgemeinerungeB * 
Sätze, analoge Sätze bilden, und ebenso ergeben sich t'ol|;eriii)| 
und ZuBÜtze, welche durch eine analytische Behandlung tu n« 
Systemen von Sätzen öfters führen. 



: und dem Auffiadei 
e philuspiihiache 



Dem griechischi 
kuug zu machen, uubb ue 
einander zu stehen komme 
weis, nicht aber in Bezug 
sanmenhang haben, dass v< 
lationen oufgeBtellt werden 
Führung des- BeweiseB irgend 
der fiegenstand imm 
bei den Griechen de 
hqlfeu werden; alle 

•) Prorli I. c. II. i. 



ste konnte pi 
ei der Sjutbi 
en, welche ' 



le Masse Satz« 

u Bezug nuf den 

Jas, wuB sie aussdgen, eioeti 

em Gegenstände zwar einzelne 

igens nur bo viele, als geriule 

Satzes gehört, und deswi 



nerscbüpft bleibt. Kb war daher scW 
I rege, es möge diesen U " ' 
gen schlug-en aber fehl, i 



:b rege, es möge diesen Uebeln abM 
■ ' ■■ nd eratlii 
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neueste Zeit konnte diesem laoice gehegten Wunsche abbelfen, naeLdem 
man bei der Anordnung der .Sätze und bei ihrer UeweUfUhrnDg einen 
ganz neuen Weg eingeecblugen bat, und die Sätze nicht mehr des 
Beweises, sondern des Natzeg wegeu nehen einander stellte. 
Melbode heiut die philosophische oder auch die genetische. 

Die Aul'innbe der lihilosophischeu Methode ist, durch ein Prineip 
die verschiedenen Gegenstände der Mathematik unter sich xu ver- 
knüpfen, jeden Gegenstand aber in allen seinen BeBiehuDgcn zu 
untersuchen und daher die ü'älte, welche )□ Bezug auf das, 
aie uns sagen, eine Verwnndtscliaft haben, in Gruppeu zu fat 
und die Sätze sowohl als die Gruppen von einem altgemeinen Ge- 
sicblspuakie aus zu betrachten und zu beweisen. 

Die Grössen im Allgemeinen, als Grössen betrachtet, dann die 
Zahlen, sind von einer eiilehen Einfachheit, ihre Verbindungen, die 
sie eingehen, beruhen auf den so einfachen Begriffen von ver- 
mehren und vermindern, dasa die einzelnen Sätze wie von selbst 
in einzelne Gruppen zertnllen, bewiesen uod von dem allgemeinen 
Gesichtspunkte des Vermehrene und VermiDderos betrachtet werden 
können ). Die geometrischen Grössen dagegen sind von viel com- 
plicirterer Natur, weswegen in der Geometrie die philosophische 
Methode viel später I<)ing3ng gefunden hat, uud hier etwas mehr 
im Einzelnen zu betrochEen ist. 

Wenn in der Arithmetik der erste Begriff der der Einheit'*) 
■st, so ist in der Geometrie der erste der des Punktes °*°); ein 
Punkt, der sich bewegt, beschreibt eine Linie, und wenn diese Be- 
wegung nMCh ein und derselben Richtung erfolgt, so entsteht eine 
gerade Linie. Denkt man sich zwei gerude Linien auf einender 
gelegt, wovon die eine fest liegt, die andere aber um einen End- 
punkt der fesltiegenden Linie sich zn bewegen im Stande ist, so 
entsteht <lurcl> dieie Drehung ein Winkel, der alle WerElie von 0» 
bis zu 3fiO' annehmen kann. Drehen sich nun um die beiden End- 
pnokle der festliegenden Linie zwei gerade Linien, so entsteht in 
gewissen Fällen ein Dreieck, Auf ähnliche Weise kann mau so 
nach und nach olle andere Figuren entstehen lassen. 

Linien, Winkel irnd Figuren unterscheiden sich von einander 
so sehr durch ihre Entstehung, dass diese das Kennzeichen zu der 
Bildung der einzelnen Gruppen giebt. Jcoaclidem sich die beweg- 
liche Linie bei den Wlukeln bewegt hat, sind die einzelnen Arten 
der Winkel, so wie ihre Figenschaften entstanden, woraus sich die 
Sätze uod ihre Beneise ergeben. Ebenso ist es bei den Dreiecken: 
drehen sich eine oder mehrere Linien um einen oder mehrere Punkte, 
so erhält man nicht allein die verschiedenen Arten der Dreiecke 
und ihre allgemeinen Eigenschaften, sondern auch die Lehre von 
der Congruenz derselben; bewegen sich aber eine oder mehrere Li- 
nien mit nnivandelbaren Winkeln, so erhält man die Lehre von der 



■- Thibaut, ( 



5. Aiifliiye. . GiitiirigiMi. 
, oune in anthmeiicis ad 



"") Prodi 1. r. II. def. : 



iftS~ 



Aeholicbkeit der Drci<;cke. Auf dieselbe Art werden il 
KigjreD behandelt °), 

Bei der pbilaBopbiBcbeo Melhode eatapriiip;eu die Eigeaacbaften 
der Grösseo — nlao die SStze — aus einem beatiinmteti Begrijf'fjn 
der Arilhmetik uua dem Vcrmebren (Zusammen setze d mehrerer Zah- 
len} und VermiDderD (Tbeilen der Zahlen}; in der Geometrie a 
deui der Möglicbkeit der (Urzeugung von CoDstniclioncn) nnd du 
liegt die Beneiskraft der Sätze, ihre Folgen and ihre Grün 
Bei der synthetischen Methode dai^egen werden die EigeoBcliBt 
aasgeaefft und nachher bewiesen, die h'olge liegt hier im Beireiatf(| 
ubne die anulytische Methode weiss man daher nicht, wori 
Bigenscbaflen gefolgert werden können. Bei der pbilosopbisck 
Methode sucht niän ulle t^igeoBchafleD einer Grösse zu er»ri ' 
indem man die l£lemCDle aller Grossen auf jede möglich« ^ 
sich ändern lusst, und darin liegt das Mittel cur Krforscl 
neuer Sätze. Bei der anolytisclien Metbade sucht man eine E ^ 
Schaft einer Grösse um eine andere zu beweisen, man suclit ■ 
nicht alle Bigenscbaften einer Grösse zu linden, sondern 
Eignen sc haften vertchiedeoer Grössen, die zum Beweise nöthig^ aifl 



Uebei 



*.4. 
lie Auffindung der ers 



1 Sätze der Analysis. 



I 



Bei der pbilosn[)1i!schen Methode findet man Sätze, indem bh 
eine Grösse betrachtet, sie in ihre einzelnen blemeole auflöst ood 
diese alle nur mögliche Aenderungen eingeben lässt. Bei der bds- 
Ijtischen IVIelhode findet man dagegen neue Sätze (Mittelsätie), 
indem man einen Sutx, der etwas aussagt, das bis jetst noch 
unbekauDt war, zu erweisen sucht. Dieser Salz, welcher gleicbsM 1 
den Schlutisstein eines Systems von Sätzen bildet, wird also ail^~ 
stellt, bevor man von der Richtigkeit desselben durch d 
weis überzeugt ist °°); da aber derlei Sätze nicht aus der I 
gegrilfen werden können '"}, so muss man bestimmte Anhaltapiinl 
liiiben, durch die sie gefunden werden. Diese sind aber 

1) die Anwendung der Arithmetik auf die Geometrie; 

2) die Anwendung der Geometrie auf die Arithmetik; 

3) die mecbunischcn Hiilfsmitlel ; 

4) die angewandte Mathematik; 

5) die Analogie; 

6) die InductioD. 
Zu 1. und 2. 

Die AufliuJung des pytbagnräischen l^hrsatzes, die Sätze des II. B 
cbes der l^lemente des Euclldes, die vielfocbeo BntdcckuiiKen, < 
che seit Cartesius durch die Anwendung der Arithmetik anf 
Geometrie gemacht wurden, machen es überSüsstg, die BefaaaptU 



•) Tbibaiit I. c. pag. 18' 
**) Archimedes über Seh 



Stralsund. IfätS 
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\. darch weitere Beispiele ans der allem oder neuem Zeit lu be- 
kräftigen. 

In den arilbmetischea Schrifteo der Griecben finden sjcb überall 
Üpnrea der Anwendung der Geutnelrie nuf aritlimeliBcbe Dnlerau- 
cfaungeD. Euclidea bat in VI. 16. Blem. deo Satz aufgestellt, dasa 
wenn vier gerade Linien proportional siod, das unter den äussern 
enthaltene Recbteck dem unter den miltleru cnlLaltcnen gleicb sei, 
eilten Satz, den Ruclides durcb die Anulysis gefunden und in VII. 
19. Elem. auf die Arithmetik nn^^ewendet liat, und der einer der 
Scblusasteine des »iebenten Bucbes der Blemente ist. Aebniiche 
Beispiele linden sieb viele bei den Grieeben, um so tnebr, als bei 
ihnen die Zaiilenverbindungen viel scliwieriger als bei uns auszu- 
fübrea waren. 
Zu 3. 

Lineal, Zirkel, Maassstab, Waage wurden und werden immer 
noch liäußg zur Erfiuduntr einzelner Sätze gebraucht, ebenso wie 
InsIrUHiente, welche eigens zur Sulzeründung g'escbaßen werden 
aassten. (■eometrische Kiffcnscbaften fallen durcb Anscbnuung sehr 
Ipicht ia die Augen, datier das Zeichnen, das Verscbneiden von 
Flicbeo und Körpern ofiera Veranlassungen wurden, genmetriscbe 
%en8chafleD autzutinden. Von all dem finden sieb in deo .Sclirif- 
ua der Kriechen viele Beispiele: bei Sätzen, bei denen es sieb um 
nnmiltelbiires Vergleichen voD Grössen bündelt, ist das Decken 
und Messen das Mittel, bei Sätze zu erlinden. Die Sätze 18. 24, 
37, 28 der Brchimediscben Schrift Über Schneckenlinien sind die 
Grundpfeiler des ganzen Buches uuil können nllejn durch Zeich- 
iBn^ und Maasastab gefunden aein. Die Satze 35, 48, 49, 37 
jiweiler Tbeil) I. über Kugel und Cyliuüer sind durch Auflegen 
dünner Fläclien (Biälter) und naebberiges Ausmessen derselben ge- 
(»dea wurden. Der erste Tbeil iles 37. Satzes I. nnJ die Sätze 
i. 4, 5, 6, 7, S. II. über Kugel und Cvlinder. die Sätze 23, 36. 
n, £S des Buches über Konuiden und 'Spbäroiden. ebenfulls die 
Gntodpfeiler des ganzen Werkes, sind durch wirkliches Messen des 
KärperiuL alles, das hier eher nur durcb die Waage geacheben kann, 
^runden worden. Die Sätze 3, 4, 5, 7. XII. Elem. sind durch Zer- 
Rbnetden der Körper und nucbberiges Messen der einzelnen Tbeile 
ftfundcn worden. 

Zu der Eründung neuer Sätze gebraucht man öfters eigene In- 
Hnimenle, die erst noch zu dicaem Zwecke ausgedacbl werden 
«nsaenf so um die Eigenschaften der Curven zu linden, dienen öf- 
tirs iDstrumeole, mit denen dieselben gezeichnet werden können. 
Zu 4. 

Zu allen Zeiten bat die angewandte Mathematik eine Menge 

leaer Sätze geliefert; so hat z. B. Arcbimedes durch die Statik 

Kfondeo, das« ein paraboliacber Abschnitt ^f eines Dreiecks sei, 

einerlei Basis und gleiche Höhe mit dem Abschnitt babe°) und 

■päler hat Archimedes diesen Satz durcb geometrische Schli 



Quadratur der Parabel. Satz 2i, 





Eiitileckung der F'luxioDsrc 
zeigcD iD ihrem Cr8|iri 



Auf nliuiidio Art bat l'a|i|iuB °) mebrere Üntxe gefundea 
■nelirere neuere lUntliemalilccr, vüii denen ich nur Lucki 
rius"), Lulovera'"!. (JrefforiuB & Sl. Vioceütio* 
GuUinus ••■••) Denn 
<lie Tlieoric mancher krummen Linie 
fach uuf die anKewaDdte Malhemntik. 

Zu 5 umd t>. 

Uurcli Anulu^ie und Inductian wurden von jeher ein 
neuer Salze Dufgefunden, wie ous den ältesten ued noueat« 
ouitlBchen Werken uacbgewiesen werden kann. 

Nachdem einmal der pythagoräiecLe Satz erfunden . wi 
staadeu gteichsan von selbst die Prägen: ob dieser 8aU i 
rechtwinkligen Dreiecken gelte, oder üb bei scbiefwiaklig- 
Doaloge Sätze getiiudeo werden künneu, d. h. oh das Qua 
Hypotenuse bei diesen Dreiecken gleich, grösser oder kie 
als die Summe der ttuudrate der Katheten; ob nicht nnei 
Figuren als Quudrnle anf die Seilen gezeicbnet werden köi 

Wendet inon zur ersten Untersuchung ein ähnlicbea V 
ani wie beim pythagoräiscbeD Salze, d. b. gieht man den St 
sliuimte Zablcuwerlbe, so wird matt b»ld die Sätze 12 nn< 
II. Buches der Blemente des Euclidea linden. Um aber die 
geometrisch beweisen zu können, ist die analytisebe Meli 
Uiig. durch die man die iihrigen Sätze des zweiten Buelu 
wird*"°°°). Versucht man bei einem rechtwinkligen Drev 
den Seiten statt der Quadrate andere Figuren zu beachreil 
gleichseitig und gleichwinklig sind, wozu mau die Satze 
und Hl. Buches der Elemente uötLig hat, so wird man finde 
man den Inhalt dieser Figuren durch irgeod ein Mittel b 
dass auch hier der luholt der figur uuf der flypotenuse g 
dem Inhalt der zwei Fignrea auf den Katheten zusammei 
men. Sucht man diesen Satz noch mehr zu vcraJIgeoieiuerj 
man beliebige Figuren auf die drei Seiten zeichnet, ho h 
fijideD, doss der Satz nur in dem Falle gilt, wenn die Figai 
lieb sind. Daraus entspringt der Begrilf von Aehalicbkeit, 
sich wieder der der geometrischen Verhältnisse ergtebf. Ui 
also durch Analogie den 31. VI Elem. EucI,, und wird, wi 
die analytische Methode gebraucht, die Conversen und Folg 
bildet, die übrigen Sätze des VI. und V. Buches finden. 

Durch InductioD und Analogie sind die Sätze des \II, 
die meisten desTbeodosius in seinem Werke überKugel&chi 



•) Papjü 1. c. lib. VIII. 

") Lneae Valerii de ccniro grovitatis solidorum libri HI. Rom 
: byperboiae segmeniorum. Auct. A. 



'••) P. Guldb de centio graviutis. Vion. 16S5. 
*•) cf. Prodi I, c. csp. IV. ad prop. 47, 
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■Im meisIcD aailcrn Werken <ter GrieclieD f^efuodeu woihIcd. Bei 
fappus findet sieb ein besonders merkwürdiges Beispiel, da er nicht 
«lieio eineo Suti auf diese Art ^efuudeu. sandnru nuch durcb sie 
ibn zu beweisen grsucbt but; PappDs sagt onmticb: unter iillen Kör- 
pern. die g-leiclie Olierßäclien haiiea. habe die KuG;el den grösateu 
lohaU'j. In einer Reibe vuu (Nützen beweist duu Pappus, daHi un- 

- alleo regalaren Kiirpern von gleicher Uberflacbe der Aea griisa- 

1 Inhalt Lnl>e, welcher von am meisten ebeoeo Fläcbeu eiDge- 
schlossen ist**), und folgert nach der Analogie obigOD Satz. wd~ 
durch übrigens i>in volUiäadiger Beweis nicht bergestellt ist '"*). 

neuerer Zeit ist die Alethode, !jütze durch Analogie und lu- 
dlction zu linden, viel ollgemeiner als im Altertbum ungewandt 
, , I n)rtachi> Miithematiker wollen diese MeCbade zu einer 
Beweisart erheben **"). Uie vielen neueu Entdeckongeu in der 
Geumetrie , der binomische I.ehrsNiz, die Salze von den Potenzeu 
(VD untereucht wird, was a" bedeulet, wenn » coustunt oder ver- 
änderlich ist, und im ersten Kntle, wenn n eine positive ganze oder 
(gebrochene, oder eine negnlive gaiiEC oder gebrocbcne Zahl ist, 

'er wetiD m^O geselzt wird) sind genug' Beispiele. 

Siud durcb diese sechs angelührten Arten gleichsam die Greni- 
sleine eines Systems tob Sätzen aufgestellt, su wird sieb im diese 

; Menge neuer Satze anreiben lassen, die thcils durch die Ana- 
liaJs — als Klittelsätze — gefunden werden, tbeils aber Converaen, 
falf^ratigtn oder Zusätze des vorher Aufgefundenen sind. 



VII. 

Mis cel I eil. 



AnszDfc AU" einem Briefe un den Herausgeber von Herrn 

G. D. E. Weyer, Assistenten an der Sternwarte zu 

HambufK. 

„ Boer u. s. w. erlaube icb mir ergebenst die Anfrage zu ma- 
Imb, ob die Aufgabe 

Ji Pappi I. c. V. meob. Theorien 17. 
I. c~V. ]8 — 57. 

F. Ofterdinger metbodorum expositio, quaruin ope principia calouli 
nperioris inventa sunt. Pars I. Berul. 18SI. pag. 8. 
I. J. -v. LittroTf kurze Anleitung zur gesamuiten Mathematik. Wien. 
pag. IX. 
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PoBitioQ, in der deulaclieo Bearbeituuj 

S. 148.: 
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-ibe — aid 

— bed 

i,b,c,d die Quadrate] 

SeitcD des Vierecks bezeicbtaen. Die immer mögliche ei 
Wurzel knnn neguliv, und damit die Diagonale ( = \/'~^ a: ) ii 
ginar werden, vm die Auflösung nnmoglich ist, z. B. wenn t 
uebea einander Hegende Seilen des Vierecks gegen die beiden ■ 
gen für den verlangten Zweck zu kleiu sind." 

Mir ist die obige Bemerkung nen gewesen. 



VIII. 

^Geometrische Untersuchungen über Potenzlinie, 

[ Potenzcentrum und Potenzkreis, Polarität, 

Aehnlicbkcitspunkte und 

Aebulictikeitsaxen. 

Von 
Herrn C. F. Arndt, 

Lehrer am Gjnmasiuoi za Stralsuiid. *) 



[Potenzliuie, Potonzceatrum und Potenzkreia. 
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Aaflösung. Siod ^, B die festen Punkte, Sf der Mlttcl- 
Ml rnn ^B, und ist dl der Durcliscliiiitt des von item lielicbi((en 
';le J* auf .^B fcfällieu Perpendikels mit jäB, so iat (Eucliü. 
. Lifa. 11. pro(>. 12. 13.) 

J'J^ = iW» -f. JJV* db 2 J« X e« 



') Irh glaube, dsis dieie ganz einfache, lilass die elementarsten Sätze in 
Aiis|iruci) nehmende Dantelliing der Hauptreaukatc der neneren geoine- 
nisrbeti Untersuchungen mihi zu der so sctir £U wünsch enden weitem 
Verbreitung dieser Gpgensiäiide geeignet sein und vielleieht eine neue 
Veranlassung zu tlaren Einführung in deo g;eome irischen Elementamn- 



indcm'inati dus obere oder untere Zeicljfii zu nehmen hat, jei 
dem Jt^ arösEer nJer. kleiiicr als J'JB ist. 

Nun bewege der Punkt P sieb so, dsss PJ* — PB* dea i 
Klaotea Quadrat fr" ^leicii sei, so duss g*=AJMx Qßf, . 
QHJ constant bleiben, d. h. die von iilleo den Puoktea, Tär 
die Quadrutdiflcrenz der EatferDung'en deraelbeo von ^4 unfl 
GODstaot ist, uuf AB gefallleu Fer))endihel mÜRseo AB in 4u 
beo PuDkte scbacideu, und fulftlieh miiMeo {^edncble Punkte I 
JD einer auf AB (jerpendilculären Geraden liegen. 

Wegen des du|jpc|ien VorieicIieeH werden also «wei Qer^l 
ßcsuclitcu Ort reprÜscDtircp. Zvr C^nstructiao der Oerler tiMM 
miin sieb am besten der Kcblioi» A/" — 7'ß' = y*= Ö^» — M 
ynd mpu liiit ujju J'olgcuJe Anlgabe lu losen, , 7 



Auf eiu<-r Gerndcu i O eiapi» Punkt Q so za besL, 
men, das» der QutrdrHtirntf r^ehied seiner f'ntfer ffuDEI 
von den Endpunkten der Geraden A und B einem ^^ 
benen Quadrate y' gleicL is^ 

Auflösung. (Taf. II. Fig. 1.) Isl 1) ^-^AB, so bescbr^ 
man überaß als DiBliigter einen Halbkreia, Irai^e q von A\ 
uIb Sebne AC ein, Mio von € auf AB das Per|)Dndikc) CD\ 
Iialbire OB iu Q, so ist Q d«r segnchle Punkt,' benn es ii 
= ABy.AB = (.Afl-^BU){Afi — Bti) = Aft^~atl*. 

Wenn aber 2) </>-AB. ao errichte man //£: seolcrseU] 
.^ß, trn((c zwiscbeD die .Scbenkel des recbten Winkels q vw 
aus aU Kv|iotpnuBo ^JCcin. ziehe r/7 senkrecht auf .^C, du 
v-f.0 in // iCbneidel, und balhlre./f£r in Q, so )a( 9 der ^ 
Punkt. Dem es fst q-^ ^ ADy^ AB =i{AQ-k- BQ\{AU~ 
= AQ^ — Bfe. 

Ist endlich 3) ^=4B, so ist Ä der verlanglc Paukt. 

WiM'<r"i ■■!, ,■/„■■-, ■..-..! .-' . X... 

"^- ' Aui^^aie. Welciiea i»t d«.r fieometrisr be Ort L 
Punktes, für irelchen die Quiidrntsuntme seiner £ii4J| 
nnngon »on zwei festen Punkten ciuein coBstKKt*«jg 
drate 9' gleich ist? i 

Auflösung. Nach I. bot mnn die Rclalion 

PA^ -\- PB^ = 27»4/' + iAM', 
folglieh rauss PM consin nt spin, da 27».«» = y» — 2^J/*"UJ 
— ^AB', oder ^;W=:KJ//' — i,iÄ» ist. 

Falls daber q^ nicht kleiner als \AB^ ist, 'wird der (TMH^ 
Ort eine aus dem Mittelpunkte von Ja mit dem obieen RadilM | 
schriebene Kreislinie sein. 

•nr Oonstructinn des Orts, wenn solcher rorhandea. 



t «lil fArdieil eines d^r Uuiühscliiiitt« Q der Krcislbia mit 
viau jiB. Zu dem Eoile i»t die füllende Aufgabe zu lünen. 






4. 



inen Punkt « a 



Auf . 



;eryden -/Ä (Tnf. II. Fig. 3.) 
men, diisa die Quadratsumme 
einer EuifernuDgen von den Endiiuokten der'Gerudeu 
I nod ß einem jeegebeueti Quadrute 7" gleich ist. 

Auflösung. Mnn l>'iu;<> uu B uiij AB die Gerade BL so 
k, äass der \ViuheI ABL &\e HHIfte «inea Reclifen betrügt, und 
•Bfte fiicli loii A nur ßi und ./fl die seiikri-clitcn AK un<I -/£ 
wogen. S.I d.ss KA=^KB. AL = AB und BK^=LKv\xA. 
I Od nuD Ah^=lAB\ AL.^'=AB^ ist, so wird ein aus .i 
llf er bcscIirieiieoGr Kreis die Gerade ItL, gar niclit, oder in einem 
'UKle <?, oder in arfei Punkten treffen, jänaclidem 7'<r;-i/Ä* 
|ifcT= ;.yß» <»d«r >4,*fl' ist, uuili wird der Kreis die Vcrläu- 
^uog von BL über die Endpunkte treflen, wenn if:>AB ist. 

Findet kein Durcbscliuiifs|juukt stiitt, su ist nndi dem Obigen 
lit Atifgiibe unmöglicli, Undel iibcr eiuer oder zwei statt, 10 fälle 
Ms. von einem beliebigen C aui AB Aaa Perpendikel CQ, so ist 
flJer fl:i-surl,te Punkt, vteWAC^ oder t;^ = Af^ + Cf^ = AQ* 



. Zusuiz. Üio (tuadratsDinine der Theüe einer geraden Linie 
»■in Miuininm, wenn iltc beiden Theile einander gleich sind; 
put fällt ilir Werlb zwischen ja> unj o" , wenn die Gerade 
U, ond liegt ein Punkt aiüf der Verlängerung der Geraden, so ist 
I^Bdroisijiiinth der Entfernungen desselben von den Bndjiunk- 
\iax Geruden grösser uU dns lluadrot der letztern. 



6. 



Krci! 



i Punkten 



LehrsaU. Fiiljrt MJan in der Ebene eit 
■tct> einen festen Punkt uucb beliebigerKi 
Itade, SU jedocb, dass sie den Kreis in zv 
tkiieidet. so ist das Recb teck au s den Kutfei 
tu gedachten l'unktea von den Uurcbscbn 
Ir dnrcli ilin geführten Geraden mit der Kr 
'^DilcrMcher Grdsse. 

~ ilich wenn der gegebene Punkt sicli ausserbalb 

iflHnie befindet, so gleicht das cnnstante Recht- 

Irute der vom in Rede stcheuden Punkte an 

e gezogenen Tangente; liegt jener aber 

lalb der Kreislinie, so hat jenes Hecbtcck zum 

hea Masss das ttuadrat der halben Nehoe, welche 

,r d^D gegebenen Punkt mit dem Mittelpunkte des 

B V»rbiniiepden Geraden in dem gegebenen Punkte 

«teilt und «ucb wob I .Mit tel sehne Renan nt wird. 

c*). Die von dem gegebenen Punkte P aus gezogene 

d Lib. UL prop. SS. 3C. emeist unser Theorem bloss mit RQIfo der 
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tierntle sclineide den Kreia in D , iV , und wenn /* niiBaerbslIi 4 
Kreislinie liegt, sa lei B der Berübrungspankt der Ton ^a L_ 
den Kreis ^ciogenen Tonrenle. Dann ist, wenn mnn Bich BD,BA 
gelogen denkt, ti, PB O r^ f^, PB D' und folglich PB^ t= Pß 1 
X i*«'. so dass P/* X /*/>' für alle Logen der Geraden PDD . 
Staat ist. 

Wenn aber der Punkt P innerlialli der Kreislinie liegt, 
Eclineidc die durch denselben gebende Mittelsebne den Kreis in 
und £■, SU wird ^ EPJir-^ ^ E-PB'. folelidi PI>y<PO'=J 
XPE-=PE* sein, so dass PDy^PH wiederum für ulle Lagi 
der Geraden constant ist. 



Zusatz. Bczeicbnel mno durch e die Eutferniing d» f 
benen Pu»kl4S vom Milielpunktc der Kreislinie, sn übeneusl 
sicli kraft des pjtha^oräisclicp Lehrsjitzes, doas das constsntell. 
eck-föX-W der Grösac c* — r' oder r' — e' gleicli ist j^n 
dem P sieb uusserbulb oder inarrballt der EreisliDie befibd«,' 



Jenes geduckte Recbteck, desBcn besondere BetracblBOg i 
der fruchtbarsten iu der TlimiriB des Kreitica ist, bnt man siiteb 
eigenen Manien belegt, und es die Potenz des Punktes ^ in J 
zug auf dre gegcbeue Kreislinie genannt. Auch ist zh bemctl 
(liiss unter gleichartigHn Potenzen fortan diejenigen i 
den «erden sullej), welcbe zu Punkten gebüren, die zugleich |>«U 
b,-t)b oder zugleich innerhalb der Kreislinie liegen, die qbi* 
hingegen ungleichartige Putcnzeo genannt werden. 

Diese Unterscheiduog wird durch den besonderen Cbari 
solcher Potenzen motivirt; das Folgende giebt weiteren Aol* 
darüber. 



Lehn 
ehen gle 
awei fest 
trale der 



afi. 



che ui 
Kreis 



gle 



cbarfii 



sehe Ort aller Paukte, vjl 
: Potei . .. - J« 



in. ist eine auf de 
e senkrechte gerade Linie. 
: gegehenen Kreise werden im Folgenden t 
durch ihre Mitieljiunkte C und V, die Centrale CC durch 1 
die Hnlbiiipsspr durch r und r' hezeicboet. 

Jedes Punktes 7* Potenten in Bezug auf die 'gegebeoen Kr 
en zfc(e«-rM, ±(e"— F«) 



linien werden durch die Gröl^i 



jiräsentirt (7.), wenn e nnd e* die Kotternungen des Punktes #(| 
den Mittelpunkten T und C sind. Soll nun /> gleiche nntf |H(« 
artige Poieozen in Itezug anf C und C darbieten, so muss mit I 
xiebung der Zeichen auf einnmler ±(e' — r'>:=:±(e'» 
Bein, hIsu immer e' — e'':=:r' — r"', oder der geameti'iscbe 4 
aller Punlcte, welchen gleiche und gleiehBrltge Potenzen iitkiq 
roen, slimnil mit dem Orte nll^r Punkte iiherein, für welche die 4| 
drfildiDerenz ilirer Entfernungen Tun den festen Punkten C viA\ 
r coostonten Grösse r^ — r'^ gleich i«t, weshalb (1. 2.) du^ fi 



weaD<er uUerliBiipt exiilirt, eiue auf der Centoule acDkredite gernde 
Linie ist. Um über den Ort für alle Kall« aaclizuwcisen, betrachten 
wir die veracbiedeoeD Lugea der Kreialinieu C und C gegca eiii^ 
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Den in 9. Jictrachteten Ort oeant man die PateD^iinie (msce 
radiecti) der gegebeoen Kreise. 

Nun beliDUpte ich zuerst, dais die Poteozliuie zweier 
sich taugireoder Kreiae deren gemeiDscLiiftUchc Tao> 
gente ist. 

DeoD für jeden Punkt dieser Tangeote ist e' — e"^r' — r'', 
lolglicb dieselbe die Paten zli nie (9.|; auch erbellt diea rein geuiDe- 
triach scboo durnus, dass jeder Punkt der Berübrendpu gleiche uod 
«cleichBrlige Potenzen für beide Kreislinien darbietet, indem jede 
Potenz durch daa Huadrat der genteiuscbafllicheo vom Punkte ^'uod 
tlem Beriibruogs|)UDkte begremclco Tangente gemcBscn ivird. 

2) Die Potcnzlioie zn'eier sich scbneidc tider Kreise 
Ut deren gemeinschüftlichc Sehne. 

Denn für jeden der Durchscbniltspnnkte der Kreislinien ist der 
Quadratnote rschied der Entfernungen \oa den Slitlelpunkten C und 
C dem Uuadratunterscbiede der Radien gleich. 

3) Liegen die KretBÜnien ausser einnoder, so beüodet sich d«r 
Darcbschniit Q der Petenzlrnie mit der Centrale CC swiBcbeu den 
HiUeipuokten C und C ausserhalb der Periph^rieu beider Kreise. 

Denn bestimmt man auf CC den Punkt Q so, da«s QC— QC* 
^r* — »■" ist, sb musa das in Q enf CV errichtete Perpendikel 
die KigeQscb^ift haben , ilass der Quadratnnterscliied der Balfernun- 
gen je^es Punktes im Perpendikel von C and C der Grösse r^—r^'' 
pjleich ist (f. 1. 2.), und das Perpendikel wird die Poieozlinie seio, 
WBIin jeder seiner Punkte gleichartige Ptrtenzeo darbietet. Dies 
ist ober wirklich der Kall; denn da r' — r'» = (r -t- r) (r — r') 
und r + r'<Ct", a.> ist r^ — r" < CC und Q Hegt folglich 
(2.) zunächst zwischen £^ und C. Ferner findet man leicht QC 



-ir- 



-r") 



t die Centrale, und QC =- __ 

r, d« wegen r + r' -< a der Cnterachied 

^ positiv ist, und eben so ist QC 

"° -"-— - 21 (» — V- r- .,.._ 



>■ r", da der Unterschied - 

falls positiv ist, weshalb Q ausserhalb beider Peripherien Hegt, 

4) Liegen endlich die Kreislinien in einander, so befindet sich 
Q ausserhalb beider Peripherien auf der Verlängerung von CC über 
C tiinaus, wenn der Kreis C <^ C ist, welches ebenso wie in 3) 
Iwwiesen werden kann. 



nien die Potenzlini 
nieuin einem und dci 
{ceatre radicai), zuaa 



II. 

n zu je zw 
» treifcn d 
;u Punkte, 
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Denn der DurdiücbBilt O dpf l'oteniliniiHi lief üyttBme Cm 
C; C und C" bietet howuIiI lür C'^intl C", al« tut C uad £*" «Wl 
l'oleiiEea dar, bJsd ainsa er aucli ((kMihe Potsn>«a fSr G' wmiim 
darbieten, und folalicli auf der PutenzltDiu der kreiHlinica C"'^ 
C liegen. 

Iheraua Qiesst, dsss sownlil die gemeiDBcliiifilicIi. □ Ta»gco^ 
dreier Kreislioieii, al« auc:h die geoieitiscliaft liehe 
uod demielbtn Puokle zuiammeBtreSen ($. 10). 



12. 

Der geometrische Ort aller Ponkta, «rd 
d ungleichartige Ptttetizen in BezngiH 
en C und C" darbieten, ist, TPenn er U1»J 
etoe tiufj (leui Miltel|]uiikie der Cetilrg 
ne dritte Kr eiBÜ nie, und das Itiiadrat IT 
>, - . > .■ ■- »* + r'' «^ , .4 
erselben ist der drosae ^ — -i ;^ gl«ld 

Beweis. Jedes Punktes 7> Putenzen in Bezug auf die 
beuen Kreislinien werden dureh die G'rüsEeQ ±(«* —/■'), db(*'^ 
repräscDtirt (7). tSoll- nun P ^leiclie Und uogleieliariige Poil 
darliielen, so niuBS mit Beziehung der «Uera und uuiern Zndj 
auf einander ±(e»~r') = !=j= (e'= — r» ), oder für beul« Fq 
<* ■+■*'' = r' -|w^3 lein. Folglich ttimral der betraclitete < 
ileoi Orte aller Punkte itbertln, Tür welebe diu Uundriitaun« 
FntferuuugieD vou. den fealon j'PunbteD<Y' und C der cvi 
Gros«» r=>-f<r'' gleich ist, neihalh i der Ort. (3. 4. S,),, f| 
ÜherLiiapt exislln, eine aus dem Millelpunktc von CC mit d 
gen Balbneasei- bescliriebeue kreislinio ist.' lu h. nud 5. iM'J 
ffezeigi, dsss der Ort nur dann aidgliab Ist, weua r' ■4-i''^i. 
xleiuer nls \e^ ist. Die I.age den Orts für die versctiiedeaca i 

fen der hreialiDieo wird durrh den Dacbat«ii Paragra^ikeitii^ 
estimait, 

13. 



st der Ort, de 



rbulb de: 
gfe 






I Be 



Nu 



det, gebt der Patenzkrcig iu tleu gemeinscliitflli 
Contactimukt über. 

Denn die Qniidrntsuuime der Eniferuuuffeu des Bu-Üln 
nunkies von den IVIittelpunklen C uod C ist der QuadratsiuMMV'j 
Radien gleich, weshalb (12) der Potenzkreia beide berührt, i , 
der Mittelpunkt desselben innerhvlb der grüssern Üreislinie liegtj 
wird der Kreis ancb ganz iiinerlialh der grüssern liegen. i 

In der That ist hier r^-|-r' — ^«* =:r» +r" — i(»t=t:d 
:r= \{r ■::p r')*, und fulglicb der gesuchte HalbneHser ^fv^iH 
s= ^fv dr r^J t^ V, «nd die« ist die Entfernung des Ilillel;tuakls4 
Centrale vom genieinschufilichen (.'entacl^nkte. 
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» S) 8<!feKst4«ti »)cli' <ti« Kr«isliiii«H>i aa geht dev'Po- 
'«kreis ^nrott^iirfl DureliBclinltlBpuakt«, tveil jedem 4er 
tern die Eiginiwhal't zvkonimt, dasB die QuedratavaiiilB' aeiMf 

jren voa den MittelpackteB C Offd C der Quaiirulsmam« 

1 gkichktiiaait. 

3) Liegt eine Kreislinie 6" iu <ler iiodern C, so findet inimer 
i Polenzkreis Btalt, da in dieaem FuMe a<_r — «-', niithia r* 

, ">-^(r — f-')», also jiositiv ist. 

4) Nur wenn di(t eine KreiHÜnie ausserhalb der andern liegt, 
" ; nicbt immer ein l»«(eiiikreiH statt, da Licr r'-(-r'» kleine 

k'^j«* 'leiD kann. 



Bprji^reu sieb drei Kreislipien von Aiisüen, ifud ist C unlpf 
itiaeD die gröbste, so werder) die ehvni^jeen ßurcLscliiii|te der Pftt 
tePKkreise tur lije Systeme V üod C, C und C" uuf der genieiu;9cl>utt< 
licliGD Tanpente Je/ Kreislinien C' uad T" sein. 

Denn jedem der ffedacbtea Uurclischallte cats[irQcItcn gleiche 
P,«tt!,'jpei> sO(Vohl für C und,<7, ^1» für C und C, iii|d d« er uupser- 
liaU) ^er beidcu Kreislinie« C und C liegt, s^ rauas er eicL uiif der 
Potcuziioic der letztcio befiadcD. 

15: ■ ■ 

Für zwei Kageln' C, C' |fi«lit <i«< itBtt«c-ci»v: Biene, 
tiereu stitnintMütieir' Pnok4«n' gl«<iti(i<e-«ii4*t i{lel>ch'a1rtig« 
Putenaen in Besug auf ' die' K'u^eln i ODta^ rechen, und 
diese Ebeue oeaDtnan diff Potenseben« der beid«» Ku- 
geln, 

-■Man sehneide DÜinlieli die Kugeln dur«b beliebig vicib durch 
ihre Mittelpuukte gehende Ebenen, so giebi es für jedes der da- 
darch enlalelienden Kreis|iiiare eine Putenzlinie, welcbe anf der 
Centrale CV senkrecht siebt, und zwar in einem Punkte der Cen- 
trale, dessen Lage nur von der Griisse der Halbmesser nod der 
Centrale abbängl. Deshalb werden alle Potenzlinion in demselben 
Punkte der Centrale auf der letztem senkrecht stehen, and sie He- 
ffea dubcr in einer und derselben auf der Centrule seakrechten 
Ebene (Euclid Lih. XI. [iroii. 5.). 

10. 



emeinscbaTt- 
e (§. 10. 1. 2.). 



17. 



enen dreier Kugeln, zu zweien 
neinschitftliche üurcbichnltta- 
rob die Mittelpunkte der 3 Ku- 
nkrecht stellt, und Potenxlinie 



~ I Znaatx. Bta Poteni 

«erttunilen, haben eine 
linie, welcbe auf der 
gcin bestimmten l^bcne 
der Kugelfläcbea geue 

Denn die 3 Kreise, in. welchen die durch C, C", C" gebende 
Ebeae die Kugeln schneidet, hoben (IL) ein gemeiuscbalit liebes 



I 



A 




l 
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Potenscentrum nnd dieiea nuias xunäobst (15.) allen PotcDMbeH 
gemelaEBDi sein. Sadann nuBseo die 3 Coleotebeii«!! , da bw f 
DUf der CeDiT&le seakreclit Btebea, noch etocn g«iD«insaiDeii Dh 
■chniltsiiunkt Laben, und die beide Uurcbscbnitte verbiiideode Gf^ 
ist fulglicb den drei roteaiebeneii gcmciDHBin. 



18. 



Den oder die 4 Pataa«! 
Mittelpuakten 3 nil 

D gcmeiiiBanH ^ 



Lebrsatz. Die 6 Poteni 
nieD voD 4 Kugeto, vun de 
in geroder Linie liegen, bube 
Durcbschoittsnunkt, düi 
Kugeln genannt. 

Beweis. Der Durcbschuittspuakt der Putenzlinien für di 
den Systeme C, C, C't C, C, O" hat die Eigenicbuft, dass ibm gl< 
Potenzen für beide Systeme znf^eboren; aho bietet {ener ** 
gleiche Potenzen aowobl in Bezufi auf die Kreislinien C, O', i 
in Bezug nuf die Kreislinien C, 6", C" dar. und er muss daber eil 
seiCs in der Potenztinic des SystemB C, C",'C"', iindrerseita io 
Potenzlinie des Systems C, C'', C'" liegen, ho duss die 4 Potenslil 
also auch die 6 PoteDEebeoeti, in einem Punkte zusammeDbralTi 

Mit Rücksicht auf zwei Kugeln giebt ea immer eine dr!ttB|| 
gel, deren sämmtliclie Punkte gleiche und UDs^leictiortige Potei 
für die ernten Kugeln durbieteoi wenn nur die (tuadr«t8ntBin«i| 
Uulbmeaser der ietxteJn nicbt kleiner als die Hälfie des Qut ' 
der Centrale ist. 

Wie nünilicb 15. aus 9. erbellet, so fiiesst unser üatz «na I 



Ana 13. 1) 2) folgt ferner, dass der in 19. betracbtet« Ort,^ 
man Potenzkugel nennen könnte, fiir zwei sieb tangirendb J 
scbneidende Kugeln beide zugleich in dem gemeinscbaftlicben C. 
lactpunkte berührt, oder diiruh den gemeinscbaftlicbcn Dnrclisclioill 
kreia beider Kugeln gebt. 



düng d. 



f geom 



He' 



drei io den Mittelpunkten der SeiltD 
auf dieaelhen senkrecht erriclileiei 
in einem und demselben Punkte zo- 

Aus den Spitzen des Triangela C, C", C" denke n 
■' '' ' ' gleiche Kreislini " ■ • ■ 



sich drei willkührlicbe, aber gleiche Kreislinien beacbriebei 

bellt aus 9., dass die in den Mittelpunkten von CC\ CC\C'C" ad 

diese Geroden senkreclit errichteten geraden Linien die PqI 

der Systeme C, C'j C, C'i C, C" sind, und licb folgli^ <; 



ii «iBcm Punkte sc)iDeiil«D. 
Spilxeii des TnHugela gleich 
M Dia dsa Dreieck beHchriebi 
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Dieser letztere i<t zugleich vud ilea 
weit eDtternt) oder 4b r Btittelpunkt 



22. 



Lelirsati. Die 3 von de 
iie C«seiiseiten gefälltcD 
Bod «lemsclben Punkt zusa: 

BrweJs. ^, B, 
it RBrcltaclmittJiiDDkte «ler vod i. . 
Mlteo PerpEDtlikel nit diesen Seiteo. 

Hau denke sick aus .4, B, C als lUilfelpunkten mit den drei 
Rtlbmeasern Tt, r, q Kreislinien beschrieben, und beBtimme diese 
flinunesaer so, dusa die Relationen alattfinden: 



die SuilBen des Triangels, D,E,F 
I C, b, A auf die Gcgenseiteo ge- 



/t' — r' = CA' ■ 



-BC*, 



bIbo R willkülirlich ist, die beiden andern Radien nbe 
I R bmimiDt werden. Aus diesen Gleichungen flieaat aber 

r« ~ ^' = AB* — AO. 



Itotb Ä 

^L^Dtt Don {%. 9.) CD, BE, AF die Potejizlinien d«r drei be- 
^^Bridienen Kreise sind, so treffen ((■ H*) duselben in einen ciib 
^^^^tJPiuikle tusammen. 

^ "^osati. (Tnf. II. Fig. 3.) Es sei BF die Hole des liei B 
Atltwinkligen Triangels ABC, ferner AB^AB senkrecht auf 
iff. CB=i CB senkrecht auf CB, und CD, AE gezogen, ao 
iM behauptet, dass CD, AB, BF iu demselben Punkte zusan- 
^nlrcfTcD. (Hülfaliaieo des pythaginräiscben Sulzea.) 

Es kommt daraul' an, ein Dreirck nocbzuneisea, in welchem 
IS ebvo eharakterisirfen Linien Hüben sind. Zu dem Bnde fälle 
ran ^ Diid C auf CD und AE die Perpendikel AG und CB, 
B erstere BF in P schueiden mag. Dann linden folgende üm- 
I« statt: 

»Veit ersteuB (, D = PAB (jeder = 90" — /»^C), ferner 
'.^r = il A'Ä/'(deiiB jeder =Lm<- — ABF\ also auch ÖO" 
^ BAC ^=m'' ■\' KBP, A. \. L DACi=. ABP, und endlich 
=:AB iat. so crheltt die CoDgrueoz der Triangel DÄC \xvtA 
waniue diesst PB = AC. 



■ rt Asslyt. Geom. Theil L S. S8, ThtÜ II. S. 54 — SS. Der leti- 
's stutzt sich auf die Theorie der Transversalen; und der 

auch den sinnreichen Beweis von Gauss in Carnots Geoni. 

E (lieb. T. Schumacher) Th<^i1 II. S. 363. Gauss weist ein 
.__ . eb, für welches die in den Mittelpankten der Seiten anf letX" 
ROHrvMiMen Perpendikel die Hohen des gegebenen Dreiedts sind, 
dats iann dieselben (31.) sich in einem Punkt schneiden müssen. 
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Qäni eb«aso wird «rwiesen, dam C// Ate Lini« BF ta «ii 
Pflvktfl B^Oi>i((«l, deisen Enlfernun^ von ß der G«rn<leD .^€7gl*ttk 
iat, «0 ilasts also «Ire Cernd« BF mit de» Perpendikrin AO,C8 
in eiuem unct demselben Punkte /' zusammeatrilTt, woalureh du- 
Dreieck ACP entatODiIeD ist, diu BF, CD, AE «n Huhen 
Die lelzleru müssen iiirli daher io di^msülben Puukto sclineiden (2i|, 

•25, 



Dreiecks bnlbii 



, und «uub die 3 Ge 



nkel de 



Ubri 



selben Punkte 



I balbii 

Bminen. 

Füll. 



efl'ei 







Dns Dreieck »ä ABC, 
bebaugilc ich, diiss mnn auf den Seitea .4,0, AC, BC die pBokte 
A, E, F so bcstinmeD künne, duBS je ewei der dadurch benitklao 
ti Abschnitte, welche eine VViokels()itze des l)re:ecks zum geowi- 
schaftlichen tfndjiunkt hnbeu, einander ^Ipich sind. 

< DeuD setzt man AO=saf, und ftitnnt AE= AD, CF\ 
to wird sein Cl-J =: b — x, BF =: f — i> -^ 
BF= BD verde, litit isaD .v nur bo zu wählen, duis die 
lioD statt habe ar^c — «-t-Ä — x, oder x^^{/i-^c — «)( 
das ist immer möglich. 

Nuclidcm die Punkte /}, E, F so beatimut Biad , - dmirtti 
9l«h ans .^, G^Bt«s^.w^AD=:AE, CE=CF, BPs—Vi 
drei Kreise beschrieben, welche sich in O, ß, J^ tAo Aniiaea b*^ 
rubren werden, au werden die in D, E, F auf AB, ^IC. BV v 
richteten Senkrecliten die ffemeioachaftliclien Tunge-nie« stiii, mi 
sieb (11.) in einem Punkte ^0 scbn<.'iden. Die ri>D >> d«cI> do» Iflr 
kelspitzen gezogeni-n Geruden miii^ieD über die Winkel de-s lli<i>-<ii 
bnlhiren, du, indem das Polenzcentrum, z. B. 0B= OF. ilw 
die Triunirel AOD, A OE canfutwnt sind, and initUu dcf Uiitd 
^ durch 0^ hnlbirt wird. Polglich tretfen AO, BO. CO t» dtnail. 
lien Punkie zusammen, der der Mitlelfiunkt d«> iu idaa Dreieek 1« 
Bchriebenen KTcist^s ist. i 

2ter Füll. GnDz wie vorlfer wird eezeigti dnss naa nuf 4« 
8«ite AG selbst den Punkt D, und unf den V'erliinf^rutiiNM 
ttoitän CA, CBühtirA. B hinaus die Punkte E. F so b< " ' 
könne, duas AOz=:AE, BDz=:BF, 
man also aus A, B, C drei Kreise bescbreiben köiiue, weJebs 
berühren. Die drei in D, E, F auf die Seilen errichteten Pi 
dikel (reffen danu in einem Punkte O zusamnien, der -die 
Bchaft bat, düSB OA, OB, OC A\f. Winkel des Dreiecks hslbl 
Uebrigens berübrep sich die Kreise A und B von Ausae», A 
C, so wie B und C vnn Innen. 

Auch erhellet, dass stets 4 Kre 
scbnäidcDde gerade liinien berühren 

2j. 

Dass die drei vou den Spitzen eines Triangels Oftch desj 
telpuukten der Gag^naeiten gezog^ueu Geraden sieb in bmcb ** 
■cbneidflD, kann auf die eintachst- '-' ' ' ^ — 



»elcbe ( 



I erwieaen «renteau *^A 
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• !■ 'r*(. II. Fi«. 4. leieD H, £ die Uiltel^nhte van ^B und 
V£^ und Cii, AE icbnejden sicli iu 0, an k»nB lunkchU bafasup' 
<tirer4eu, dnsi 6'</ doppelt hu fcroes aU iJf', und ^0 doppeft' 
»grosR al« tf£ ist. 

Ociw xielit mao A// [»arallel JE, so wird ££ in // lial|>irl, 
ÜU BH Ut die Hälfte voD EC, also muBs Aucb /lO die Hälfte 
«l Ol?B«io. Auf älinliche An nird e;ei;eigt. iIbes <y£ die Hälfte 
«0 ÜA ist. 

D« aicfa aisD je zwei TrntiBverBslen so schneiden, Jobs der nach 
Iir'-Winiccisfitte ^ridiiele AbBcboilt doMtelt hu grois ata der aa- 
11» ist. so mu» die Transversale von a Daoli der Mille tud ^4S} 
hirck Ö geiieo; Ueno wctio sie CD ia 4' sclioitle, so müiste COf. 
=100' äein, weklies iii>(i;<: reimt iai. 

Diesen Durcliscliuittspunkt neiiut man dcD ScltweipUDkl d«*- 
Tdugels. 



Lcbrsut 
llrclts c b n i 

ll IfCrader 



Lih 
I beide 



Der liahwerpuukl 
tpuDkt der 3 Hübe 
Dget bescliriebei 



tlittelponlit 



BO* da 



efindet und 



■ Seh 



vom Hiilieodurcb. 
vom Alittelpujikt« 



Rtoitt doppelt so weitentt'eJ 
feiHdaa Dreieck beachrie 

p-Be-weJi. ABC (Taf. 11. Fig. 5.) sei der Trianyel, CD und 
WseakrerUt: aaiJB und BC\ ibr [>urcl>scbuiit //, CF nach dei> 
jkle'Vfta jIB gtrirhtet, uod CS doppelt so gross A&SF, so daas 
"Tjc, Scbtverpuiikt (25.), und cadticli !V der lUittelpunkt des um. 
"" ' I : Kreises, so dass ßlF senkreclit auf JB ist. Man ziebe 
3o(l //Sit/ ciue genide Linie uad //iS doppelt au grosa, 

,t: , .; r -Im Wiakel ABU. C//E=m° — BCD, so ist' 
Uitl-Jr^ :i (HE, uiid folglicb C// : A ß =: CE -. AE. Da ferner 
^mB=LACB, so ist i^FMBnjili^-^CE. uod folglicb FM:FSi 
CE-.AJJ. also nucb dem Obigen CH: AB z= EM: FB, Mu» 
ktaker ./^A doppelt so gross hIb FB, ulso muas C'/f doppelt na 
tM ab .f^'jtf sein; und da SC = %SF, und endlich Z. ffCÄ=* 
[M'Jtf, Bo sind die AÄ '^Ä'* . l^Fld ainli<^b, (nifhin i. CSH =* 
tJW», fulglicb //«jtf eine gerade Linie, uad S/i:=2SM. 



und Acbulicbkeilai 



27. 



^rK«tv. Zieht man zwei parallele Kndien zweier 
ien. und verbindet die Kndpuitkte derseLben 
seGerude, so geht dieae für alle Paare nufder- 
der auf verscbiedenen K«iten der Centrale be- 
iher Radien iniaer durch denselben funkt derCen- 

bftis. Der kreislioicn Mittelpunkte aeiea C, 6" uad ''r, «^^ 
I die wir ungleicL setzen, weon die Radien auf deraelbcD' 
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$«ite der Centrale liegen. Fiodel nun «los Letztere itntt, H i^i 
A der DuroliKcbnUtapunkt der Cenlmle mit der die Eadnidnku 
dw porklleleD fiadiai verbiadeadcü GeradeD; duan wird uli 

CA:C'A = r:r\ folglid. CA ~ CA: CA (aAer C'A)=:ir —r'-.r 

(oder f'), fulglicL CA = ~p, VA=-^-^^ „eaa a die C«iitral( 
bedeutet. Demnach belialt CA oder CA einen iin veränderlich» 
IVertli, tP.x.i.w. 

Liegen oun ferner die parallelen Radien auf verscliiedeneo Sti- 
len der Centrale, so sei j der Durebsetinittipuiikl 4«r dicKti- 
punkte der Hodien verbindenden Geraden mit der Ccn4**l*b" ^ 
man findet C/=p^^, C'I=^~,, so duss /ein uiiV^i 
liaber l'unkt ist. 






Die Pnnltte A, 1, netcbe wir su eben betrachtet ItabeD, werdd 
reB[>. der äussere (directe) und innere (intcrse) Aehilitb' 
keitspunkt der gegebenen Kreiiliuien genonnt. 



^ Zusätze. 1) Zweier aicb von Aussen tangirender Kreisliniii 
ioyerKr Aebulivhkeilspunkt ist deren gemeinsamer Berührgnp- 
punkt. 

2} Berübren sieb zwei KreiBlinien von Innen, eo ist ihr JirectV 
Aebnlichkettspunkt ibr gemeinsamer Beruhruiigapnokt. 

3) Liegt eine Kreislinie innerhalb der andern, so beGndel tirl 
der dirccre AeholicLkeilspunkt beider innerhalb der kltiuern Kmi- 
linie, in allen andern Fällen aber ausserhalb derselben. 

4) Liegt eine krcislinieganz ausserhalb der nodera , so Inno 
det sich der inverae Achnlicbkeltspunkt beider ausaerhulb li«iilv 
Peripherien, in allen andern Fällen ist er innerbalb <lrr kleinn 
Petiuberie. 

5) Zieht man vou einem der Aehulichkeitspuokle an die ci* 
Kreialinie die Tangenten, so werden diese nucb Tant^enien 4fl 
andern Kreislinie sein, co duss ninn an zwei Kreislinien die 4 ^t- 
meiuBchaftlicbon Tangenten sehr leicht mit Hülfe der Acbnliclik«i<i 
puukte construiren kann. 



rhaltn 



ader habe 



mt de 



i Halbn 



I beschrieb«- 



nen Kreisen derselbe directe und inverse Aeiialick* 
keitspunkt zu als den gegebenen. 

Denn sind r, r' die urspriinglieben, q, p' die neuen Haibmeuffi 
BO dass rir'^^:^', so ist, wenn ,^ der directe AebnlichlteiUpaaU 
der gegebenen Kreislinien iat, AC='——i (27.J,, Weil »Ur 



= o:»— ß', »Iio -;^ ;, «o bat wan^C^— ^Sr;, 

luch ^ der directe AehnlichkeitapnDkt der mit g, q' be> 
in Kreislioien. 
liicherweiGe erhellt das Theoreui für deD ionern Aelinlich- 



Anfgabe, alle STstem 
M coBO«BtriBclier Kreist 



31. 

■■ zweier mit xnei j^egebeDen 

Lrcise an fiaüeD, welche mit den erataro 

AchDlicIikcitapuDktc habeo, wird am eiDTacliBteD so gelost: 

die EntferouDgeD einea Aelmliclilceitapunkles von den Mit- 

B der gegebenen Kreise bIb Dismeter beschreibe mau zwei 

md ziehe durch den AebnlichkeitBpuokt eine beliebige Ge- 

Iche die neu bescbriebeDen Kreislioien in zwei Punkten 

Bo müssen die gesuchten coDcentriEchen Kreise durch 

ite gehen, weil die geiogeae Gerade solclie Kreiw in 

itML Punkten sugleicli tungirC .m 

^4 



-, 



als 



32. 
für drei 



ad di< 



?, C, C" mit den 
inieu'die äussern 
nneren/,A/-, »• 
reier mit den W- 
elchen diesetbeD 



■,r',r" beschriebe 
unnkte.^, J', 
dlich viele 8 
coDcentrischer Kr 

keitapunkte zukui , 

bestimme Dämiicb für ein willkiibrliches g den Radius q' 
ir'=^ü,:^', so werden die mit q,^' beschriebenen Kreis- 
elbeo Aclinlichkeitsuunkle haben, ata die mit r, r' jenen 
ffi bescbrietienen (30). Sodann werde ^" so angenommen, 
,rJ^.^■Q''^ Bo kommt auch den Kreislinien g, q" derselbe 
IBitipunkt zu als ileu mit ibncn conceatriscben r, r". Aus 
~farti«nen fliesst nber die drille r' : r" ^ g' r g", und folg- 
10 gl ei cb er Zeil der Aehulicbkeitspunkt der Kreislinien 
d|gp ^fjenen copceotriscben Kreislinien r', r" übereijj- 



nniSl^rj^kiist, an geht die Zahl der Systeme ii48.%!^ 



'Mtl. 


Z 


eht man du 


ob den 


ein 


enAehnl 


ichkeits- 


flU'r 


K 


reislinien C 
nd bezeich 


nod C- 
et die 


Du 


A eine 
cbscbni 


belieh 
Ispnn 


ige 


naie 




kte 


K mit 


i 


en Krcislio 


en Cu 


nd 


C resp. 


nit JV, 


N; 


,i da 


a 


»r und ytf' 


lie de 


m A 


ebnllchk 


eitBiitt 


nkt 


hleg 


en 


den Punkte 


sind, 


o a 


ad die R 


echte 


cke 



I 



lieb, nnd von unveränderUcber.Ciräii^f^.niA.qj 
TransTersale ziehen mag. .i- .. i!. n^J j 



CM- Ut ^Iff'-. :i9F^r:r', rfA": ^A-'=»-:r'-, fülffllcll ^aftl 
s=:^JV:^A", oder die Recht tck« JMX^A', ^XX .4Sti 

eioatKler gleicb, Keroer ist 'TW-^-'^^'- '^^''^ -■/WX ■^A''=-r 
•X.^!t§'xJX\ und da .IJt/'xlA' J'e Potcnx des Punkte« ^ lir 
die RreiBlioie C, also uuvpräDderlicIi ist, so mus» auch .^Jffy.J.V, 
oder ANY.AM- tod unvcränderticlier Grösse scId. 

Sind /f, B' die BcriiliruDgipuDkte di^r von A aus geio^eneR 
semttnacbnftlicheD Tangente mit iteo Kreislinien, *a fibersieht min 
leieht, dnss das in Rede atefaoDtle constaute Beclileck dem It«clil*il 
Aß -/.AB' ^cL ist. 



34. 






Werden zwei Kreis 
leicbartig (tt.li. zugleich vou 
ihrt, so liegen die I 
LDlicIikeitsfiUDkte 
ler UDglcicIiartitre Berulirui 
e Aeholicbke 



en) I 



lü ge 



r l.i 



spunkt 



Bcriiiii 




' B^-trels. Zuerst berühre (Tnf. lt. Fig. 6.n.) Jte Krn^v 
4t« getrcheDen ^ und C \a den Punkten >V, A' van^ AutAeftV 
tliiss a;M, C; O. M- C in geriider Linie lieifeii, nnJ OJV 
ist. Zieht man die fieritilc-itf^', welche rlin Kreislinie C 
schneidet, sä \st L 0»A'= OA'Jtf= CA'Ja'd= CM' A'. fOf 
lieh CJU' mit CM parallel, weshalb MA'' durch üeu Hussercnjlm- 
licbheitapuDkt A der Kreisliaien C,V gebt. 

Berührt zweitens die Kreialioie o (Taf. II. Ftg.fi.n.) <l 
nen in m und n' von Innen, so diiss otm,'oc'a gerni« I. 
und om^ou' Ib(, so ist, nenn die Gerade itit^ die Kr^i^ 
«' schneidet, i. owm' := ö«'i» ^ (T'ot'«' , als'o Cm' mit 
let, weslinlb mu' ilurch de» directen Aelinlicbkeirspnnkt seht, 

Wenn endlich drittens (Tal'. 11. Fig. 6. I>.) dio Kreislfaie 
Kreislinie Cin J/von Aussen, die Krelslinifc C' nh« 
Innen heriSbrt, s.i dass OMC, OA'C gerade Tvinlen «Ind 
0!a= Oy ist, s« ist, wenn MA' den Kreis C in A 
L OMltr^ 0A'jH'=aHf'A', fnlglicb CiW pümtl, 
weshalb, du die Halbmesser auf verschiedenen Seilen «er \ rwi,:>^ 
liegen, die Gerade MA' durch den inncrn AebnHrbkeitsi.ui,t! / 
geiil. 

35. 

Denkt man sich in Taf, II. Fig. 6.o. van A die gemeinschaifllicba 
BUssarn Tantfenten gezogen, weiche die Kreislinie C id ß, 6. dit^ 
andere in 0', i' berühren, so erbellt, dass die BeriitirQngs|i 
jeder bei<le Kreisliaien von Aussen tangirenden Kreislinie i 
Bogen BJV6, B'3fi' liegen vrerden, und auf den andern 
dio Berülirungspunkle aller beide von Innen langirendea 

Daa Umgekehrte findet statt, wenn die Kreislinien iin^i 
ti(r berührt werden. 





i«tkelU, das« keine Kreislmi« die gegebenen- ia d«D Be- 
i«|iiulKleii der TooKot^n zHgleicIi beriiueii Imdd. 



|,,||Me«>yiUi ilie Kreialiuen C, O, C" aa beiDhnfTeii, dou sicli 
■■ (7",&^ beschreibeu lasseo, von denen dio erste die drei 
raebenen von Aussen in den Puokteu MyM\ M"\ die aiidere die- 
jitllieii von Inoeu in den Punkten X, A'', A" beriibri. Der änssere 
hltDlkJikeilspuuhl der Kreieliaieu C, C lie^t dann (34.) sowubl 
iglf.der Ceradeu MM\ als aai SS,', der äussere AehnHclikeitsonokt 
U C, r- sowobi auf MM^, als auf MS", der äussere Äebnlicb- 
kitU]iiinkt vitü C", C" sowohl «uf M'M", nU auf A'A'". Da nun, 
leni» -i, _-/', A" die di 
", C'i C, C": C, C", 
EW") ^"M'ät", J''A"A'' Transversalen der Systemo C, C; 
ert <?*, C" «ind, so finden (33) die Relationen staU: . 

1JM .JM- =AA .JA- 
jfJU .J-ia" =A-S .A'N" 
.fM. A"M" = A-X . A"X" 

rPApkte, .^, A", A" bieten sooiit gjeiche und eleichBTtifi^ 
fcT/fdr die Kreislinien C" , C'i' dar, ndvr AA^A' ist eigy 
Äni«. uäiDlicb di« l'uteuzliuie der Kreise C"\ C'^. 
X die Kreise C, V , C" frrner so LescbaUcn, d»ss sich zwei 
T, -<Vr bescbreilieo lasscu, deren erster die Kreise C, CT 
|4*iD. C" von Innen, der andere C\ V von Innen. C'' aber 
■sen beriibri, so erbellet g-nnz wie vitrlier, das» die Aebn- 
puinkte A. /', /" in gerader Linie, nämlicb in der Polens- 
fc .Kreise C"^. C"' liefen. 
Milw^eo daber folgende? 



37. 
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* U eben cliarakterisirlen Aebnlicbbeitspunkte liegen stets 

"V Linie, ubue dusi die Kreisliniea vun der in 37. nuge- 

> BfäcbaS'eübeit sind, nur kana dann, v«D ein^ Potens-' 

11 die Rede sein. lij jiil' ' ~ '" 



128 

Denn nach 32, ksno man die Halbmeaier der 3 Kreise ut loi 
abnehmea lasaeti. daaa die Kreise ^am Buaserhalb eioandef lieg) 
und ducb dicsellieo AelioHclikeitepunkte haben, und für 3 gu 
ausserhalb eiDBnder liegende Kreise sind die BcdiogUDgea i' "" 
erfüllt. Wir baben aUo foligeodes Theorem: 

Btzeicbnet mon die äusaeru Aebniicbkei 
dreier Kreislinien durch J, ^, A' , die iniierD 
/', 7", ao liegen die Ternionen 

J, A', J- 

A, r, I- 

a; j, /" 
A\ 1, r 

Bteta in gerader Linie, and dieae vier Geraden beia^ 
Aebnlichkeitsaxen, AAA' die üirecte, die tibri 

lat es möglich, an die drei Kreislinien die 6 äussern ^emetl 
schaftlicben Tungeuten zu ziehen, so ergiebt aicb aus dem Obige» 
der von Monge gefundene Salt: ] 

> die dreiPunkte, in denen je zwei zusammeng.i 



hiir. 



nde der 



Tangenten sieb schneide 



i S.f 



ner ge 



Zuerst denken wir uns in und am einen Kreis einen Trlai 
beschrieben, ABC, A'I.Jtf {Tat 11. Fig. 7), so dasa die S^ 
des letxlern durch die Winkelspitzen dps erstem gehen, ond fe^ 
denken wir uns die Seiten des l\ ABC verlängerl, bis sie i 
Tangenten in den Gegenecken in D, E, F begegnen. Dann I 
ten folgende Ouistände ein: ' 

Die aus K m\\.KA = KB beschriebene Kreislinie wollea \ 
der Kürze bulber bloss die Kreislinie A' ueouen, und eine äbDlid 
lleneuuuiig für die aus /. mit /.fi^AC, und aus J/ mit itf^=3;4^ 
beschriebenen Kreislinien anwenden. 

Dies ToruuBt(esetz,t werden die Kreislinien A" und M Tonfl 
Kreislinie L in ^B und C von Aussen (d. h. gleichartig) herih 
weahalb ihr directer Aebulichkeitspuokt auf der Geraden HC I) 



') M. Tgl. den analytischen Beweis von Grunert in d. Analyt, GeflL 
trie. Theil I. S. 111 if. Der Beweis in demselben Worko Theil^ 
S. 207 ff. gründet sich auf die Theorie der Transversalen. F 
«iellen Fall des Tbt-nreius beweist Meier Hirsch (Sammhine gvoin 
ITiMher Aufgaben Thcil II. S. JßS — 70) durch Rechnung. Ma, -* 
Sammlung -von Aufg. und Lehrsätzen aus der analjt. Geometrie. 
Abtb«ilung S. 80. 




l4'dB'Jbrsutbo ik\i tiuch agf iler CentTAle KM ieGaieU in 
niMrrfiscbniH ton ßC und J»/C, namlicli /*„ der Äitattc 
IfcIlfceitspDtikt der Kreislinien K uoi M. 
finnt eix^RBTi crliellt, ilnss ß der direkte Ae1inliGLkeVtE{iUDkt 
_. KreislitiicD A' und /^, F der directc AeliDlitlikcitspunkt der 
keislinien A und M ist. 

Daher (38.) liegen die Punkte D, £, J^ in eiaer geraden l.i- 
,n>, Dämlicli in der äussern AelinliclikeiUaxe der Kieislinien 
«, Z., M. 

F«Tnep werden die Kreislinien li und ^ ( d. h. die ans ö, E 
»t /^.r/. £/; bescliriebenen KrcislinieEi ) viiu der Kreislinie K in 
A nnil A im^leiclinrtis' berülirt, weslinlli illr inverscr AclinlicIikeitB- 
punkl auf .4'B und /Jf* zu gleiclier Zeit liegt, also F ist. 

Eben so nird einp-eselen, dasa £der direcie AehnlichkcitB|iuiikt 
HD deu Kreislinien D und F, li der di.rccto AeLulichkcitspuokt 
T« lieu Krpjslinien E und F ist, 

Demi>>ie)i haben wir folgendes TliPorem: 

B«l jedem einem Kreise eiiigcBcIiriel>eneii Dreieck 
'ftD'cIte DurchBclinittspunkte ilerScite.h nit dcoTau- 
tf^f^jt f □ dcn'UegcnecköD stets in ge ratler Liiiie *}, , 

!; " ' 40. 

P Dass dieser Sutz fijr alle RegclactiDilte gilt, wird ro erwiesen. 

t Die Spilzc des Kegels, iius lyelcbeni der Kcgelscliajtt g'eschnit- 

y'lsV, lipissc .Vund ÄBV^w cib in den K e gel seil iiitt bescliriebenes 

' ' ■ : ' -f. man diircli S.i e!ne Beriilirungseheoe des Kegels. 

Iji'ne SBC in der Geraden fiD acbucidet, so dass ti 

:.iilitSj>UDkt von ttC mit der Durcli^dinittslinie der 

. i.cne und der Elicne des Kegelschnitts ist, a» vi\\\ DA 

■ne l'jiii^'^nic d'ds Kegdlscbnilts 19 A sein. Auf dieselbe Art cou- 

rre man die übrigen Tnr)geutcn, und deren Durcbscboittsimakte 
den übrigen Seilen des Triangels. 

Van -cbneide nun den Kegel durch eine Ebene so, dnss der 

■ : : . Kreis und von denTiauten SA, SB, SC resp. in J*, 

'il'i'Q wird. Sodann sei -f/y die Durchscbaillsliuie der 

l.cnc durch SA mit der Kreisebeae, duss ujso Aßf 

i ' ::[e des KreUes ist, welche die Verläa^eruug von B'C 

M />■ srliiicldet, und ebenso bestimme mau die Punkte E', F'. 

n Nneh 3<f. liefen uun die Punkte D' , E\ F" iu gerader Linie, 

■I du ß, E, /^ auf den Geraden SIV, SE, SF liegen, so wer- 

K' 4i* leixtern Ponlfte tn einer Ebene, and lugleich iu der Ebene 

■fKcgelscIiuttld liegen,' und mUssen sich also in dei" Darcbschnitu- 

»K b«iil«r Gbeuen, oder in gerader Linie befinden. 



41. 
wir jelit Ewei Vieiecke ABCD. KLMS, von d. 
I einen Kreis, das andere um deuäclben so beachri< 
ine Seiten durch die Ei'ken des erstem gdien; E <i 
t der Seiten AB und C/J, F der Our. hscbpitt di 
} und BC, G der Durchschnitt der TangcDteu \ 






lickelimg iler Abhängigkeit der geomelT. 
3. 135. — Grunert Acialyt. Geometr, 
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Jen Ge<^DeclEen XA' vail jVjV, endlich 7/ der Durcbsclmilti 
TaDK«nlen AW und /^Iff {Tut. II. Fig. 8.). 

Da I1UH die KraiHiini«ii A' und Z, sowohl von der KreialHl 
ab von d«f KreUlinie Jt/ resp. in ji, B; I>, C gleichartig I 
wei'den, so lip^t ihr directcr Ae|jDlieLkeiU|iuulct »uf ileu drt 
nidcn Alt, et), SL, Bu dass also die leUteru in eiuen Dui 
selbeti l'uoklv E zusammeDtrefieu, 

Ganz ebenso wird crwirsen, dass die drei Geraden BGfiü 
MK in di-mselbeTi Puokle F znsamnieiistoEseD. 

Keruer werden die krei»linieii X und Z. von der KreidUi 
In D Udd -ff, von der Kreislinie // in A und C uDgleicliarXi| 
riilirC, wcswe^vo ihr iuvcrser Aclinlichkeitspunkt auf den Gtti 
BD, AC, AL, zugleich Ji^^U uud die loUtera oU» io eii 
Uemselben Punkt O sich schneiden uiüsBen. 

GiiDz ebenso wird erwiesen, daas BD, AC, KM sich i 
Puukte »Ritneideo, und folglich Irett'cn die vier (ierudcn ^ff,'j 
ASf, /.iV in dcniaelben l'unkle Eusammen. 

Nun werden auch die Kreislinien G und // von Jen K 
K und Sf resp. in A, A; D. C ungleichaTii)!: berührt, dah« 
innerer AcbDlicbkeitH|tunkt A' ist, nitd sumit Jt, O , E m gK 
Linie 1iei;cn. Suduno werden die Kreislinien G und H v«b 
Kreislinien A und iV rosp. iu B, C; A. D gleicharlip; berühr 
dnSN ihr dlrecier AehalielikeilHpunkt F ist, und s»init au«b J 
G, // in L'rriider Linie liegt. Also belluAn sich die -viet P| 
A, /', C, // in einer geradeu l.iuie. ■^™ 



Diese Re.=uIlHte nuden fCr nlle Kegelschnitte statt. , 

DeitD ei Bei Tvieder ^ des Kogels'Spilze, zuwelcbeai^ 
Bebiirt, ABCD, KL.MN eio in und um den Ketfelschnilt bej^ 
benes Viereck, dnss die Seiten des teutern dnrch die Spitg^ 
erstem eelien, E, F die Djirchschnilte der Geu^euseiteo dei « 
Bchriebenen, G, H die Durchschnilte der (^e^fenseiien des dmA 
kcnen Vierecks, so dnss also HE der Durchschnitt der Ebenen k 
SDC^ E der DurcbKchniltspunkt der Geruded SE mit dorn K 
schuitt etc., SG der DurcliBchnJIt der durch SB, SO ifelesta 
rtihrungsebcne des Kegels > G der Durchschnitt der Gersdea 
mit dem Kegelschnitt ist etd ■ 

niüii schneide die Ke^iellläclie durch eine Ebene, dussdefS 
ein Kreis wird, beieicbne durch A, B' , C, If; K\ E\ j« 
E\ F\ G\ H' die Durcbschnittspunkte iler Gernden SA. SB. 
SD; S/C S£,, SM, SAx SE, SF. SG, SU mit .ler Kretseli« 
wird erhellen, daa ABC'B\ AE'IUA' ein in und um denll 
'beschriebenes Viereck ist, dessen Seitim und .Spitien sich lierSI 
und E', F' die Durchscbnirte tier Gci^cu^iciteri ilea in den f 
UDd G\ H' die nurchsclinitte der Cegenscilen den um deu 
beBchrifbenen Vierecks sind. 

Nach 41. liefen die Punkte E , L' , A~' in gerader LinÜ 
dass SE\ SL', SS^ eine Büene bilden, iu weicher nuch die F 
E. A, A" lieüen,^und d» die letstern in der Khene des Kegelsc 
sind, so beliodeu sie sicJi im Durchscbnitt beider Ebenen odi 
gerader Linie. 
~ Ferner scbncideD sich nach 41. die vier Geraden AC, 
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iEHtt I'JÜ' ■■> demBellien Pimkte O", westreKSD die vier Ebenen 
l/C", Striy, SK'J\I', SA/X' bicIi in der üeraden.ÄÖ' (reffen, 
fti milbiu der Punkt 0, als auf A'f/ liegend, nlleo vier Bbeoeu 
ItBMinssm isl. I\U[i liet;t al>pr im Ke^elscbnitt, olsu auf den 
iW fieraden JC, ÄO,' AW, /.-V, in welclien jene Ebenen den 
iacetBclinilt lrelf{-u. 

CodlicL bcGoden sich (41.) die vier Punkte £'. r\ C, 11' in 
(Mtler Linie, vesbalb SE\ SF\ SG, ff//' eine Eliene Lüden, in 
Vicfaer niicb £, I'\ G, // Vielen, und du die letzlern auch im Kc- 
tl*«faiiilt sind, so liegen sie in beider Ebenen' DurcbHcUoitt oder 
igersder Linie. 

Ucnnaob eDls[jrLngeo folgeode Theoreme; 

1) Sifid in und nm eiiiea Kegelscbnitt z ' "' 



I besch r 



eben. 



dusi 



< Sc 



bken ti»a 

itr Ge^f^enaeitBD des eingeacb 

leaPanr der G<;(;oneckea des i 

I 2) Die vier Diagonalen b< 
Uaselbea Punkt zueainmcii, 
lürcbsclinilt der Gec^enseite 
||ltr«ck8 uiit einem Paar Geg 
- — , und dem UurvbBcbn itt d« 

tt Linie liegt. 

$) Die vier Durcbscbuil t, 
" \ ierecke befinden sich 



lie. 



I Ic 



oll dil 



trecke treffen 



loecken il 



4-1. 

ic^en wir nun dai in einen Kreis bescbriehene Sechseck 
df ji4 At J. (Ti>'- '"■ I''>g- ^-)> "■><' verlängern je zwei 
Bwitchen denen zwei andere liegen, bis sie Btcb in C, , G^, 
Milien, HO treten folgende UmBtände e»o. 

' I _^,, J,; ferner in J./^,; endlich in A,, A, 
jc sich in A"„ K„ A\ sehneiden, so ist (42.) G, 
9 Acbotichkeitspunkt der Kreisliuieti J^,, K^, ferber O, 
bAahnlicbkeitspunkt der Kreislinien K,,K,; eotilicb 6, 
tnlichkeitapunkt der Kreislinien Ä, , /C,} fulglicb 
9 Punkte G,, 6',, G, in (gerader Linie liegen, und 
■■ fr Punkte G„ G,, tff,, Ä',,A%,A\ in ciaer 



I 41 



. und 42. diese Satze für' alle 
iutspringen die Theoreme: 



Kegd- 



^)ien die Durchschnittsiiunkle der drei Se 



Bl^ Geomer. Tfaeil f. S. tU — IS. (Speciell. Fall für d 
Steiner Geomecr. 6esCiiken. S. 193. — Magtiua Stmife-j 

fiyi, Aufgaben. S. 1»1. 



VI. 

Aus dem crslipii Tlicorriii lüsat buIi ein unUeres itiilcitea, 1 
dies kIcIi uuf ciu incioeu kugclKüliiiitt lieschriebeoeB Küsf*^ 
Iiuxiolil, uiiJ uU ein CrcatSaÜ jene« betrachtet werdeu Ittuini 
iiiUD a!cl) vursleilt, iluna eine Kuiti; des in eiDeo kn)];«bcbftitt t] 
sclirielienCD ÜecbaockB ulliuabtig versvliwiada. Der !»atz ut f 
geudPt' : 

. Uei jedem oinem ke((etac)iui (t ohifcesc hriabitJ 
Pij,nfeck licgcu die DurclmcLDitUpu uktc irsgcftd: awlifl 
Sciienpnare, unil der Uiir^l.Hcl.iiii t)i|mü kt. welcbenJ 
jede&inuÜKc f«alte Seile, mit der T«n(it«utc iu,4C4i 
KeniilieräleLctidciiEcIte liildeC, allemal in i 
Linie (ülein^r Geom. i^estiilt. Ü, 153.) 

Beweis. In Tal. III. Fig. 10. sei ,-J, A, A,.>iji\ 
ilitn Kcgeltclinttt beecliricbeDe t'ünfeek, die Seitun 
bcLufüden sicL iD 6',, die Seilen ^■t,A,, .J.A, 

ind die ä«ile j^^t iieg^egee der in Ä, fCiMaM 



geme in C„ 
Liuie i 



n'crd«a, dass G,6tG,.t 



mun ndiiiic awisolien Aj und A, noch eincD i 
A, au, vcrliinde ihn mit A^ und ^, . so äas» A,A^ 
eil) in den ke^clscliriitc beschriebenes Sechseck ist. und ^ 
A^J, bis es A^A, in T,, J,A, bis es A,A, in F, 
HO niuss (.43.) G,r,r, eine gerad« Lioic Bein. 

Geeelxt nun G,, G,, G, lagen niclit in (gerader 1 
ilern die Gernde G,G^ hegep;nete der (leruden -4,-Jt } 
lasse man sich nun den l'unkc A^ dem Punkte A, ' 
her und naher henegen, ohne dass er mit ihm iussmin«{ 
ter diesen l'inständen wird die Gernde A^A, der Gert» 
immer näher kommen, und der Punkt F, somit dem )' 
sich näher hriti^en lasse», uls jede vorgegebene QUim, 
bhensü wird der Punkt V, dem Punkte G, bcliehiz nahJ 

Wenn nun der Punkt g, nicht mit C, jmsammenlall^ 
während T, sieb nacli G, hewegt, <\\<t Gerade G^V, 
big- klein g-emacbt werden kiinnen, uber nicht die Ge 
du tie im vorliegenden Fülle sleta grösser uls G^g, 
dies gegen das Obi^e. ei> muss g, "mit C, zusummen füllen v \ 
die Punkte &,, C,, G, sind iu einer Geraden, 



•) Den Satt 1) hat Pascal (Ess 






US Nöte) gA£ 
, I er die gao»,,, 

illet haben. - %\,)U 



Kegelschnitte auT ji 

ncrt Anal; Geom. Theilll. S. 270 IT., V. ,_. 

(Aririales de Malheni. XVII. p. H3.) mitgerh'eilt ist. - 
TmkÄ it#s ppopri^lis prnjÄciiTes des (ipirp.f, jn 81. — 
Gtoum. Geaniteii S. 150. und Annitles de Madi. V»l. XVIII. 
Geometrie de {lU^idon. 'Vut. II. p. Slit. der LcberseCiung. 



. rtersehendeu Sälzeo erlielll, wie i 
mit Hülle dea Linenis lüsen btiDii. 
DD irgend drei Punkte eines Rogetscluiitts, 
"angeoteii in iweipn geg-eben sind, die Tan- 
dritteD PuDkle zu fiuden (39.). 
DO irgend vier Punkte eiues Kegelscliui tts, 
■ ngeule iu einem dersellien getrelien ist, die 
n in den drei übrifren Punktion zu finden (42.) 
iTftf. II. Pi^. 8. sei die Tnogenie in ./ |regeben. Mqd 
le'Ponltte E, F, O, ziehe EO bis sie die gegebene Tun- 
acbncidet, und verbinde A' mit D, so bat mun die Tan- 
', ziehe ferner FO bis sie die Tangent(>n in ü uod A 
JT schneidet, und verbinde üt mit C, K mit ii , so bat 
mgenten in C, U, 

d vier Tunt^enten eines K egelscb ni tta 
^s|)unkt der einen ^es'obeu sind, die 
((Hliuukte der drei übrigen zu finden, 
n einem Punkte, der im l'mfuniife des K«gcl- 
iie^gt, au denselben eine Tano-rnte zu zlelieu. 

■j-io.) . 

ime quaset dem gegebenen Punkte A^ noch vier andere 
A^,At,. 80 daas-V,^,, .J,--*, Bicb in C,. ferner ,J,^,, 

" Oj acbneideo, ziehe G.G., bis sie A^A^ in G, 
»d verbinde G, \ä\iA,, au iat.^.G, die geauebte Tnn- 



4ti. 

Vt'A: Die Potenzcent 
reUhe mau erbalt, n 
igebencn Kreise, ob 
rindern, um gleiche 
sU^reich itbuehmeo 
rLinie. welche auf d< 
[Bgebeneu Kreise aeul< 
'^mise dieses TLeorems 



rit aller'System« dreier 
enn man die Halbmcssor 

ne die Lage der Mittel- 
Grossen zugleicb wucb- 

lässt, befinden sich stets 

sr äussern Aebniichkoits- 
recht steht. 

sind folgende Vorbereitungen 



Panltte S (Taf. III. Fig. II.) treifen 3 Gerade zusammen, 
ÜttferfiH die Gerade LM senkrecht ist; fcrucr seien von 
Useh Punkte P der (jeradeo SK auf SL und SH diu 
r#ffiind PR gefällt, so behaupte ich, duss die Proiior- 

trenn Aehnlicbkcit der AA ^C. ^KL; SfiP, SKM 
l~-ßP:SL, SR.SK=SP:SM, also .S'«.Ä/- = 
IH.SM^SK.SP, daher ÄS . «/. = Ä'/i . Ä';tf , »der 
t.Sit: SL. 

nkBlift -wenn diese Pro|)oriiun statt findet, und P(i, PH 
W'««oktecbt stehen, so muss /.!\l auf Ä'A' senkrecht 
in dieses nicht wäre, so miisüie das von Z. ouf SK 



Kefällte Perpendikel die Ueroile SM 
äiisaS&:Slt:=SAf':S/^ wäre. Und 
seiu, nelclies UD|;(ereiint. 

3) Id Ttif. III. Kiir. 12. Bind vod beliebig vielen Puukien i*. /*, 
/"' Hlc. der GprndeD /»/^/'" uuf zwei nudore Cprade /tH'/f. U<i*f 
Periicndikel 7*ft, PR; Pd, J-Jti J"k", P'K' etc. ffelaill, m 
beLuUjitc ich,, ilnas die Gleiclibeit der Verbältuiss« slult liude 

UQ .HR'= QQ'-./tR'^mc. 

Denn zieht man durch /* mit den C^rnden QffQ', RR/V Ft- 
rallclcn, wRlchc die Pcrpenilikel in if, ij" etc., r*'. r" etc. «cl 
den. %»\%tPt/.Pq~=PP:PP-',IV:Pt=PP';PP'\ nUo 
Pif : Pq' =. Pr' : P,^ , oA^i P^' : Pr' = Pf : Pr \ o<l«r fiit-Mt 

^qq'.hr: 

4) Umgekehrt, venn nuf den GeradrMi «f/, AA' die Punkt* 
Q, U, Q" etc., A, /f, A" etc. «o «feivahlt sind, da^is sieb terliill 
<?«2': (S>(2"=:AA':AA" elc, eo iniiss«n die Durclisckniilipaihl« 
der in diesen Punkten ernchteieu Perpendikel eich in gerader IJ" 
nie beniidcn. 

Denn echnitte die Gerode PP' dns Perpendikel P''Q" Diclili» 
P", WElcl.en Punkt diis letztere mit 7"'/(" pemein bat, s. 
das voui gedachten Durcliscbnitt iiul' HK ^et'Ällte Perftendikel ili« 
letztere Gemd« im Punkte 3t' au trefl'en, J^ieb UH' , UW= ttK. Af 
Tväre, und dann müsate nacb der Vuraasselzuog AA"^ AiR" 
wetches ungereimt ist, 

5) Nun «eien C, €', C" die Mittel|iunk(e, n r", r" ilie Halhn» 
eer dreier Kreislioicn, und % Dasjcnij^u, um welches aFle drei Unlb- 
measer wnchscn oder abnehiaeu; ferner seien Q, R dip D<ki.'Ii- 
schuitte der vi)ra Potenicentrnai /» nuf die Ccnlnileu CC, f'' 

teo Perpendikel mit diesen Centri.len, P" dan Poteniei i 

mit den Halbmessern r+i., r'-\~X, r° + l heHcbrieben. 

erstem concentrischen Kreise, und Q', R die Durchsei 

vno eben iliesem Potenzccntrum auf die nämlichen CeDir.ilfii «i» 

vorher g;efälltea Perpendikel mit dem letztern, so ist nach im 

Übigen 



QC= 



CC- 



- fgC=- 



^-{r■ 



■ ^) = -fr'-|-J)' 



niso durch Subtracli 

Gonz ebenso wird sein AA' 






v^^Iiz^ 



Qfi^ _ r — r CC" 
RR- r — f- ' CV 

Hiernach ist das VerbSItnisa QQ'-.RR' conslant, weshklh |t| 
die Pntenxcentra s.-immllich iu einer geraden Linie liegten. 

Die Richtung dieser Geraden zu bestimmen, beseiclinen Vir 
durch Jj und M die äuBBeren Aehnlichkeitspunkle der SvalenB C, 

C und C, C", so ist nach dem Obigen LC =~~ "" 



J/C 



■ j^ , und folglich iiucli ilcm Obi- 



\ aber S der Hurcbscliiiitt der Ceriiiieu PP mit CM und 
I Aw fieraile St mit £C (mrullel sfEUffen, diiBs «e die Per- 
»mlikel PQ.Pff in q, t}\ die AeliulicIikeiWxe /.J/ la l Rcbn^i- 
iri, so ist Sq-.Sn^Qtt-.JtR', also aucti S^i SR = MC: LC, 
Ib4 dn jWC : /.P = MS : AT, so l.ut Dian Si; : SR = MS : ÄV, 
IKslialb Bflcli 2) die Gerade SPJ" oder der Ort der l'oleiizeentra 
■f i'JV oder Lift, d. b. mt der ausBeru Aeliuliclikcilsuxe seck- 
uAt Btehr. 

f tTena nma die Rnlbmesser Ibeils wacbsen, (heiU aliaehnien 

ItMM, so n'tirrle der Ort der Potenzceotra nucb imiuer eine Gerade 

welclie auf eiuer der drei inver&eD Aebulichkeitsuxea seuk- 

Bläiido, £. U. auf Ai'I", wcDu maa dJe Hiilbinesscr r yod r 

\ r' iiiiuehmrD lägst. 

Dies weiUr auazutuliren ist Danotbifr, da es mittelst obiger 

lErikci(iion UDler einigen MudiGcatioueo leicbt cfbellt°). 

47. 

* N%cli dem Turhergebeaticn ParBgmpben stcbt der (trt der Po- 
ceDltn auf einer Aebniidikeilsaxe der Kreislioiea, deren Halb- 
r', r" sind, senkreclit, und da er aus .deuiselben Grunde 
K.tiaer Aehnlichkeitaiize der mit den Halbtueiseru r+X, r' + ^, 
^ \-\ licscb riebe neu Kreise senkrecbt isl, so eDtS|iriDgt folgendes 
ttem, velcbes, eu viel icb weiss, nucli nicbt bealimint susi^c- 
~" I ist: 

«.A«bnliolikeitGaxeD aller Systeioe dreier Kreise, 

n erb alt, weun man dieUalbroeBscr dreier )[e- 

tkvti Kreise, obue die l.o^^e der Mittelpunkte zu än- 

I gleiche Grossen wa-vbsen oder abnehmen lässt, 

Ikll« unter aiuh und nit der Aehnlichkeitsase der 

heuen Kreise pnrallei. 
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k-m^l. Grnnerts Analjl- Geometrie Theil I. S. II". Siip[ilou 
hWürterbuclie An. Anwendung der Analysia S. 22. 



der Ebene io eiaem Kreise ^cacliDilteD wird^.und dff, WM 
Hklbkf^iB«^ tin recbfer ist. 



telp. 



«uktc ile 



D weicht 
elcbe (ti 



eaea in einen Pn^kL 
iche, Bit liegen die tt ■ 
o sie die Kugel treffd 
EntferDüDg des natd 
Mittelpunkte der geA 



BclinitCB[>unktes 

beoen Kugel zum Durcljüi 

Beieiclinet man nämlich den Alittelpuakt der {teg^Üeoen Kt 
durch C, den DurcIiECbnittspunkt der Llieoen durch y, und isl 
der JHittchiunkt eines Kreises, in velcheni eine beliebige da 
eehende Ebene die Kuget trifR, so steht belinnntKch C0 anf 
Ebene senkrecht, su iixas ulao CJifP ein rechter Winkel ist. 
dies vnn jeder Ebene g^ilt, so erhellt die Richtigkeit des Theoi 
aus 48. 



-"'EVBfttz. Der ^ftonetrificbe Ort der MitleljinnUe aller a 
einem Puukt ^ schDeiileuderSehDen eiues Kreises, deasen J^ 
pnnkt C, iit die um C/* »U Diameier beschriebeuc lireislint&,j 



Theorem. Dureb einth und dcDselben Paukt q^d 
nach eiiier Geraden beliebig viele oudcre Gprnile ge] 
gen, wcicbe der erstem iu /iT, A"', A" elc. begegu 
und unter dencu CA' die Seokreclite auf die gaacM 
Gerade ist. ,j,L 

Wenn nun nuf derselben Seite des Punkten O »ffl 
Geraden CK, CA", CA" etc. die Punkte JV, M, ÄT-t 
so angenommen werden, dass die Rechtecke 

CA'. CM, CK' . CJff', CK" . CM" etc. ^ ^' 

sämratlicb gleich sind, so befinden sich ßf. M', itf^U 
derjenigen Kreislinie, welche C^zum Durch raes«eV^ 

Beweis. Es sei M'-"^ ein beliebiger unter den Pan1ct>i 
M" etc. und die Gerade MMi"^ gezogen. Weg'eii der GlefcM 
CK. CM= CKi«> . CJ/f") verhält sich CA": Cm-i =: VICI-Ytl 
weshulb die Triangel CA'A'W , CJ/I").!/ ähnlitb, uud MmU 
Winkel CKKM, CMMM gleich sinJ. Al>er der ersle. la)J 
rechter, also muss auch der zweite ein rechter sein, 
Richtigkeit dcH Theorems einleuchtet. 



52. 

Denkt man sich das ganze gu eben charakterisirte 
CMK als Axe herumgedreht, so bcüchreiht die Gera 
eine auf CJifK scukrechtc Ellicne, uud die Kreislinie CMÜ 
eine Kugel, deren Diameter CM ist, weshalb folgendes Tbe« 
euls)iriugt: 




1S7 

■M-KBn von eiDem Punkte C dbcIi ein«r Ebene 
äg" viele Gerade, die iLr id K, K', K" etc. befeff- 

Bt ferner CK auf der Ebene senkrecht, und wer- 

IB Jie I'uDkte M, JU', M" etc. uuf ^redacliten Geruden 
. besiimmt, dasa die Reclitecke CK. CM, CK . CM\ 
K'-.CIU" eic-HämmtlicIi kIpicI. sind, so bcfiii den BicL 
, At'. M" etc. ia der um CM sls Dinmcter beachriebe- 
in Kugelflacbe. 



•W. 



Die Tlic( 



io 51. und 52. sind der ['mkcltrung fähiQr, so 
■■, wenn uie i-unkte jW, M', M" ie der KugeiSäcbe oder Kreis-' 
ä« an C;V als Durchmesser lieeeo, und rfifricble ßecblecke Bleich 
kd, die Punkte K, K' , K" lu der a^tM senkrecbtcti Ebene 
tu g^cradeo Linie liegeo. 

, n ^^■ 

..i.Jntxt sei C der Mittelpunkt einer Ku^el, welche von mehreren 
MsvIteiMB, die sieb iu demselben Punkte M schneiden, getrnflen 
M; am jede. dieser Kreislinien denke man sich die die Kugttläacbe 
V&hr«orle KegelBache beschrieben, und die Üpitzen nller der Ke- 
tlilwliea werden A'. K' , K" etc. genannt. Die Geraden CK, 
IK', Cü' etc. werden durch die .Mittelpunkte der resp. Kreise 

titf', J/" ete. geben, und für die beliebigen- Funkte A, A'^ A", 
in den Kreislinien, welche durilLjdenäelben Punkt jfffebes, 
! Winkel CAK. CJ'K. OIf'K'' elc. rechte sein. Dea- 
n. da AM,A'M;A"M'' eU. aix( CMK, CM'K, CM"K" 
V. M" eic. senkrecbt sind, die Keclitccke CK. CM, 
i'K'.CM' etc. sämmtlicb gleich, namlicb jedes gleich 
: 'ifs Rudtns der gegebenen Kugel sein. Da nun (49.) 
y, M'. 'M" etc. in der nm Ctf als Dinmeter beachrio- 
ti-\ liegen, 8» müssen (33.) die Punkte A", A'', K" etc. 
VM in A' senkrechten tlbene sieb beliodeu, und wir 
t'ulgende Theorem: 

n die Ebenen beliebig vi eler Kreislinieo, in de- 

AugeJflHche gescbnitteu wird, durch einen und 

l'unkt. so liei^en die Spitzen der um jene 

.] hcacJiricbenen und die Kuge 



kirde 



'■" je 



rKua:el 
;ckehrt 



ittspunkt de 



rn Ehe 



eiche 



lit derti 



irttindcnde Gerude steht 



t dem Mittelpunkt 
uuf erst gedacliter 



stehende Durcbscbniltspunkt ist Pol der Rbeoe, 
Ucn der KegelÜacbcn enthält, in B^zug auf die ge- 
\ und die Ebcue Pularcbenc geounnt worden. 



Man «ergl. «len Uen-eis uoaeres Niil;res von Urun 
unalyt. Geometrie TlieÜ I. S. ^3 — S7. 

55. 

Zusatz. Sclitieiden Bicli beliebig viele Sehnen ejd 
Kreisei, tlesauo Mittelpunkt C, in dem Bellten Paflkt«J 
UDil coiistruirt uian iu den beiden EuilpunLtfiBi Jm 
Sebue die Tuiifreri le ii iIpb Kreises, so We^ea d" " ^ 
scliiiitta|)uijlt le ullcr Tan((enteupiiiire in einer ei«si^ 
geraden I.iule, wcli^be iiul' CM sunkrecbt sielit, un4'B 
((ekebri. 

Die (iernde Iieiaat Polare jene» l'unktes, und dieser Pol4 
Geraden in Uezug auf ^JK zu Grunde ^^legte Kreiolinie. 

56. 

Der Satz 55. bcbnlt Beine Ricbligkelt für alle Ke^el s 
DeoD es sei S die Spitze des Kegels, zu welcbem der Bn 
rebört, und AB, A'B', A''ß" beiiebig- viele in demselben 'I 
M zUBammeu kommende .Sebnen des RcKelscbnitts. io dass f 
DnrchstbDittsHnic der Ebenen SAB, SA'B, SA'S' tsl. 
nun der Kegel von einer Ebene gcscbnitten, dass der' SoInriU' 
Knis wird, niid becegpen die Seilen des Kegels 8A, 8B%% 
SB efe. der l*eri|d]erie des Kreises in a, i; a", t' etc., 
aucb die Kreissebocn ah, ab' etc. in demselben Punkte m* xM 
mentreffen, welcher der QHfebachiiitt der Geraden S3f mit l 
Kreisebene ist, indem diesHn*unkt z. B. in den Ebenen SeA \ 
der Kreiscbeue zu gleiclier Zeit, also in ibrer DiircbsctmiltB^ 
a& ist. g^ 

Nun seien A', A'', K" .... die Durcliscbnitlc der 'fVni 
paare in yi, ß, in A\ B', in A", B" etc., und /•, *', k' 
Durchsebnitle der Tangenlenpaiire in a, b, in «■', h\ in u", t/' d 
so werden SKk, SK'k', SK''it?' et«, gerade Linien sein;>dB i 
SK Hswobl als SA- die Durcbschnittslinie der durob Sj4a^ 4 
gebenden Berübrungsebcne des Kegels isl. Nucb &5. liegen idtlH 
Punkte iC',A',i(.-" etc. in gerader Linie, v/t-s\in\\, Sk.Sk\Sgf jaM 

Ebene sind, in welcher die Punkte A', K', K" lie^a:' 

lelzlern Punkte sind über nucb in der Ebene des KegeMcbnl 
nitbln im Uurcbacbüitl beider Ebenen, d. b. in ger«d * 
welcbc die Polare mit Rücksiclit auf den iJurch^cliaitC der i 
als Pol tur den zu Grunde gelegten Kegciscbniti genannt wlr^ 



Dm die Polure eines Ausserbnlb des Kreises gegeben. _ 

linden, rouss man (nocli 55.) durcb M eine beli«büt« j 
a: — I :,L I.. i"- i„ _:„! ^r^.i 



a M 



Kreis in zwei Punkten A', B scbneideude Gerade ziebeo, 
Durchecbnitlspunkt der durcb letzlere Punkte gebenden TaainH 
des Kreixea K' sucben; fällt man dann von K' auf CM Aw^ 
pendikcl, so ist dieses die verlangte Pulare. Dieselbe liistt-l 
über eiutacber mittelst des folgenden Tbeorems bestimmep; 

Die Polare eines ausserhalb des Kreises befivd^ 
eben Punktes ist die Gerude, welcbe die Berüitranfl 



(kte der *on dem in Rede atehendcn Punkte ad die 
tgexoreoen Tanffenten mit einander verbindet. 
I. In Taf. in. F>^. !3. sei M der Punkt, dessen Polare 
icht wird, MA eine lieliebi^ Gerade, jIK' die Tangente in 
, CO senkrecht auf MJ, so ilass K" <ler Ourcbsuliaitt iler Tan- 
f und .i' ist, uad endticil ^'A' senkrecht auf CM, so 
I KA' die Polare des Punktes M «ein (55.), IMese Gerade 
Kreislioie in B, so beliBu|ite ich, doss A/B den Kreie 
tagirt. 

VDean da die Punkte B, K, M, K' \a einer Kreislinie liegen, 

Klre nämlicli um MK' nls Üiuraeter beschrieben ist, bo ist he- 

tatlicli CD . CK'= CK . CM, und da CD. CK' = CA', so 

CK.CM=:CB^ sein, fulB^licb CBM ein rechter Winkel, 

i BM eine Taiig;ente des Rre«es. 

38. 

R^ Dieses Resultat bleibt für alle Kegelschnitte wahr. 
l,iD!Xnn es. sei S die Spitze d«B Kegels, M ein Punkt in der 
^e des Kegelschnitts, und m derDurcbscbnitt der Geraden ^Jf mit 
InBbeqe, welche sn gelegt ist, dass der Schnitt mii dem Kegel 
{kr^is wird. Vun m seieu aa die Kreislinie die Tangenten rnft.iuti' 
ist {57.) 6b' die Polare von im (ür den greis, und der 
»ehnitt der Ebene SU,' mit dem Kegelsibnitt wir^l die Polare 
I^nlctes <f/ für den Ke^eUchiiJlt sein (56.). Dieser Du rclischnitt 
V den Kegelauhnilt in B und .ß', so müssen MB, MB' Tau- 
en des letzfern sein, weil sie in den durch Stirn, Sf/'tn geleg- 
LBeriihrungsebencD des Kegels liegen. 

59. 
iction TOnPolTind Polare in Bezug anfeine 



ftl) Befindet sich der 'Punkt M. dessen Pulare g^esucht wird, 
.*er Rreisiiuie selber, so ist die Tjingente des Kreises liurcli M 
diuses Punktes, und dasselbe i^ilt von jedem Kegei- 

k2) Befindet sieb der Punkt JU ansBeHialb der Kreislinie, so ist 
pb Pttlare diejenige Gerade, welcbe die BeriiUrungs|iunkie der 
U M na den Kreis gezogenen Taugenten verbindet, und dasselbe 
HvAn jedem Kegelschnitt. 

i'S) Befindet sieb aber der Punkt M innerhalb der Kreislinie, 

tBD Mittelpunkt C, ho errichte man auf CM in M eiae Senk- 

" , welche der Kreislinie in B begegnet, und ziehe in B die 

nie, so wird deren Durchscbnitt mit CM einen Punkt hestira- 

i dnrcb welchen die i^esuchle P«l«re mit MA parallel geht. 

I Diese Caustruction gilt nicht für jeden Kegelacbuilt, vielmehr 

i die Polare eines Punktes in Beiug auf einen Kegelschnitt dem 

j^rten Durchmesser desjenigen parallel, welcher durch jenen 

iinkt gezogen werden kann (Magnus Suaimlung jinaiytischer Auf- 

' ) S. 163.), was ich hei einer nudern Gelegenheit synthetisch 



Wi( 



man sieb zu verhallen bat, um einer Geraden Pol zu fin. 
aus dem Vorhergehenden ersichtlich. 



t)l0 

statt des Kreises in Taf. II. Fig. S. denke man sich eiaen g 
beliebigen KegetacLoitt gezcicbnet, uod betracLte B »der 4 
den Punkt, desseu Polure gesuclit w 

Wds ileu ersten Puukt- betrifft, an lat A' der Pol \aa £ül.,i 
der Po^ vou -ß» (58.), also (5Ö.) ATjW die IMare - -- -" 

ende SJf n^bC aber, wie obeu fcezeiift, durcb die UnrchscIiM 
puDkte iler (ieraden jiD, BCx Af\ BD, weshalb sieb ibre Rifl 
tuDg mit alleiniger Hülfe des Lineals liaüen läset. \ 

Für den zweiten innerbalb des Kegelschuitts gHe.genen Pnf 
O die Pularc zn bestimmeD, erinoere man steh, dsss // der l'ol ii 
AC, G der Pol von HD (5N.). also GH die Polare vor 0| 
(36.). Nun liegen aber die Punkte G, tl, F, E in einer 4 
den ^42.), folglich gebt die Polare von O durch die funkte .ffv« 
Fi welche sieb bloss mit Diilfe des Lineals couslruiren lAsmn. f 

Daraus ßiesst folgende für alle Fälle possende AufloBUDfpa 

Die Pularc eines Punktes in Bezug auf einCD \ 

en irgd 

und VI 

ittij)tunkte dud 



r Gen 



alige 



sehne 



Dkte 



ch die Ihirctiacliültl 
mmte Gerade dievA 



»UDh 

FnogtePola 

Wird der Pol einer Geraden f^esucht, so 
beliebigen Punkten der letztcra nie Puluren, 
schnitt den Pol geben. 

Da übrigens (Taf. II. Ftg. S.), wenn der gegeheac Paiild 
ausserhalb des Kegelschnitts liegi« und P, /" <Iie Uiircl>scbniU(i'J 
ner Psiuren mit dem Kegelschnitt sind, die Geraden EI*, £/>■,] 
letztern tangiren, sn übersiebt man, wie von einem uusserii«lb;j 
Kegelschoitts gegebenen Punkte die beiden 'l'nngetilen duraliA 
Auwendung des Liueala geüinden werdet 



61. 

Zufolge des Theorems in 5S. kann man das FRDdi 
rem der Polurität (5ti.) jetzt auf den eiufacbeu Ausdpucl 

Die Polaren beliebig vieler iu einerG 
lieber Punkte treffen in eincni einzigen Punkt»« JH 
Pol jener Geraden zusammen, und die Pole beliebig vi] 
ler in eineni Puukt zusammentreffender GeradeD kttS 
den sieb in einer einzigen Geraden, der Poinre jM 
Punktes. 

t>der bewegt sieb ein Punkt auf einer GerKden« 
dreht sich seine Polare um den Pul jener Gcrnden,,« 
dreht sich eine Gerade nm einen festen Punktes 
wegt sieb ibr Pol in der Polare jenes Punktes, lm 



I behaupte ich, ilusa ab, o'ä', 
lioü, utier in eincin eiuzigen 

I ieJer der andern Ebenen 



m. 

Geben wir uuti zur Untersuchung des Orts der Pole aller ein- 
«niler purulleler Uerudcn über, und betrachten zueret die Kreia- 
I liaie. 

Ji dem Vorber^chendeu liegt der Pol jeder beliebigen (!e- 
I mdftn r» ßezup aaf eine Kreislinie jederzeil auf derjenigen beradeo, 
««Iche Tom Millelpnokt des Kreises auf die gegebene Gerade 
>i-iikreclit gezogen ist, nnd auf eben dieser Gentdeo werden also 
' Pole oller ernander parallelen Geraden liegen. 
Niiu sei iS die Spitze des Kegels, zu welchen ein Kegelschnitt 
X«htirt. lind JB, A'B", A"B" etc. seien beliebig viele in der Ebene 
iv% Ictxiem befindliche parallele Gerade, ab, i^t,', i^'iJ' etc. die- 
DaicLsiliniltc der Ebenen SAU, SAß', SA"ß" etc. mit < 
Kfeisebeiie, welche den Kegel tril 
^f «tc. entweder sämmtlicb pars 
Ptmkl KusnennentrefTeD. 

flenn die Ebene SAB wird Ton 
S4'ß', SA"B" etc, in einer durch S y^ 

Jro, vficbe mit AB (auch mit der Eiiene des KegelscbnittB) pB> 

nllet lauft, nnd alle diese Ebeueu treffen fulglicb iu einer durch 

J geliroden Gerodeo zusunimen, die mit dem Kegelacbnitt parallel. 

Tc^Eft PB jelit zu, daSB diese Gerade uuch mit der Knisebeoe 

Erall«! ist (was sich dann ereignet, tvenn sie mit der Dürcbscbnitta- 
w der Ebenen des Kreiies und des Kegelschnitts (iiirullel), su 
MCn auch die Geraden a/i, </£', ä'i^' etc. oHenhar parallel sein. 
nVnn »her die Durchschnittslinio der Ebenen SAB, SJ'B\ 
SjfB" etc. der Kreisebene in K begegnet, so musa dieser Punkt 
'lo Jeder der Gcruden ab, afi', a"!/' etc. liegen, sn dass also die 
iMsiern in demseHien Punkte zusammenstoBseu. Damit ist ubige Be- 
Iptnnp: gerechtfertigt, 
Sinii nun y, p', p" etc. die Pole von ab, a'6' , a"b" ete., in 
'8e/iiK :.ijf deo Kr«i9, P. P' , P" etc. die Pole von AB, AB, 
iii Bezog ffluf deu Kegelscbniit. so liegen p, p', p" etc. 
:)/.igen Geraden, ihre i^olaren mögen iu einem l'unkte zu- 
!|.>o, oder p.irnllel Bein <55. 62.), und da /', P\ P" etc. 
II ( .< raden Sp, Sp'. Sp" etc, liegen, so befinden sie sich sowohl 
•r durch letztere Gerade bestimwien Kbcu« als in der Ebene 
Ecffelschoitls, und müssen alle selbst in einer Geraden liecreu. 
Hbu bat nun folgendes T 
fie Pole eines S.vslems parallele 

nea .Kegelscbuii t liegen jederzeit in gerader I 
«lefaeder parallelen Riciitaag CO ajugirter Dun 
- veaaun t wird. 



A.,. 



63. 






Spitze des 
die der Kr 


Kegels 
eisebene 


S mit der Geraden 
in A" begegnet, und 



: MMn durch die 
1' Darnllele Gerade, 
t die Polare des Punktes K in Uezug auf den tWreiB, so 

«2. die [Inrcbscbnilislinie der durch diese Pulare und S 
»lEbene mit dem Kegelscbuiit der der Geraden AB conju- 
trciunesser für deu Kegelsclioilt. 
Sind uun C/>, EF etc. beliebig viele andere Gerade in des 




] 



Kegelschnitts Ebene, uod L, M etc. die Durclisclmitle der 
S mit CD, EF parallelen (iernden uiit der Kreisebane, b«flli 
mBD .ferner die Poliircn der PoDkte Z>, M in Beiug auf den ' 
flo Verden die DurcLBChailtslinii'n aller durch diese 
celt'p'lpn Ebenen mit üem KegeUcliuitt ilitt conjugirteo Darcbi 
der fremden. 6-/J. *;/' lein. 

Die l'Hiikte K, /., lU, wekbn in der durch <S mit dem Ki , 
Rohniit parullclro Ebene nnd der Ebene des Ürriaes xa i;leiri>M 
Zeit liegen, müaBeii sieb in beider Elieneu Uarchscboitlslii 
iu einer Geraden belinden, nnd ihre l'ularcD ah, crf, «/" fiilglidi n 
einem Punkte p ichneiden oder purullcl sein. Dnber wcrtloa in er- 
sten Fülle uDch die durch Sab, A'cii, Se/ gelegten Ebenen ilcii 
Kegelschnitt in Geraden trelTon, welche iu einem eioii^t^n Punktt 
P zusaDiiDenltummen. der Dämliub der Durcbscbuiit der Geraden Sp 
mit dem Kegelschnitt ist. Im xneilen Fiille raitssen, wie in 63, 
gezeigt ist, benannte Geruden entweder sieb in einem Punkt scliDei- 



, oder 



rnllcl 



Also htit ni»n folgendes Tlici 



irnd demsel bea 



eliebig 
■ zügcLi. 



Rede stebendeD Pu 



I die Gatl 



i Diamei 

Beweis, Der Kegebene Punlii P liege zuerst ansserbaltl^ 
Kreislinie C. Schneidet die um CP als Diameter besehri 
Kreislinie die gegebene in B und tt' , so ist die Sebae BW \ 
der Kreise Potenzlinie, und zueleicb die Polare von J* tMA 
Kreis C, da PB und PB\ als auf CB und €B' senkredit, V 
genten des gegebenen Kreises sind, 

Liegt der Punkt in der Kreislinie C, sa berühren beido'i 
einnnder in P und ihre gemeinschal'tllcbe Tangente ist nicbt-f 
beider Potcnzlinie, sMdcrn aurh des Punktes P Pnlare. 

Bolindee sich der'Punkt P endlich innerhalb der Kr«isliil^ 
sa sei PB senkrecht udI' CP, in B die Tangent« Af «_ 
Kreis gezogen, -welche CV in A' schnetilet, ood durch ^cim 
rallele mit /f7> gezogen, welche also die Peinro von P ■ 
Nun ist, wenn C' dfr Mittcl[-unkt des zwtilen Kreises, CKi-ü 
= CC'{CK-^ CK) = CC {ICK— <:€') = CPy. 
:= CB'^CC'. Da also die ftuadrnldilTerenK def li 
de» Punktes K mn den Mittelpunkten C. C dam ( 
Rcliied der Radien gleich, so muss die durch K auf l 
Gerade beider Kreise Potenzlinic sein, w. t, D. w. 

63. 
Die Propasition in 61. ist sehr geeignet, um xu j«tlet 
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mtnuDi^ entlält, einen correlativen «ufxu- 

1 Geraden bekaDnt ist, «Ibsh s 

6saiir»einreffeD , stets Punkte oacbg^wiescn wcnjen knti- 

1 einer cfcraden Linie licii;cn. Dieses Princip ist zncrst 

ae (Aniiules de Matbematiques Tom. XVI. p. 210.) 

iTnnd Dualität uder Duulismus gcnanut worden. J. 

^UeoBietr. Gestalten) Iiut es iiliemll auf getalreiche Weise 

£rt, und gezeigt, duss es mit den Grundgebilden zuglcicb 

4. Wir wollen das Princip auf einige der 

■^«nden. 



. Ut erwiesen, dass die Punkte O, E, F (Taf. II. Fig. 7.) 
_i l*W'« liegen. 
\AJ der Pol von MD, L der Pol von CB , also der 
litt der Geraden MI), CB udcr D d^r Pol von jtL,-, 

A' E der Pol viin BM. F d«r Pol von CK. Die drei Pu- 
»liiiltle Ö, -C, F, nümticli AL, UM. CK, treffen dalier 
bell' pDokte zusnmnico. Also stehen die folgenden ttat^e 
tiif^ des Duulismus 



je em ".'^"i^^"^^^ J^S^^ 
: 3 Geraden, 
[;ken mit den 
ukten derGe- 
linden, in ei- 
Punkte £U- 



liege 



'Z Punkte 
eiten von 
I den Gc- 
fcn wer- 
iden. 



67. 
die Punkte E, F, O. // in gerader 

„ _..,re- von E. ES die Polare T»n F, 

Polare von C, ACj^e Polare von H, wesbnib KM, L.N. 
l'iti öeawelben PunkJPsusamnientretTca. 



.11^ Fitr. 8. lieger 
list KM die Pol 



Also 



l^m einem Kegel. 

'V»'Hngi)schri«beaci 

li«f en die DurcL- 
ipftukt« der Gegen. 
irdeoDurclischnitts 

dsT -Tangenten i, 
[«(^«ckei) in eiDci 



ck gehen die Gei 



Kegcr- 
lenVier- 
len, wel- 



»unkte der gegenÜ 
Leoden Seiten vere 
durcli einen nnd de 



■Jrt (Taf. 11. Fig. S.) erwi 
fG«rad»n sind, weshalb die 
Hut KM, in einem Punkte 



! die Punkte N, L, 
Jicser Punkte, Däm- 
me n treffe D. 



i jedem einem Kegel- 



r|!ck lUgt de 
uit(a|innkt zw 



«cliQiEtspunktc 
gentenj.jiure in 



JD einer (jeradeD. 



Uei Jedem eiuem t^egfl 
schnitt umscbriebenenVt« 
eck trifft die Gerade, « 
clie iwei lleerenecken 1 
bindet, mit <leu bei.den ( 
radcnpaareD,weIcbeje a,m 
anitoaaende UerUhriiol 
punkte, die uicht auf dcf 
einer der in Itctracb^ k^ 
mendeo Ecken zusan 
Stosscnden TaDgeote: 
ftleich liegen, verbind«;! 

V' »derzeit iueiDemeinzii 
unkte zusammeb. 



Id Tnf. III. Fig. 9. sei ff,a,a,a,<r,<«, ein um den Kegelscl 
be seil rieben es Sechseck, dessen Seiten durcli die £c4(ep df 
GcliriebeneD ^4 iJ,A,AtA^J, geben. Oben ist enrieei 
Punkie 6',, O,, G, in gera<Ier Linie liegen. Non \i 
Poliire von G,y a^a, die l'olare von G,, a,a, die ppli 
G,, alsu müssen a,a^, a,a,, a,0, in einem Punkt zusamc 
fen. Daher folgende Duulttät: ' 

Bei jedem einem Kege 
sclinitt eingescliriebem 
Secbseck liegen die dr 
Durcbschnittsiiunkte d 
' ■ ■ 8 



i li. 

( Puscul, 



s c li n 1 1 1 n m s c b r i e'lj e b^ 
iiiecbseck treffen die 31. 
raden, ivelcbc die Eck| 
paare, zwiscben denen zfl 
andere liegen, VeretDtJ 
( die HaujitdiafTooäteni, 
einem und de.i.sclL -^ 
zusainmcu (Briimcliii.^ 
de l'ücole Pulvtecbaiiiile" 
XIII.). 



Fervef liegen aucb die Punkte Jfc,, A',, A', in einer d 
und falglicli scLueiden sieb ^4,A^, J^J^, Ä,.J, in d« 
Punkte, in welchem sicli auch tt,eri, a,rt,, a^a^ scbueid«!»,' 
das umfassendere. Theitrem: . . ii 

Sind zwei Necbaecke einem kegeJscb nitfc > <. 
schrieben und umscbriebcn, dHss d'ea letalem üji 
durcb die Spitzen des erstem geben, sa ~— U 

liegen die 6 ß 

punkte dcrHauptaeh neu und 



Sechsecke stets 



beide 



idcn sich dr^"6.H^9| 
iben Puuk,te. 



Auf ganz ühnlJctie Art entspringt fulgeni 
Fünfeck um Kegelscbnilt. 




3e4eM etnera Ke^^el* 
t eingeachriebeDen 
?Gk liegen die DuroL- 
iltspunkle irgend 

reier 8eileppanre, udiI d«r 
ircliBchDitts[)UDkt, veX- 
lüD die jedesmatige fünfte 
!ite mit der Tangeoto io 
:r Geg-cneeke bildet, stets 
'^"ber GeradeD. 




maÜFC fÜDiteEck 
Uerülrungspupkte 



iBcbe PunktB and Strnhlco. 
70. 



ilrGeradeD denke man sich zwei Punkte A, ß, und ewi- 
I einen dritten C angenommen; wir suchen naf der näm- 
bern''en einen l'unkt D, der su besrlinß'en ist, dasa ilaa Ver> 
iJiC-.BC dem Verliällnisse AI>:ßD gleich isL 
^äc^st ist kl;ir, dasa, wenn C in der Mitte zwischen A nnd 
er PudI^ /) iiiclit exislirt. 
at aber der Putilff C bei B näher als bei J, dafs also 
HC, Bo kiinn D niclit i.uf der Verlärgeruns; der Geraden 
) liinsui lie<.'en. weil die Prn|>orti<>n AC: BC=AD: BD 
* das» XU cleicl.er Zeit AC^ ßq, AD> BU, was nicht 
Aach Kiiun D sich nicht zwischrn Ä und B bpliaden, 
l-wörde folgen AC+ BC. JC^AD -\-TtÜ. AD , d. i. 
Ü-=.AB.AD, also AC = AD. 

gieht es auf der Verlängerung unserer Geraden über 
Ter Thiit einen, aber auch nur einen einiigeu Punkt 
ie verlnngle Kig<'nscliafr zukomml. Deoa maa suche 
ite Proportion nie zu AC ~ BC, AC, AB, und schneide 
V welche grösser als AB sein wird, vun A aus auf der Ge- 
MB ab, sr> wird ninn einen Punkt ß erhallen, für welchen 
k^C — BC) : AC = AD — AB : AD, d. il>BC : AC 
3: AB. oder AC: BC^AD: BD ist. Dnss es nur einen 
|fnnkt/>gi«bt, i«t diir.>ua klar, das» die Proportion ^£7; if^ 
iBD diese nmlerc AC— BC: AC^AB : AD erfordert. 

I 3 ersten Gliedern der letetern nur eine einzige vierte 

■Mnale gefunden werden kann. 

^fekebn liegt der Punkt D auf der Verlängerung der €e- 
'aß über B hinaus, so cxistirt auf dieser Geraden nur ein 
rPanktC, ttir welchen ^Ö : ÄO = JC: fiC ist, und zwar 
t rieb C stets zwischen A und B, und liegt näher bei B 

I folgt, dass für keine vier Punkte auf einer Geraden 
Ailintsie der Knlfernungen zweier auf eiuiiniler folgenden 
b vUdi drillen und vierieu gleich sind, dass dies vielmehr nur 
^abwechHelDdeii Punkte giir. 

_ vier Punkte auf einer Gprnilen so auf einander folgen: 
VB, /y,.nnd wenn die Proportion statt lindet AC : BC 
^:BD (wo also C Daher bei B ix\s he> A liegt), so werden 



ilieMUien vier barmonisclie Punkte ^cuannl, und «war liei 
.il uud if swwwhl, ttlsCuud/' zu|];ourdiiete Laraiuuisclie fmihfc 

Uem Miilel|)iinkte vod AB entspricbt <lunu gewisaermauuie««)! 
iu «lec (^cnulen uieodlicli entferuter Punkt. . 

Uarmunischc 8lralilen oder UurmupikaleEi (SteiBer) (b» 
aceiiu liiiriDuuique oacli Uriuochuu) neDul iimn vier diircb iiuinin«)- 
aciio Puukte gelieode uod iu einem eioEigen Punkte zusammeuirtf- 
fende Cleruile. 



71. 

Aus 70. wiril man zu jeden 3 Punkten den vierten barmoä< 
seilen Punkt linden knnnen, indem mitn zu 3 Gernden die tiertt 
Propurtiunule aucLt. Es lassen sich uLer einfachere Aut'lösnnjn 
ilicscr Aufgabe geben, wenn man die Uarmouikalen in IteliacU 
ziebC, und duxu bahnen folgende Belruclitungeu den Weg. 

In Taf. III. Fig. 14. gelieu vom Punkte. O iiua nouli lielicIiieH. 
■i Punkten einer Geraden A, C, B, I> vier Strablen, unil duft;t^, 
sei eine Gerade mit dem Siruhl tßO parallel gezoi^es, welelic m 
den andern drei liJlrahleu in A, e, b gesebailteo wird. ' 

Daun UebaDpte icii, dass dus Doppekerliältuiss 
.4(1 AÜ 
BV' BD ^ 
dem einfaclien Verliähniss Ac : bc gleick sei. 

Denn wegen der Parallelität der Geraden Ab und OB \t 
AD Oh . , ,,,■.«. ,^ W- _üi 

g^ ^ ~Qji\ ober wenn man bm iiarnllel mit vc iicht, -jj^ ^7^ 

AD _*Cta ,,,,., AD AC _. Cm dC Cm -. 
' — ^^, und folgl.ch ^^ : j£. =i= ^ : _g^ = ^. » 

... . Cai eh . , . AD AC. tb , . ^ 

endl.ch ^ =^, so wird sem —:_=—, oder i.,ng«k.t^ 

AC AU 

HC ' BD ■ 






also ist irji : 



" Lc- 



Dsrans flicsHt, dnaa das Do 
FjBge der Geraden ACBD, wenn 
unabliängig ist, d 
Resultat gilt abei 
duTcb .-/ gühcnde Gerade. Denn 



AC AD 

' BC 'mt "'*'' 
durch -A gellt, I 



__ A^ 

BC ßU ~~ l^C RD 
nucli für jede bell 






. A'\ B". 



, D' schneidet 



I AD' |iarallel mit A"J}" gezogen wird, stela dia-, 

D" AC' Ali- , ,, , jCm 

vT' = S7^ = iFÜ' weshalb aucii ^tM 



AI^Q fulgendes Theorem: 



'unkte aUE^ebcmle Staafl 
äji. in A, J'i ß, Ä'; C, C I 

die DoppelTerhültnisse ^a C 



' ß^JT *'*'* einander gleich. 



147 

Banms ist orsklitlkfi ^ wie man lu verfalirea hat, um, vmn 
y in gerader Lioie liegende Putikle ^j C, B. D, nud drei ia 
|Mr »itilcrn <*eraden llerentle l'unVle A', C, B' f^gebeu siad, 
|f der letztem Geraden den Punkt D' tt> zh beatitnmtn, dasa jene 
l^pelVttrhäKuiEse gleicli sind. 



alile 



, die 



in lift 



I l'uDkICD treffen, tLcücD je<l. 
seil (BritiuclioD), und ist diese Gerade mit einem 
ersten 8tralil purullel, so wird sie von den 3 aa- 
^kariaoniacLen !!itrulilen i^ '-^ Punkten getroffen, 
re von dem miUlers gleiche Entfernung 

j^Beien in Taf. 111. Fig. H. die PuuUte A, C, B, D Iiar- 
K ODd Ad jinrullel niic OD, so wird Acj^lic sein. 
^ ftlso zu 3 funkten A, C. B deu dem C zugeordneten 
|lEGlien l'unkt zu liodeD. ziehe mun Ourcb.cineu licÜeLigen 
't die SlraUlen OA, OB, OC, linlliire AO In m, iielie nc 
~>B bis sie OC in c scbneidet, verbinde A mit c. und 
# mit Ac eine Piirallelc. welcbe die Gerade ABC iu 
L (0 ist /} der barnioDiscbe Punkt. 



73. 

bicii tvir jetzt den geometrischen Ort der Sjiitzcn aller 

I untvft einer Geraden Aß beschriebenen Triangel, deren 

e Seiten ein eotiBtantes Verhältnisa zn einander haben. 

^-aelimen das VerhHItnias von der Einheit verschieden, weil 

B Falle der Ort eine im IHittelpuakte von AB auf der letz- 

fckrechte Gerade ist, wie sogleich erbellet. 

%C ein Punkt in der Geraden AB, und dns Verliältoiss 

f_ dsn VerbältniE&e OJ: OB gleich, wo O die SpiUe eines 

traidiit kommenden Dreiecke ist, au muss (Euclid Lib. \\ 

e Gerade OC den Winkel AOB hnlbiren, abd ebenso 

D in der Verlängernng von AB über B hinaus so 

m.AB:B/}= OA: OB=Ae:BC, die Gerade DO den 

I AOB (der durch din VerläugerOiig von Alf ent- 

Die Geraden OV und OO werden dann auf ein- 

^Bfcreeht Helien, und dies findet für jeden Pankt Statt. 

\ OA: OB jedem der »erhältnisse AC-.BC, AD: BD 

iKl sich dabcr O sr» fort, dass das Verhältnias OA: OB 
bleibt, so riii:kt er in der S[iitze des über CD bcscliriebe- 
«UfHnhligcn Triangels fort, die beknnntlicb in der um CO 
bnrttr beschriebenen Kreislinie liegt, welcbe somit der ge- 
P8H selB wird. Zugleich hat sieb ergeben, dnss A, B,C^ D 
Otte Punkte sind. . 
I «Isu vom Punkte nach 3 Punkten A, C, B 
^Ub 80 gehen, dass der mittlere denvundenheidea 
^gebildeten Winkel bnlbirt, so gebt der auf eben 
' echte ütfahl jederzeit durch den vierten 
!0* 



li«irin-aoiftcl>an l'unkl 


. zu d 

it. 

■nuD : 
eotilr 

rdn«t 


EU 

itt 


Pu 

der 
eiil' 


üktt 

1 Em 
'uDki 




Ulli 


», 


.««1 


de 


B CiHgeorduet ii 
Also iiHch iveon 

m letztereD sugcu 




Di 
de 


cnse 

isck 





icrio nach ^, .i gezoj^eiivn GeradeDf 
sa liewalircu, wie mun deu Punkt I 
Dd dieStraLlcn 0C\ OH werden iIcdI 
Les leizterQ Nebenwinkel bnlbiren. 



71. 

ßs spinn wieder (-\ D Bndpuckte «ines KreLsdiamet«n,',in 
ein le[ieliifi«r (vom Itlillelpuukta ver»cbiedeoer) Puukt amtAwk 
bcn, der iouerliuib d«i Kreises liest. Ist nun BO seuKr«^^ 
C/J, und ia üae 'IJaogeute de« Krei&eB getogen, die du 
iDKli-r in A trifl't, so wird A zu C. T', 7/ der vierfe barnwi 
Punkt sein. Deon der Winkel A.OC \%t = ODC (Kuclid Uli 
[.r.ip. 32.) und 0OC=C0ß, also AOC=COß, so das« ^ 
von CO balbict wird. _ ' 

Um ttlsu XQ deu Etiil[iuokteD eines Krciedismelers, ondtxiiid 
drilteu Punkte «uf demseltcB den vierten linrmiinisvlien 
linden, vert'ulirc msn so: 

Lieft der dritte Punkt B iunerlialli des Kreises. ■ 
man BO suiikrccht auf de» Diumeter VDt dusa tiie di« 
in um, und ziclie von die TiiusrnLe, welche CD in >*fl 
ku ist A der gesuchte dem B zugeordnete bnr^DuDUriie PashT 

IJegt der Punkt A iiuEBerb<i|l> der kreikltnie, >■> xtoJie 
nn den Kreis eine Tari|B;ente, welclie ilin in iieriUirl, nndfl 
tfB senkrerlit auf CBi, dixs sie der letxiero in B ke^egae^ 
ist B der vierte dem A zugeordnete burutoniucbe Puukt. 



75. 



Lehrsatz. Zwei Kreise 
linsaroer Mittelpunkt Sf. 



«anoentrisch, >l|i^ 
eLe>eineii beliebfl 



A, B. D de 



I Kreii 



den Mi 
1 Kndp 



■- ba 






Punkt E. 
tielpuokt J/, «d 
nkte, 



gebenen coneen tr iBcbeo Kr 
Beweis. Mun zielie Dfi e 
centriscbe Kreislinie in O (riift, 
AM in E trifft, w ist E der vi. 
D (74.). Aber es ist jetzt />«> 



bleiben, 
w, ^. b. w. 



neu Endpunkte im kfftifl 
Punkt in einer mit dtllJ 
Msliuie fortri 
nkrpclit auf ^itf bis es dw j 
ind OE seiikreelit auf OM Iq 
rle liortnonlscbe Punkt xn u 
= BEy.DM. und d» /»Ä^ 



I ist auck DE, fulglicb uucb ME cuu 

76. 
eht msn durcb den BcrÜliruogspiil 
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li^ lAng^irender Kreise beliebig Viele' CefOtf^, 
■fieselben jede in etnem Punkte sc-hnGiden-'WCrw 
I liea'tiniint zu jedem Paa 

tnd dem BeriiliriingBpaDktP den vierteo harmir- 
ankt, so liegen ulte diese vierten Punkte tu 
iaÜDie, welclie beide gcgebeuc in iLre'in ge- 
1 B«rübrungapunkl langirr. 

i. Iq Taf. III. Fig. 15. sei ifBB die Centrale iweier sich 
render Kreise, A lu D. El, D der vierte dem B »u- 
barrooniscLe Punkt; DBB eine andere Gerade. A' zu 
'■ der vierte hnrmoniaclte Punkt. Zieht mnn DB', EE, 
tDB:EB=DA:EA, ff8:EB=D'A:EA'; aber d« 
EE parallel (jede out' D'E senkrecbtl, st> ist DB.EB 
ÜF», aU» auch DA : EA = D'A : EA'^. folglich muas 
rtel mit EE oder mit DD- Bein. I)ii hiemftcb der Win- 
'ein ferhier, so liegen oifciihiir iille vierten hnr 
er nm BA ala Diaueter beschne'benen Kreislinie. 

itz. Bei irgend vier bsrmoatücben Punkte«' 

cbtcck unter den Abat^äAden zweier zugeord- 

kle von demjenigen Punkte, welcher in der 

chen den iwei andern liegt, dem Quadrat des 

Standes der letztern von einander gleich. 

. In Taf. IM. ?i^. Ifi. af\k» C, D, B. J^barmonUche 

'CO als llinineter ein Hrcis heschrieben , auf dessen 

ein •Ptinkt P SU angenommen, dass APB ein rechter 

(diesen Pnnkt zu bestimmen hat man nur den Durch- 

iHn AB als Dinmeler beschriebenen Kreise» niit dem 

in sucheu). ferner M der Miltelimakt hoüAB. Ziebt 

W/*. BO mus! lÜPBe Tangente des Kreises sein. Denn we- 

= MB = MP ist L MPB = MBP, und da CP den 

PB bälClet, SO ist VPB = \^", »iso auch BPD = ia': 

" = DPR, diili" L A/PC= MPB — CPB = ßfBP 

MBP. also y»W eiue Tangente des Kreises. Nun ist 

JSlCy.MD:^MP*, also jl/C7X^V/» = Ä.4Sw.a. b.w. 



'ü 



'**■ ^\ ,t\ .\ 

rtäCBEF buf Taf. III. Fig. 17. ein vollstäuidigeB Vi%r- 
rf'DlRgenalen bis zu iiirem gegenseitigen Durrhscbuitt iu 
VeHEngert fiiad. Hierüber lassen sieb folgende Betrach- 
■itellen. 

dre* in E zuaammenkommen.lco SIralilen ED, EB, El 
alch den vierten dem Kf zugeordneleu harmonisclten 
tSbtfKo denke man sieb zu den drei in C tusamnien- 
StruHeD CD, CB , Cf den vierten dem Cl zugeord- 
lOniaClien Strahl, so werden bfide vierte hiirmouiscbe 
albern Punkte der Geraden /ä/> zusnm nie nf reiten, wel- 
B,B,J dein / zugeordnete hormouisclie Punkt ist (72.). 
ibenst» werden die beiden in Kedc stehenden Strahlen iu 
auf der Geraden AJ/l zusammen treffen , welcher der 
zugeordnete harmeniaclie Punkt ist. 



'lao 

Der DnrctiBchiiittgpuDkt der liieiden StralilcD wird also i 
GeroJcn AH, ßl zu gleicber Zeit tie^ea, fällt also mit O 4 . 
nen, und folglicb ist 6 sowiUi] der vierte liarmouscbe .Pwj 
D, B, I dIb »acli zu //. A, F. Gelit mao vun de» Ecken t 
B auB, so ergiebt sicli, duBs uucli £•', C, /, H liarBinniscIie I 

Darnus fliPBst, daäa die Slrnbleo FA, FI %ü FB, FJt, 1 
lA, JF KU yzr, 76' zugeordnete barmoniscbe Mtrahle 
Figur BDECF wird ober volUtäudigca Viereck Q^euanut (Sl 
Geom. Gest. ü. li-), und wir hüben somit den DuppeUatx : 



In jedem 



ollat: 



digp 
Punkte 

i öiuRO 



cliöri 



Buge. 



In 



nüberlie 



leopnare v 



niunische ätrnblea^ (ST 
System. Eutw. d. Abliäng; | 
Gestalten vuo einander S.% 



^optius Collect. Itlatb. 
Lib. VIL, De l.abire Sect. Coni- 
cae p, 9. prop. 20., Sehootea Eser- 
«itat. Mittbem. 1. 2, prop. S.) 

Diese SÄtze geben ein Mittel au die Hnnd , ciaeraeite ■ 
gegebcuGO Punkten den vicrtcu hurinoniscbcn Punkt, Qud 
seitH zu drei gegebenen Strublen den vierten bnrmuoiscbei 
zu finden, und zwar bloss mit Hülfe des Lineais. 



Verläng^rl man in Tnf. III. Fig'. 17. die Gerade Ti^, bis t 
in AT trifft, so werden (72.) ,/, ti, K, C harmoniscbc Punkt* 

Daber das Tbeorem: 

Zieht mnD von drei in einer Geraden liege ndeof 
ten A, B, 6' drei ganz beliebige Gerade ADE, BD% 
von denen die erste von den beiden andern in ^ ■ 
gescbnitten wird, die letztem sich in I äclineidcfl 
wird die durcb /nnd den Durcbschnittspnnk t 
den BE, CD gehende gerade Linie die gegebei 
immer in dem nämlichen Punkte yiT treffen, der lU ^ 
der vierte barmuniscbe Punkt ist. 



80. 

Von einem Punkte O gehen nach den Scheokela des ^ 
A (Taf. III. Fig. 18.) beliebig viele Gerade, welcbe die JSdL 
resp. in B, C; B', C; B", C" etc. trefleo , und mehrere Viäj 
erzeugen, deren Diagonalen gezogen sind. Die DiircUschiiitt 
der Diiigonuleo JO, D\ O" .... werden nun in einer einzigeo i 
A gebenden Geraden liegen. 1 

Denn nach 7S. trifft die Gerade AD suwnbl als die 6« 
AD' die Transversale OC in einem Punkte £", der zu ß-.C 
der vierte harmoniscbe Punkt ist, mithin müsBen AD und j 
und ebenso alle übrigen zusammenfallen. 



81. 
Paralleltrapez treffen die nicht parallele 
er die ftlittelpuukte der paralleleD verlitn- 
mdeii Geraden in einem einaigeo fonktc Eusnmmcu. 

Kämlicli es seien AB, CD die [inratleleD, E der Mittelpunkt 
IT crslera, AC, BD die nicLi pariillelcn Seiten, (^ ihr Durch- 
itbntt. Verbindet man O nit E vmi zieht (?iV parallel AB, so 
lud OA, OB, OE, OM (li.) harmonische Strahlen, und da CD 
liit dem äusserslen Htrulil ebenfnlls fiaraltel ist, so inuss der mittlere 
liir drei agderD, näinlicL OE, ebeotulls durch den Mittelpunkt vun 



in Taf. MI. Fiif. IS. denke man sich B, B, C, C auf der Pe- 

bi '^rrie eines Kegelschnitts liegend, so erhellet aus (fiO.), daas die 

cii fcnde JD die Polare de* Punktes O iu Bezug euf den Kegel- 

!U 4aJl[ ist, uod diese Polare wird von den in zusnninicastoasen- 

ti Seimen in E nnd E' eo KelruffeD, dass E und E' die rierlen 

. Ischen Punkte zu den Endpunkten der Sehnen ttad zu ibrem 

hrcbichoitt sinJ. Dies ist i<ut' ehen die Art für alle Sehnen za 

I, und wir huhen somit das Bchr merkwürdige Theorem: 



|Br«ht sich eine Gerade, 
»ea Kegelschnitt 
neid«t, um irgend einen 
t ibr liegenden festen 
akt, so ist der Ort des. 



:en Pu 



i Du 



chschnitts 



oöd 

y^te der ricrte, dem letz- 
Jiugeordnete Larmoni- 
■"Uflkt ist. eine be- 
» Cerode, nämticli 
^Uilinie des festen 
elcher .tich 
bacli der Durchschnitt 



wegt 



3o dreht E 



ch dl 

eiche 



I Punkt in 



Keffelschnitta, 
■ ■ nigeGe. 



durch den Punkt gehenden 
Tangenten und d^r festen 
Geraden der vierte letzte- 

sehe Strah) ist, um einen 
hestimmtca Punkt, oämlicfa 
den Pol der festen Geraden, 
Icheo ! 






, .geGer. 
durch die 



eht,- 



rühri 



el- 



I die französischen Geometer schlechthin Polai 



Bpisober Pol genannt. 



1 Üeutscheo auch Uar 



Tai 



IX. 



Neues Theorem über eine gewisse Klasse 
periodischer Functionen. 



Herrn Doctor O. Sclilömilcli 



,<)'■ Wettn eineFunclion ifie trig'ODomctriscIieD Grössen sin. coittc 
ftlleiD enihält, s» lässt sicti diesellie in vielen Källea in eine Rrilit 
verwii adeln, welcLe nacL deD Cuaiuua der Vielt'aclen eines Bogeni 
fortgebt, 80 dusa mao erhält: 

wobei die BviliC 
duss diese Iteil. 
von ^ = bis 



:Ja-i-A, coaa:-h^,coa2x+J, cosS^rH-.... {!^ 

eodlicli oder uoendKcb sein kaDn, Teransicessti^ 
neotwickeluDi; fdr alle WertLe der Vera» der licba 
v^=ix> güllig bleibt, so ist 

^=i<f)"MO)— '„1; P) 

tia:, cos ajr) I 



/^ifi«^)-Aß^)} 



wobei /(<«:), f(ß^) lur Abkürzunfi für /(sin o 
f{sioßj:, coißx) gesi'lzt worden sind. 

lliesPB ele^aole Tbeurem lässt gicb auf folgende Art beweiM 
Da die (fleicbunur (I) t'Lir alle Wcribe %on ^ = i>is xs 
ricbiig bleibt, so kuau mno in derselkeo aucii fijc Tür je t 
sie mit e dx iiiulti|)[iciren und KniaclicD d^D GränzCD jr|!| 
.^■=ao iolegriten, wodurcb man erhält ' 

Auf der rechten Seile kann man die Wertbc aller lote^rule bdic» I 
beo, wenn mau sieb criooert, dass bberliaufit für jetlea |ii)sillr> I 
A und A 

in. Ea ergicbt aicb so: 



jn^ und positiv ist, eDthalten sind. Nun g^iebt die uobe- 
(otegifitioa 



= -<„ — -4- ^. r^ — i + A, -^ — ; + . . . . 

man (t^a, ft^ß setzt uad beide Wertbe aubtrabirt, 



icbuDg mII mit d» multiplicirt und zwischen den Gräazeo 
nd « = 00 integrirt werden. Auf der linken Seite stebt 
Doppel integral 






I Reibe von lotegratet 



/ Ln'a'H.«' n'ß'-t-WJ ' 



,],Ä,=iV»«'-^«•)-iA«V•^-«') 



>^-U* «»/)*+•''- 



Einführung der Gräazwertbe ti:=oe>, »^0 findet man 
Wcrth des Integrales unabbSngig von h. So wird nun: 

= i;(-i)'M, + .*,-t-,<.+....] 

logleich erkennt, wenn man in der Gleichung (1) ^=xO 

'bbig^e Doppel integral nach a: und u gestattet aber noch 
fo^nng, oBolicli dadurcli, dass mau die Ordnung der In- 



uiukelirt uuU i 



, uach H intrgrirt; dsasclbe i 



Wir haben daber 

/;"[/(«^)-/(M)]f=J<-i)'w"l--*-l (') 

und -dievi war «las zu bcnreUemle Theorem io (3.). 

Einige Anwendung:«!!) dcEselben Eiud folgeuiJe. 

Für jedes beliebige x und ein r, desBen absoluter W«rth'4 
Elafaeit nicbt übersleifct, gilt die Gleichung: '' 

4^(1 + 2r C08 ^ -|- r') = -T- coa j? — ^^ cos 2^ -4- — cos3;r - 

Wir haben duber für /(:r) = ^/(l+2r cü3^+r=), /(0)=/(l-| 
uail ^^o = 1^1 mithin 

/:' ::":::;:::: ■ $=A'-HO<f)-, -M^r>-..j 

Da r-< 1, so könnea wir r ^ — setzen, wo p>- 1 iat, i 
ben HO 

^- i+y...„.r+s- if ^ „, l),m' „ > ,, „,* 

•/ 6 l-i-2sK0sßX+Q^ X ^ ^^ q' \af ' - ■=.'^' >">' ^ 

Feruer Hiud die Reiben bekavnt: 

23"-i coB2«;r = (2»)„ cos 2»jp + (2«), cob(2« — %)x -\- „.. -f-^ 

2;i»coB!!"-t-i^=(2M+l),co9(2»+lj^+(2».+'l),cos(2M^l)j 

Wir'haben daher für die erste ^^ = •(2«)„, für die zweite ^J'J 
und nacb (3) die beiden Integrule * 



ä^'/'i"'-— 



-i^=ä<|)'i 



'-j(2»W^ 



2»iy^"[co.'-"iu:— co.>+i^«)^ = 4((|-)'2>" 



^ tcos""«^ — cos*"/!^]— 



■^.•' ' •.8.12....(»^,^1l , 




1S6 



fulrern mannigfaltige BestrebuugeD aoreg^a, die Tboorie.VQr ji 
tleokbarsD Einwurfe aiciier zu siellcn. Bei den Rei)ietieotwickeltf| 
gen wuren es voTiiiglicb die Bedingungen der Couvergeiiz, 
einer weit grüudlicberen Betrachtung unterwarf, als vorher f(e*el| 
ben war> und man gcleute io dieser Bnzicliung keinen Aufwnnd' 
Reihnungen, um der Tbeorie den vermissten Besitz nicbt lüi 
Toriuenttialten, lieaunJers da man auf die Mctnung *erf«lkn i 
daes nur convergirende Reilien auf Hnnlytisclie Geltung Anapri 
haben , während divergirende von altem aDulytischen Gebravu 
«uiiuschlieBsen seien. Kamen durcli den Gebrnuch der lelxlef 
fehlerbnfle Besultate zum Vorachein, so wurde der Ctü 
auf die Divergenz, d. b. auf den vernocbläesigten Rest geschnl 
nnd in der Tbat fehlte es auch nicht an Beisiiielen, wo durcli I 
bebaltung des Restes richtige Resultate erhalten wurden, 

Bei ulleu dienen Beslreliungen uher scheint es mir, als ob ^ 
eine bei den Reihen wesentliche tlnterscheidung viel zu a«! 
nnchlässigt habe, woraus allerdings viele Fehler erklSrlich t 
können, die man auf die UivergenK i "' ' " " • - 



lieh 



hl 



tiden, ob . 



bin 



Summe unendlich vieler Glieder, oder oh sie die B] 
irickehing einer Function sei. Convergirt die Reibe, so la 
nie freilich allemal itls Eulwickelung einer Function ihrer allged 
nen Grösse iingeselien werden, aber diese« ist nicht immer der F^ 
wenn die Reibe divergirt. Dieses will ich jetzt an einem Bei 
erläutern. 

Htin läugnet die Richtigkeit des Ausdrucks: 

I. — i = cos dT -HcOB 2ir -f- cos 3^ + .... 

weil diese Reihe divergirt und unterstützt die Bebnuptang 
anderen mit folgendem Grunde. Man findet die Summe der eodli- 
eben Reibe: 



11. 



cgenc 



uiu.- 



a wird, der Ausdruck I, g.ir niftf 
folgt. Aber dieser Sclilusa^ welcher vnllkommen riclitig sein wiir^c, 
wenn die Reihe eine convergenle wäre, Insst sich uuf diveririri^uric 
Reiben gnr nicht anwenden. Denn die Reibe I. li;it kein leiiki 
Glied, welches durch cus oo a:- ausgedrückt werden konnte, »uudeai< 
sie involvirt über dasnelhe hinaus als ihren Rest noch die Keihe ' 



cos(» + l)a: 



.s(» 



1-2)* 



in welcher »^oo ist Dieselbe ist abermals eine EntwickslnE. 
und zw«r »ob * 



wie man »ich ganz auf dieselbe Art , nach welcher die ForncV t, 
gflfunde^B wird, leicht überzeugen kunn. Daher gestaltet aloh W 



jeden Werth von / 



; eben der Augdmck in II. ist. 






iMao wird liiernucli eiDaelieo, wiis es Iteisseo soll, dass niaq 
iSen Dnt<!rscLi«d zwiaclien blosser Summe und Rtilwickelungii^ 
kcttea lialiv. Beide fnllen bei coovergircadea Reibci; 
it HiaD irgend eine entwickelte Reibe: 



f{:e) = A-„) + X») + X,„ + . 



iodlieben Anzalil iliret- ef- 



S^ X(i) -I- Xfi) + . . . . -H X(b), 

koinml es darauf an, diejenige PuDclion g>(x) zu beatiinin 
ildte« der ßesi 



^ 



teU werden kann, da dann 



t. Dieses c(ill f9r ronvergirende Reiben eben an gnt, als.fdr ^i- 
erfEirende, «Hein wenn bei den ersieren M = äD ist, so veracliwin- 
Et di>r Rest f{a^) und mnn erliält iS:=/(,t). Bi-I den diver^^iren- 
fB KeiLcii abur verscbnitidel ^{x) gegen i$ iiucb dnun nirbt, wenn 
t^^sD ist, diiber man auch nicbt erwarten ilurf, düsa S^f{x} 



Indem sich nnn die An! 
rafte Torlietcen, wnlllen di< 
{■räennigen ' nicht genügen, 
iHg mncbte. Besonders w 
EKAirieitle» , welcbe vun ti 
Übt EU T.-.ge kor 



4.2. 






bten so 
alleren 
e man 
r es ili 
en Sei< 
cb ü. d 


gealaUrfcn, wie sie hent xa 
Methoden durcbaus den An- 
n ilie miitbemuliacbe Darstel- 

D ber cliicnnirt wurde, und 
Q Riing einen mattiemvli sehen 



,ll1erc, nenn man nur einiges Vertrauen auf dieae Melbode laut 

itltn läiüsl. Oline in das Wesen derselben eiozndrjngen unil die 

? ganz fremdartigen Scbwäcben zu beseitigen, an weleben viele 

^ i Oarsidlungea leiden, bnt mao sie als ein meist Irüglicbea 

(xeug bei Seite gelegt und uodereu CtilwickeluDgsnietbßden 

l'irzug gegeben. Ob nun dieüe ubne Scbwäcben siud, davon 

idit die Rede. Die Grenzmeibode erscheint freilieb als ein« 

MI^UKnmFn itrenge, alier waa berechtigt uns denn, sie in die Ariib- 

IA.I, .1.. -:„...c-.:i ^ ^^ pg ^g^ Knlwickelnng einer Karm aus de/ 

hisse, wekbe übpr jede Crenze wachsen soll, 

1^ Miiendlicbe, miin inng nun hierLet den Ausdruck gestalten, 

ning mnn uueb in jeder Zeile wiederholen: ,,je 

, Jsfito mehr nähert »ich y(x,n) dvm 9>(a-|; die Ab- 

r'^Vom 9(x) aus der Urfurm geschieht doch mit Hiilfa 

" * IM, welcbe eben deihaib aus den Resultats 

e unendlich wird. 
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Auf diese Art der Betracht iing- Bind nir überall bing^cwi« 
^o in der Geometrie oder iii der matbemutiBcheD Physik das 

fleicbformiffe mit dem Cleicbf<irmigen zu vergteicben f ' 
öonen x. B, den Bogea mit der Abscisse nur in den i 
ftTeioen Tbeilen nnmiilpltiiir vcr^leichcD, geliineen »her 
atalenweise zur endlicben Verp;Ieiebung mit UiilTe d«r Si 
BOlcbor Reihen, die keine Kntwiekelung^en siud. 

Aber iu der Aritbmetik bilileo wir auf sjotbetisdiea MVm 
1 oliDc ZuzicliUDg des Uncnd lieben. Wir gebrancr 

i Mitlei nicbt, um x. B. für den Ausdruck K^ die P J 

a" zu reell tferti^en, worin soll nun die Notbwendi^keit begfSnl 
sein, duss die bnttvickeluii^ von a'^ eiuzig und ulleii 
RreozmeiUode eine sicbere Bnsia erbulte? leb wcn^stenB kaiu 
"ubau der Analysis nuf dieser GniudlBge ((luubeti. 
Docb wir wollen über die Zulässigkeit der nielliiiden nlcbt-j 
(er slreilen, meine Absiebt ist demnäeLst die Recbte der Metin 
der unbestimmten Cael'llcienten zu vertheidigen und ibre wcthr^l 
deutung zu erklären. Dieses will ich vorzugsweise nu der Eq 
nenliulreilic (hun und dubei zusletch. um allen Vorwürfen m ^ 
luf die Bedingungen der Coavt/i 



inge Rücksiebt i 



§.3. 

Die Melhode der unbestimmten CoefficieDleD ist gleichsam < 
indirecte Gntwickelun^ und kumml allenlhalheD da i 
düng, wo die direrte t^alwickelung so schwierig werdeo ' 
Die Ableitung der BiDomisIreihe für ganze |iositive,EspuDent«aJ 
combinaloriscbeo Gesetzen ist eine dirccte Entwickclung-, AnM 
unmittelbar auf den iiriihroetJscheD Salz von der MulU|jlicatian b| 
plexer Facloren {^rundet. Es wird wubl Niemandem im brnat | 
ullen, für diese Bnlwickelungsweiae diejenige DemonalnitittB/ 
eine bessere subalituiren zu wollen, nach nelcber mon die F] 
. der Beihe als zuerst gegeben uusiebt und uacbher ihre Sm 
sucht. 

An diese Eotwickelung schlieast «ich äusserst leiobt eine a 
für ganze negative Fx|>unetDlen an, Ulan hat nämlicfa 



(1 4- ar)-« = I — «(„ . Y~ + B/(i) 



wa die Bedcuiung 
baupt 




usdrucks m(r) bekannt ist. Da BBti 
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(1 H- ^)7 (1 + x)i-\ (1 -f- xyi^ 

m 

iU man, wenn man diese UmbilduDg' in jedem Gliede macht: 



a:* r , ar" 



•••• 



■"•• = 1 — «»(i) ^+[^^(2) +«»(1) 1 -7^7]; - [«»(«) +««(2) 1(141^ 

reil sich sehr leicht beweisen lässt, dass 

«W(r) + OT(r_l) = («I H- l)(r) , 

man 
:)-« = 1 - «(1) o^ + («j + 1)(2) . Y^ — («» + 1)(« . (T^^ 

••••— (*-»-^)«-(lVa:)«-l-*-(H-ar)«- 

Wiederholt man dieselbe Umbildung bei allen Gliedern, die 
den Divisor 1+«^ haben, so erhält man ferner: 



x* 



;r--' 



ar)-« = 1 — «(D^r + (ot + 1)(2)^* — («w + 2)(8) . j 

z±z ipi -f- Alf 11 . TZ — T ; — f— ■; ; — • 

FSbrt mau so fort, bis man zu einem Glied mit dem Factor jf 
inmen ist, das aber den Divisor 1 + ^ nicht mehr hat, so fin- 

lieh: 



+ o?)-" = 1 — jw(i) ^ H- («I + 1)(2)^* — («I H- 2)(a)^» . . . , 

db («» + r — l)(r)^% 

D über noch der Rest 

~[(« + r)(r + i) — («» + r)(r + 2) . Ti:i-*'—{v^a:y^^i\ 

j^ (»i4-r)fr4-i)<a^'^^ r| m—V x m — l .m — 2 x* 

l^x ^ r-i-2'l-i-a;'*" r-f-2.r-f-3 '(l^-j:)»"*' 

I m — 1 ,m — 2»..»1 x^ — l I 

r-i-2 . r+3....r-|-»» ' (1 -|- x)"*^^ 



iskonmen muss, um (l+^)~^ vollständig zu erhalten. Da 
iD der Parentbcse enthaltene Reihe sich der 1 um so mehr nä- 
•Oe grosser r ist, so kommt die Bedingung der Coovergens 
tiglich auf den Ausdruck 



{m H- r)(r-n)jrM-l 
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zurück, und ei läitt «ich leicht seigen, dsss w«Dn ilBrieIh« anfann 
ancti eincD bedeuteDden Wetth bat, rr ünch endlich Bcliu«ller ab> 
nimmr, uU die Glieder ein^r geometrUdien Reihe, <l«r«n 1{x|iod«i| 
irgend eiu crhter Bruch ist, vtoa Ducti x pin BolcJier isT. Daher 
ial für alle |jositive oder Drgative x, die kleioFr iils I sind, 

(1 -I- Ä-)-" = I — «(0 jr H- (m -4- 1 )|2jar' — («H- 2)(«*-» , . 

was mit der Form 



l4.(_w)(,ja7 + (-OT)H) 



- (— "')(j),r' 



übereiiikommt. Ich roeiae aber, die Entwickeliing sei i 
veun ^^1, und slatt eioer solcben L^Dtwickelun 
überall uur (1 + ^)-" bcIzcd. 

Eine EatwickeluRg der Art nenne ich nun eioedirecte. Wirt 
dieselbe sehr verwickeltctder crfurdert sie bedeuietide V«rb«r«i 
f^en, 10 tritt oft die indirecte Kntwicketuntr, d. Ii. die Melbudd im 
unheütiminleii Coeflieienleo, als l cnuitilerin eia. Dieselbe »n« 
aber DDibwendig die Form der Reibe, deren Coeflicientea sie b«- 
etimmeD vill, ula hinlünglich durrb «nalytische Walirbeiten tiefrrao- 
det vorfinden. So folgt leicht mit Hiilfe des binomischen l.ebrsuli 
fUr giusilive lfx|WDeDteii und durcb die gewöbotiche Olvi 
der Ausdruck (I + ^)~™ eine Reibe von der Form 

1 + J(i)ie-t-J(a^* + 

geben muss, nnd durch die aualjligchen EiEeDechaflen c 
druckea, die Diitbweuilig Hucb der Reibe zukommen iniJs 
sieb die Kelulion der i'ucfTicienien, norniich sie gegen 
einander nbliangen. Der Werib von ^^o) Ki^d sich ab< 
Doch oi<^bt liiiüeD liissen, dfrselbe luuss vielmehr uninill 
aus directer Entwiikpluo^ bervor^rhen. Dieae Itcmerkuii^ 1 
die Sache von Wicbtigkiül; die Itlelhude der uobenliu 
cienten findet lunacbsl immer nur deren Bclutiu 
absolulen Werlbej sie findet, nie alle übrigen CoefSqi« 
ersten abbüngcn, über durcb-ius nii'bt den ersten »elbst-i ; 
Debmeii wir den .ersten CueClicieulen e-leicli von vuru 1 
«n, wie z. B. bei QuiitieDtenentKickcTuntren. 

IJeberlect man so niii Klarbeit den ßutig der .'«ehliisse^ ^ 
der Zweifel sugleicli hinweg, ob wirklieb die l^ntwickeluMt | 
der eniwickelien Funcliiin identisch sei, ob beide nicbt vhT 
nur die syntuktiscbe Kigenscbuft ^entcin haben, vermöge «tri< 
die Relution der Coeffioienlen bestimmt wurde. Die Form der Hi| 
ist Diicbgcwiesen durcb eine Knlwickeluiig, welche zuffleiclt dn 
nigen oder jiuch diejenigen Cocflicienten gab, vnn welchen iÜ(i| 
Stimmung «Her übrigen ubhanul, und »ua den sjnloktiscben £ib| 
fichaften der Funcliun beslimmten sich zuletzt alle jene i ~ 
Caefficieulen. Was verlangt man da pun noch? 

Ich Wülste nidit, wos die nuuere Aualysis dem enlgegeiiBBtj 
noille, als die Beschuldigung, dass mun mit eiFitr Reitie <: 



«OB der man oocli oicbl weiss, 
r»lg^licb ileo ßest LcacJiteu inüssi 
4irser tÜDH'nt'f einpn Sinn hiibei 
dMs durcb die Vemacbläsa 
f>i|ffsetx g-efuodei 



convergirl, UDd bei der nun 

lusse, oerfreilicii UDb'knDnt ist. W«(iii 

ijiben soll, so miissle die lUeiDung- sein, 

c;kiii|t des Rfisies ein felilerliifles Eni 

^, ^^ . werilen kÜDDic. Allein hier lrBp;t man, 

BdctDD nicht dieselbe Gefulir auch bei coiiverg^irenden Reihen vor- 
iea eei. denn der Rest bat ja iiumer dieselbe ■''urm, die Reibe 
^jeonvnrgireD oder divergiren. Wir mtiisteti tilio die Hethnde 
CnnbestimDilen CuefUcienten uach bei couverpiireoden Reiben 
BB laescn, aber dann sind jene neuen a» lineh gepriesenen Me- 
den oiclil bf^Hser daran. Üicsa wiirüe x. B. mit der, nnmenllieli 
taa Caucliy geijbtcn SumaiatioiismclbvJe der Fall sein, welche docU 
bberdiess dem synthetischen oder [irogretiHiven Vortrage der IVIatbe- 
■ktik 2uwider. ist. Wenn an gmsae Männer v,erni39;e dfr Gewalt 
'Area Geistrs einen StulF mich öelieheu furirien können und zu für- 
■tn sich erlauben, s« kauD damit tiuch nirbl gemeint sein, dasa 
Mlelie Gebilde fiir ein wissenscbrit'tlicbes System sich acbicken. 

Obscfaou CS sieb kaum der Mülie liibnt, weitlüuli|;er von dieser 
Kaehc ru reden, so will ich dieselbe doch nuch ein wenig weiter 
Hrfnlicea ti&d, um nich ixuf ein bestiiuntea lt«iii|iiel zu beEtebeu, 
j^„Bwhe 



i -t- «(!)■»? + ^(ii^it* 4- wc«-^' + ■ 



=/(«) 



jplüblea, (leren Chnraktere bekanut sind, und für welclie aicb die 
NiT«rgeus, die in allen Külleu, wo x<^l ist, »^tnrt findet, hewei- 
t läB»U HuKiplicirt iWiin.KMi miit einer ülinJteben Reibe 



1 -f- «nt^ + «(2jar',+ «(M-K 



=/(«). 



<I.-t man mit Hülfe einer vorb«r narbgrwieseDen Ei^^enscbnft 
ui.i..ii.!coeflicicnien, duss/(w)X/(») = A"'H-") ^ein muss. 
,- uul mit Hülfe der »|.eciellen Wcrtlie /(1) = 1 -(-^ und 
= 1 limetmnnoUdnnn, dnsa überbH»pt/(»)^(I-t-^)'' Sil. Wei- 
rr.u denn aber dniür, dssa in das Pruduct heider Reiben keine 
j,- <ii dastJncwickeluoffügeAelt gekommen sei? Antwortet niiin 
I i.is der weggelitssene Reut nur die E^ntwickcluog einer jeden 
in gleicher Weise weiter geführt baben wurde und dnaa im 
< u- iille Glieder mit einerlei Potenzen vollständig lusanimen- 
! -pien, so finge ich, wiitnm das nicht '■ben so gut fiir diver- 
le Keibeo gelten sull? Wenn niiin jede Reibe einmal abbricht 
Product mucht, ao werden die lelxlun Glieder desaeU 
ilerbut't, d. h. sie eind airht oucli demselben Gesetz 
"e ersten, aber sie i'ri;änzen sieb ous den Produc- 
Resle zu Facloreu buben, wenn 'dieselben weiter 
Heses gefechicbt aber «uf gleiche Weise z. B. 
^ mag grüsscr odir kleiner als I sein, denn 
Ifl alten Fällen dieselbe FuDctionsfurm und geben 

iintwictcelung. 
CB, als ob die Scliwierigkeit nur mit Gewalt berbei 
dass sie sich auf die Meinung gründe, dass di- 
i^PiUBt Anedracke mit gewissen ayntakliiichen Eigen- 

, Sind sie denn nicht zugleich auch cliiiraklerisch 

PoscCion, woraus sie enta|iringen, <!. b, kann dieselbe vnlU 
U 



I vvnehJvd«MD' I PunbdoHfcni 



«tilMlig bCBtimnte. B«ihe 
wickeltwerden? ' : 

JffDfl «ngfedevtete DemooBlratien CalicbyB ftr- den'brBAi 
I^hnatz scbeini mir nach mit dem Namen eioär SunatirM 
nicbt ricLli^ lezeiclinet zu sein. Es wird vau den Bigeusi 
der Reibe auf die PuDctinn KUriickgeacblogien, aus wdcMr i 
wickelt werden konn. Die ganze Deinonstrulion ist »n gt 
dnss die BediDg:uDg der OnverffCnz g-nr nicbt zur Sache 4 
dass sie Buck okne diese ßück^icLt pnz dieselbe bleiben ^ 
wenn man nur statt des Ausdriickea der ISnmme den aDgemi 
der l^ntwickelung zu subsliluiren beliebte, d. b, wenn m 
Fra^e so etetlen wollte: aus welcher Fnoetioa kann die M 
deto Reibe entwickelt werden? Und wie f;roBs ist nun d«r 
schied dieser Methode von der der uDhestimmtpn Caeflicientei 
che nicbt von den Eigenschaften der CoeflicieDten einer R^ 
die entwickelte Punctiut), sondern uint(«kehrt von den K 1^1 
tea der FunclioD' uuf die Coeflicienten ihrer Bntw ick du W W* 

, ,■ , .'. '»-A . 1 /v.u . 

-"!i''0i»>eMv<fr^n2' oder Divergem' hat «nf' dai EntnlbVflll 
fl^tz gar heiuen Kinfluss; B^e wird aber iilsbald erkaunt, itu_ 
Reihe vollständig Ut. Zu sAfchc«- Brkeentniss lässt sieh 1^ 
weit weniger Aufwond von Rechnungen gelangen, ala gcTT 
cesdiiebt, denn j 

j_- ..„ -»er PwnctioD /(aO^ntwickelteii I 



Gli. 



r hi 



al, da 



um Ve 
ill leh jetzt ) 



iiwinden klein w 
begröDilen suclien. 



Vf!. ^(f) den Rest beieicbaet. Auf gleiche Weise katlaa ( 
\H-\u- /^) = -'^(» -^- ^'m + ■■■- -■^(«-U + «(„_,). 

iM|^.^^l^!cTi. folgt 
^„^„ „„ ,, , /fc«-U-Äw = .¥w. 

•l«JtIlt«r"4er-#n(»ebt«U Voranssetmog verschwindet also d 
teSDz mveier Nacbbarreste immer mehr und mehr, je huhfl 
in die Reihe gebt. Deashslh veraebwindea entweder die Rest« 
und <)ana ist die tünche klar. 

Will man dher anoebmen, die Reste verschwinden nid 
müssen sie. wenn /(.r) und alle Glieder seiner Kötwiekeluni 
lieb sind, selbst nur einen endlichen Wertb haben. Zupleld 
den sie aber auch im Fortgänge der Reihe, zu Folge der V 
Setzung immer kleiner. Denn sind alle GKeder der Bntwicl 
positiv, s» neigt die Gleicbung 

Ä(,^l) —/((,) = X(„}, dosB Ä(,,) < Ä(,fri]), Ä(^|)<Ä(,) a 

b Wccbaeln aber die Vorzelcbeu, ao kann man wegen der Vi 



Mitiv* Gliedergruppen bilden, die bis zum Verschwinden 

, uod man erliiilt dann eine Reihe positiver Glieder, fUr 

ibiiWi*'«' daaielb« ^ilt, wie vorbiii. AbcIi laast sielt der Scbluss 

Mif dea Fall nustleliaeo , wo alle hökeren Glieder der Reiije 

UV Bind. 

ntus folgt aber mit Nolliwendigkeil, <iasa ncna die Reste 

" " lollten, sie sicii einer canstauteo Grösse C ohne 

Bs wäre also die GleicIiuDg 

L>t«) = i'(i) + i'ta) + A'o) + . . . . Xw + C 

bhljgeri'JB grösser m wäre^ alio sock.ijM Gleichung; 

' '/(^;) - c=, X(„ -t- X(« -i-.... A„, 

qtitiger, je grösser » wate, leb üadc aleo jetzt dieselbe 

ivergirenil, von welcher ich vorliio aonaLia, dii8s sie di- 

*^i Dun ober die Reibe eine Entwickclung von /(x) ist, 

:e sich oucb oboe Uaile dem Wertho vup /'{x) uad oiclit 

dr) — C, also duBS C verschwindet. 

nuBan, diiBs hei Übrigens eadlichen (■liedera der. Reihe 

iDillißb werdet!, su muss utitürlich uufli /(j?) nnendlich 

(^ Fall kounteo wir von unserer lietrachruDg ganz aua- 

Ifia es ist der Suclis aD^e.Besseaot, den Begriff der 

lUch darauf iiuszudelincn. Der Keat verscliwinilet Däm- 

t absolut, sondern im Vergleich zum Werthe vao/{x), 

i^er, uitendUcb ist, s» muss moTi natürlich den Rest bis 

cha JitDitusriicken. Es ist d«c1i immer ein grosser Uii- 

[ swischen einer divergireDilen Reibe und einer euleben, 



I 



;Ddlicl> gro 



ist. Bei der « 

tcbnui 



luf kei 



«g> «I- K 

— Olivier hut in einem Aufsätze in Crelle'a Journal 

n Satz Bufgeslellt, als ich bier, allein er jässt solche 

Me eine unendlich grosse Summe haben, an dem Begriffe 

venz nicht Theil nehmen, aucli redet er nicht von ent- 

Keibetr, sondern setzt ilieselben als ursprönglich eregeben 

sollte eigentlich der !Jatz zu der Entscheidung führen, 

e einer gegebenen Kuihe endlicb oder unendlich sei, 

1 derselbe nicht leisten. 

f wollen uns dabei nicht lünger aufbnlten; wir sehen, 

h/CM «ioBn endlichen VVertb ih>t, der Rest seiner Ifnt- 

l^rtm -(Glieder wir endlich vornussetzen, auc4i nur end-- 

I, Weiden dann nucb die Glieder der Reibe aber olle 

so couvergirt sie, und diese VViihrbeit überhebt uns 

1. Rechnungen und bringt uns auf ein freundlicheres 

WJSftwachnft, wC"* wir nur uaalilnsslich die einzig ihrem 

alnirccheude Methode, die der Kntwickelungen namlicb, 

4ltcct «der iudirect, verfolgen wollen, Für jene Fehler, 

1- dSD Gebrauch divergirender Reihen bekommen bn- 

I werden sich sicherlich bessere Erklärungsgründe ouffin- 

, als die nivergenz, und die Wisscnscbntc wird aus den- 

n'ifNssefen Gewton ziehen, «Is dureb alle UotcrBUcbuiT- 

"t Converireni. 



t. 6. 

icA "irnnBe DUO Docli zur EDtwIcketniig der Exponeotialreik 
für ndcbc-ich nur die Gültigkeit der BiDumialreilie bei i^anzen pl 
sitiveD miU negativen Expnnentea vorausBetze. Ist sie für solch 
ExpiineDteD eotwickelt, so läest sicli iLre Allgcmeiotieit sclir lekl 
dstihun UDd darnus dann rückwärts auf die allgemeine Gülti^kti 
der Itlnomiiilreibe schliessen. Ich meine gerade nicht, dass auf die 
sein Uege etwas Wesentlicbes gewonnen werde, obscbun man di 
bei auch aiclils einlriisst; mein Zweck i» mir, die Metbode der ni 
beEtimmlen CoetÜicieDteD in ein klares Licht zu setzen. 

Die KntwickeluDg der Exuanentialreihe, die ich bier gebe, ll 
keine andere, als die von Tbibaul in der allgemeinen Arilbmeti 
nngedeulele, aber nicbt bis zu den Anforderungen der neueren M: 
thcmatik durcb^eführfe. Sie besteht lediglich in einer anderen 4 
Ordnung der BiDcnnlulreibe. In o' setze ich a=:l + ^'und erhnl 



«' = a + i)'. = (.i^ir^)- 



. = l + .? + ^;^,!. + ^.i±|^ 



i Puculiäten aller' Glieder auf und bezeichne 



. jr + 1 = a?' -t- C(i) a: 



.= i + if+^. 









tssg' 



■ kiiri 



uiehneD wollea. Hier ist 

Ct. 



jt,i=iß'+~~iß-<-^ + „^rr^JV/ "' + ■ 



( ist aber uoch lu beoierketi, üasE dieEe Eptnickelnng so- 
ifocitiva als aucb für negative ^ gilt. Bei letztere» muss 
eibe eDdlich ahbrecliea, iniiem sicli «— -^ iiuf (1 — j*)' re- 
illein da dann alle Glieder der lieilie, welcbe man nucb 
n Gesetz über das Glied ß^ bioans bildet, der V gleich wei- 
lst die Fortfiihruiig bin ins UoeBdlicbe immerhiu /uliisaig. 
Die EotwickeluDg iat io Bezug auf ^ eigeotlicb schoD voll- 
Mif, es bedurf bloss noch eioer RedactioD der CücfficienteD und 
■ ÜBchwetauog der Coovergeaz, ifm joizigea Ad forde rangen zu 



igeü. Weil aber überbaupt C{b)= 1.2.3.... i 



i wird 



obon aofgeslelllen Satze darf icb eigeollicb die Con- 
E ilieeer Reibe uicbt beweisen, weil icb die Function J^iß) 
cenne, aus welcher ^4 entwickelt werden kann. U% 

n ß^Y~r~/ ^^ f"'^ öl'^ positive ä ein echter Urucb 

I fallt die Reibe ,4 schneller als die geometrische ß + ß' 

. sa i ~ ^ a ^ ^1 u"*! ** '*' folglich A'^h. 

.1 ist der CoefGcient des allgemeinen Gliedes 



' , nnd ea ist derselbe kleiner als der CoetU- 

* in der Entwickelung von (1 — jS)—", d. \\. 



» grSsite Product in C{n.^r~~n iat n.»-^\.u-\-%....H-\-r — 1, 



.-l.s-p.2 n-t'r^ M-i-r^ 

woraus obige Uetiauptung sog'Ieicli iiervur{i;cbt- Daher bidiI al 
Glieder iler Reihe J(„) kleiner als die gleichzäbligen in der Ei 
Wickelung ß"{l — ß)~", und folglich, weil hier Convergeuz » 
liodet, 

Also Bind die Glieder der Ex panential reihe sämmtlicb klein< 
die gleiclizähligen in der Reihe l-\-ia:~t--r 



a Unendliche abnebi 
D Satze auf die Cunvergeui der Exp 



9 darf maa Daok' 

iDtiatreüiescfalifli 

der KatffickclBag nichta ai 



da diese 

nem obigi 

da die Snmme derselben au Fol 

als a' sein kann. 

Bisher hubeu wir directe Entwickelnng und dieselbe ist) 
lid> in si> fern schon volEsläadig, als der IVerth tob a' tfni 
Reihe I. schoD berccheDltur ist. Da aber ^tf, ^/(z) .... ^(n) P 
nen vun ß, d. h. von a sind, lo könnte ea kommen, doBfl dl 
wisae einfache ReJiiliao zwischen den Coeflicienteu Blatt faäUo^ 
■ he aus ^ ulle übrigen linden liesse. Um diese Relation ai 
rectem fVege zu entdecken, mässten wir tiefer in die Natnr 

Ausdrucks Q») eiagehen, oHein um diesem zu vermeiden, b< 
wir uns der Alelboüe der unhestimmten Cocfßcienten, d. h, ' 
cheo die Relation der CocI'licieDt«!! ji , jJq} . . . , A(f,j 
Kigenachnftcn der Function a^. 

Wir setzen duher x -i- y Blatt x in 11. und erbaltea 
Auflösung der Potenten von x -t- y leieJit folgende neue &i 



womit ich mpiue, dass die Entwickelnng nach den Foteni 
y geordnet sein soll. Aus «^^T^o'«? efhält man aber, 
man für iry die Entwickelung eiDsetzt: 



a»+y = a' -t- Ja-'y -{- - 



Hier meint man nun gewühalich noch fernere Ümbilduflgen i 
zu müssen, um zu beweisen, dass in V. und VI. die GQeder, 
che die erste Potenz von ff zum Factor hohen, wirklidi glejch 
Ich halle diese UemUhung lür sehr üherQüssig, denn es handelt 
hier nicht um eine numeriscbe Gleichheit beider Kotnickelunj^ 
es iit ja die Frage darnach, welche Relation zwischen den Co«l 
ciGDtcn .£/, .^(tj .....^(h) statt haben muss, damit die tialwickelnv 




''fl ) = y »''^!- 



Demaacb tat aticli 







d. li. die BxpoDCDtialreilic ^ilt lur alle positive oder neealive ff« 
»der )celirocLeoe Wertlio des Ex^tonentea. Dsber gilt auch 
KeJIie I. fdr jeden Werth vun ar, uad tveuo inao sie wieder so 
ducift, (luss die gleicLeo l'oreu^eu vun ß zusammm kuinnieD, di 
stuti der coniliinatorigclien Ausdrucke wieder die Facullätcu ! 
Sil erhalt mun die Hiuoinialreitie wieder, die folglich ganz ullgi 
gilt. 

Der WertU von 

-''=r-^)-^*(^)'+t(^)'+- 



also für .r= I 



„=l + A + ^+~-j + .... = e-<, 



, folgt 



^ = log Hat a. 
in « ^ _ , so folgt sogleich : 

log o.t (1 -« = -(? + ;|I' + iß 



i■^ 




Eineu wiclitipfeo Zweifel dürfen wir uns jedolti am Bade' 
verbellten, den icli ubsiclillicli iu die Rechnung des vorigen Par 
|jbeD legte. Die Aufgabe war, in deu Reilien V. und VI, <" 
licienlen so zu hestimmeD, duES beide identiscli werden, 
fordert, dusa die gleich gehildcteu Glieder identisch siüd. Il 
Thut licjjen auch die von y freieu Glieder a' uud I + J, 

*'.... ecboD sJb identilcli vor. Dann maifliten wir die. 



^(2ja: 



r ersteD Potens 
1.2 



>j ai 



y identiacb . 1 
führte ui 



mlicli .J . a^ ^ -.J 



oui' « 



mAz 



atimmang der gesnchlen Relation zwiacben deo Coef Urnen ten ^, 

A\i) :/(„). DuinoBch werilen id V. uuil Vi. die zwei eriten 

tilieder beider Reiben idcutiscb, ober wie stebt es ileun mit 

den GliederD, welche die böberen Foteozea vod y zu 

Fuctoreu bnbeo? 

-<, Mao liilft sicli liier gewöbnlicb dnmit, ühbs mao beide Reibeo 

t* eiDaader gleicli aeixt, die gleicbca vuu y unabliäDgigeo (Glieder duDD 

t'ffe|tläsat, mit y divJdirt und zuletzt y^O setzt, wodurcb man die 

M) 'JSeatiniinuDgegleicbuDD; für alle Coeflicienteu erUUt. Dieses Verrnli- 

äi rPD ist im Grunde mit dem der DiflerentiolrecHBDg gooz einerlei, 

^ denn mau erliält dndurcb die derivirten Functionen, und ebeo da- 

binuua kummcn audi andere Umbilduagsmelbodeu, z. B. die im ms- 

tliematiscben Wijrterl.uclie Bd. V. TL. I. S. 5ül> in Anwendung ge- 

brscbte. Aber es bleibt bierbei immer der oben ousgespriichene 

Zweifel; ea werdea' zwar zwei Glieder der beiden b^atwickelaogea 

für a^+y identisch, »lier nicbt ulle. Vielleicht ist dieses ein Haupt 

Sruud, warum die Ati^thode der unbestimmten CoefScienteti' uicbt be- 
iedigen wollte. Denn die Rehrtion der CuefÜcicnten soll ja ao 
*< beslimmt werden, duss die Bedingung a^+^z^a^.aV erfüllt wird, 
niclit diisa bloss ein Paar Glieder von beiderlei Katwickeluog iden- 
, tiscL werden. 

Man bat bier nffenbar ein Princifi in die elementare Analjais 
liprnbgezogeD, ohne daiou nur die. nindeate Rectienacbaft zu geben. 
I 'Weun uaber die MelboJe nicht befriedigt, so kann mau ducli des- 
fVre^cen deu Grund nirlit den uubeatiiumteu CoefßcieDten zur Last 
J^Jrg'eD' Mo wie diese Metbode vielfacb angewandt worden, ist sie 
Velgentlicb nur durch eine gut begründete Ücrivatjousreebnung zu- 



gendicb 
jpläsBig. 

In unserem Falle lä: 
l^nog leicht geben. Pie 
V\. und Vi. erlieiachl, dae 



ich freilich die vollstäudige Nacbw 
kummene Identität der beiden Reil 



-4[n]a^ und ..i[„) + ^(a+ija: -|- - 



:^(H 



■-i-y) 

4^1 



, -^(älf^ 



zyy^ 



..)=« 



^^e Glieder bernussondert, welcbe den Factor y'* haben. Setzen 
ngt^T nun atatt -^(/,i, --^(b+d. -A"+3) ^i« i"" vorigen l'aragra|ibeB gc- 
ffftanileaen Wertbc A», ./«-»-', -'/"-«', so ist die Identität der obigen 
i^lDpC^ meine II Gleicbnng sogleich einleucblend, und die Entwickelnog 
^jl c r Eix|ioBential-, au wie auch der llinomialreibe ist auf das streng- 
['Mte gerecbt fertigt. 

Aber ae leicbt dürfte die Kecblfertigung in anderen Fallen 



nicht eeiu. daber allerdin» zu ratheo ist, die Metbode ilerill 
etiminten CoetUcieDteo niclit bei Seite zu legea, denn wir wB 
dann die AaslyHia nn ihrem innersten Wesen verletxen; wobli 
ist zu ratbed, die Schwächen, welcbe den elementaren EotWl 
Innren liier uuil da noch aukleben, durcb kluge MBassreg«l| 
beieitigeu, 



XI. 

DissertatioD sur la tb^orie des axes principl 
et des axes permanents de rotation. 



Monsieur Steichen, 



$. t. Theorie des axes principaus. 
I. 

L'objet de cettc diasertation est de simpliGer et de oai 
1a th^orie des axeE principaui, et pour atteindrc k ce but, 14 
prendroDs en entier le probleme tjui s'y rapporte et nous 'ba 
notre golutiaa snr quelques d^linitiuDi et notians fondnmeatsli 
'm^cnnique, qua Ton admettra probablemeot saas difliculle; 
ootions ne fenferineDt eu elles-m^mea rien de gratuit, et t 
frent l'avautage de cooduire par le oioyen de ranoljae otdi 
la Solution directe de« nueetioDa k traiter. 

i^„__~ „ .,n _^=. — „ matericl bomogece, paurru d'm' 



Concevons 



fise qui le travcrae e 
raide et iD^braalable, et imprimo 
talian aur cet axe. Sera-t-il pi 
poBitian pour laquelle ha forcea ceo 
retatioD, se foaseot equilibre et ae ti 
Pour s'aasurer de la paaaibilit6 1 
ver en merae tempa une Solution directe et geueraie, 11 
comraenccr par exprimer aoalytiguement lea conditiona m^cai 
qu'elle entrufac. Or corame les forcea eeolrifui^es db doivent, 
deplucer l'esaieu de rutatioo, lors meme qu'il aerait libiQi il&4 
i alg^brique de leurs tiompoBanles Buivaut uaaseqof 



ibie de t 

Dtrifiiges, qui naUsent dei 
leadeDt paa ä t 
3 la questiuD 



t paa a le d^placenff 
et pour eal 
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e aait nolle, et que de plus kur äner^« totale a loarocr l'eisieu 
•I« rutatioD nulunr it'un iiutre a:ie quelconque, |iaiiBaiit pnr le eenUe 
*ui( nnlle niiMi. Mais l'R fra^aot {isr cc cenlre un gtlua uurmul a, 
faxe fixe priinttil', et tiraot <laoi ce plan deux axcs reclan^ulairea 
PBtr'eux J»'', /i/, on ohtient uD iyit^me d'ases cuordono^ reetan- 
ir'ea -/s', /y^, las\ doDt le dernier cuincide nvec Taxe de rülatioa, 
ri dtiat le-t deux (tremiers seront ccdp^s fixes dans le corps, msia 
Kotiilea «reo |ui autour de Z^. Si doitc Si d^note la «itease on< 
(;uluüe du ayiteme touraant, et ^e x'. i/, a' aoieat tes coonlonDäea 
(i'uii point mutäriel quelcoDtgiie m du Bulide, od aura les forcei cen* 
tr'rfuices pudielles, repr^sent^eH par lee expressionsi m . il' . 

l^y** — |-a'', «('.iä' , K y"' -f-s"' ,; et toiltes ccs forcea etant 

KOrtuales de direclioa a I'bxg Ja; , tu somme de leurB projectioiis 
urlLagonateH sur cette li^ue sera nulle d'elle-m&me. II faudra donc 
Ifs efetimer par rapport a uue oulre dfoite ayaut une pusitioD moiDS 
particuliere, et Tod pourra loujoarH coinueoccr par preodre /j/ pour 
'BSC de cunparnisoD. 

I>« prujeclioo sur cette droite de lu force ceotrifage mü* . 
l/y"' -Kf" se r<duit a mii'y', et de mdne sur Taxe ./a' eile de- 
vicbt m/J*.«'; aJDHi d'upres la premiere coodition qui diiit exprimer 
U oullitg de la Iranslatiua, ou de la tendauce du solide k la Ifaas- 
alMd , le loDg d'uu axe quelcoDque, il faudra poser les e'quatioDa 



■atjl-iqiieB: 



'.«y'=0, a* .2.mx-^0 



. hsqDelles, par suite de la d^Guitioa du ceotre d'ioe^tje, sont aatis- 

I hites d'elles - m^mea, et I'ud aura par cuDs^quent pas besoin de 

n embarrusser. 

Quaut au mojen d'enprimer la äecuode conditioD, on doit se 

rappeler qae l*en«re:Je totale de plusieara forces a totirner ud corpg 

r d'uoe droite, teile que Jy, B'obtieut psr la projection de 

lea forcea sur un plan perpendiculalre a la droit«, et par 

loit klg^briigne des momenls des forces atosi urnjeteei. Ma» 

!ces centrifuges, projet^es par exemitle eur le plau des V«' 

idt iliea a un grontipe de furcca paralleles Si* . ms\ Si* , mn'', 

, piKcequVlIes sont tautcs dirig^es dans des plana per- 

tcnlaires a l'aie /x"; de plus le uiooieDt d'une force, teile que 

rapport ä l'uxc /y', se compoBe du produit de fl' . «a' 

i^fcrpeniliculnire abaiss^e de ruri^ine / sur I» ilirectiun de 

ee, on pur l'abscisse a' - de surle que ce moBeut est SI' .m 

I' ät Ictnouient total sera parcoustiquent Si' , 2 . iaa^s'. — 

vntvera de mfoie que l'äoergie totale des forces a lourner 

fcifK<ivt l'essieD Ar' aotour de l'axe J%' est repr^sent^e per 

%[««±*y'; et puur expriner que cette double leodance ii In ro- 

""' " ' 'le, il faudra poser par cuusjqueht lea cooditions 



I p«ut-gtrc croire, que ces conditioos suieut iDSuffisantes 
^riW^ que les forces centrifuges ue teudeat pas k d^ptacer 
ll"Ai^V">B** ">■ <loit Kinorquer qn'elles ne sont pss n^ne tautet 
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deux n^cBsairea, et t|ii'DDe seule «l'eotr'elles tuflit, puiaqne i 
n'avoiis [lus aBa\ga6 jugqu'ici ile [lusition purliculicre aux nxea 
Js' dans le pliin uoi'miil ea / a Ix'. ■SeuleraeDt defiqa'ou se dnd 
la direction de ItJ, ccIle de /V cd r^siilto, cumme devant ätre d 
male a l'autrc. U'ailleurs il est niuuifextc que \a rutution 4c j 

uu »xe situc diias le plan y'a'- 
daaoait toutelViia l'ax« li/ dans le pluD, il faudrnit pnser a 1» j 
les deux äijualioiia pr^cädeulcs, parcequ'alore la gyratian < 
antonr de yV'iiourrait 6tre DuUn, aana qu'eile le füt en m^n« 
autour de I axe 1%', Duriual ä //. 

Celn [lOBe Uu^**'*^ <■" *:eutre d'ineitie / trois uoDvean: 
rectaogles Ix., Tg, 1% qiii aoient fixes et Immobiles, et suji 



coa (iT", aj) = a, cos (^, y) = /? 
cob(I^, «;)=:«', coB(y'.y) = jy 

cos (s', x\ = a", cos (a'j y)^ß^ 



cos (^, ») ^ y 
COS (j/, a) := r' 
co»(.-,«)=:;^ 



de plus ^, y, x dfoulant les cuordunbfes d'uQ {lOinE m, rnnpurU 
coiiijue de la ratation, ponr Uql 



aux axes Cxeg, a ua instaDt q 
ce m^ine poiot a per rapport 
y", «■, on doit — '- ■" — -" ' 



. ibiles leg ci>ardon»<n>'ii^ 

lu IraoHformatioD coanüe: ■* 

-ßy-i-r* 



et les b\x equations de cODdition: 



9" + ;^» = l, a"'H-)9"'H-/"=l 

ßß'-hry" = o, «'«■'+/S'/r'H->'y'=a 

Maia pour que l'cssieu /.x', jus^u'ici srliitraire de directiou tians I» 
Systeme mut^riel, ä cause qu'il a ete reudu üxe, coiiicidK *ir< 
l'ase d'equilibration des lorces ccntrifuj^es, partant ^Hiuri|u'>~ 
tant rendu Ijhre il oe se däplace paa d'un mouveaieDt g^\ niinirc, 
peudaot que le ayateme tourne sur lui, il est aeceaaaire uiii^ 
gles.reljHlil'B aux cuainus. a, jä, ^ Hoieot ceux <]ue forme Pttj 
libraliou avec les iroia axcs coordocues fixes la:, Jjf, ^ 
iadipendaata du corps. II faut dooc iiue les deux.^qiifttiN 
ditioD püseeg [ilus Laut, aubsistent ici; uu biea il a&ra 
du moioa, que la premicre d'eatr'elles soit Eatisfaite, raxc< 
deslora arbitruire de direction daus le pjao. y"»'; il faut et il 
parcoDsequeut qae Tod faase dans cette hypotliäae: 

Si' .2.ma:'y' = 0, ou 2.ma/ff' = 0, 

Substituant la valeur du rectangle eu a:'x', en fonctioü rfe'J 
a, ß, }*, et posaet pour abrfger: 

S .mxy=f, S.mxx^g, 2.my%-=hf 
uu ubtieodra pai nn caicul rapide et facile la co&dition 



+ g(a'r + ar')-i-/iiß'r'i-ßy').... \ 

unmc c€tte e'f|UstinD dntt ätre sittiafaite, tjuelle que soit la 
^^ ie l'axe.Jff' daoa le plan normal (y'/a'), eile iah eticore 

^Bv rcmplie pour le caa oii aprea avoir fait tonroer les axea /^, /V 
Jmis ce ploD an a amenä /j/' daos uae pnsiiioo pour laquelle ^Jx 
^= 90'', e. il d, pour le cas de a ^ 0, et [tourvu qu'ou tienoe compte 
de ta coii<)itisn siinpliG^e ßß' + y/^O. Od siira donc ainsi, eu 
■up{)riin not le facteur commuD ß': 

(ß-c).ßy + f.ay-8:.aß-t-(x--ß^)A^<i.... (1). 
Hctis IVquation de coDdition R^nerale est encore satisfaite pour la 
pusltioti particuliere de l'a\e /y daus laquclle jS'^O, pourvu qu'on 
tienoe cumpte de la couditioD simplill^G au' -i- yy' :^ Q , qui en ri- 
nille; OD est aitisi cooduit ^ une deuxi^me relolion entre qunntit^s 
canoAes et iacoDDiiea: 

<,a—c)i>y-\-/.ßy-{-{y^~a'}g-a.ß.A = 0.... (II). 
Ur ce^ deax equatlaos particulieree, stallt jnintea k la relntian per- 
pilnella a> + /¥' -f-;'' = I , soot eviilemmeot aut^tBantea pour tii' 
temiper tes Irois iacoanüea st, ß, y, et parlant la pnsitinD de Taxe 
4'^uililirntioa des forces centrifuges que l'nu cljorcbe; mais rien oe 
BODB prouve encore que cet axe exisle, puisque dous ne anvuns pas, 
ü IVlimioittion nous dnonera des vuleurs reelles ou imagiDairea 
pour a, ß, y, II y a d'aillcurs une uulre difiicuK^, c'est que riea 
h'einpeclie ile faire ä aon tour y'=0 daas l'^quatioD gäa^rale; et 
Htte suppositiau donnera la 3eme cquatiun: 

(»-«)«. f+/(f'-o') + y. fr -/..a/ = 0.... (III) 
a Tod aurait aiasi iguatre e'quations pour di^terminer troia iucon- 
Mesi II Importe donc d'cKaminer av.inl tout ai la 4eme equatioD, 
nrqn^c par (111.), a'eat pas uuc roaa^queuce des troie autres: car 
ri V« c»s n'arrive pna, tonte rei^herelie ullerieure aera iiiultle, et 
l'iip rlirrrhe aera impoasible. Or ad voit aifiäirreiit qn'en multi-' 
[ilinni lVi|UiiIioa .( I) por «, et r^quatinn (II) pnr ß, et retraucbkot 
U T'-'^iillitis membre-a-nieiiilife, oo ubtient eo efl'et IMiiuation (III). 
I,....: ... ronditiona analytiquea s'aecofdeut d'Une maniore remar- 
•I- Pobarrvatiun qu'on n predQiit^e plus baut anr le aombre 
- de coiidition de la forme: — . ma/p' =: 0. De plus ea 
n|»i ., -iir IVqnation ^ , pia/s' = 0, comuie an l'a fnit ä T^gard 
le ^.(M^'y' = 0. an obtienilra manifesIcDH'Dt uoe eijuation gd- 
SMitnB'l'Dii tfouva sana uouvenn «nicul, en cbnrigeaiit a', ß', y" 
'- "j dtfia Iroiiv^P, «n o", ß", y" respeclivemeut. Et ai l'on 
'«oauite «"r^O, /i" = y, j'"^0, ob retroitvera encore tiiie fois 
ui (I), (11), (111); CO qui offre la conSrniation de cc qu'on 
:\\ aüus caicul, et par le simple exameD de la nature vai- 
tt|nii|ne de la qucstioa. 



2. 

Tootes lei 'difficalläs do la questiun aont douc raMen^ea il d^- 
mine.r Icfi troie inconnüea m, ß, y par le nioyen de dcux <)ue[- 
iPf. I *«in|»es de:« cquatiuna (I), (II), (UI) et de la relatiou pcrp^tuellc a' 
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-H^»-f-^* = I. Si iImi» la vüe de rameiier celle*« ^ oae idi 
tit^ doDt il B« floit plua beauin de teoir cumiite, od d^aigue pw 
l'incliD&iaon de Taxe rdel oti imaG^inaire sur le plan des (jt, y)i 
par 17 Pan^le compris eotre an projeelion aar c<- plan, et eotre I' 
Jjc, OD devrn fnire d'aprei nne traBsfarmntioo cuoDiie: 

a = cos Jj . cOB 3-, /S = cos 5^ . sio ij, y = «in ^, 

8i Ton pgae easitUej pour mieux ubreger IVcriture des {i)nau\^ 

lang 5- ^ *, tang ij ^ £, 

DU redoira loa conditiona trouvees plus Iiaut am furmuleE 
VADteai 

" '+/.(£'-i)-i-(«~)SK=o.... (iii)v^ii 

Si l'oo multiplie l'^qnation (I) par /i, l'equation (II) par g, qiie' 
retranehe eoBiiite l'une de l'autre, et qu'on couiidere la q«at 
»l/lH- ^ comme une seiiU ioconuäe auxiliaire a, on aur« 
^quatiou du premier dea;re en o, pour d^termioer celle-ci cd f< 
tiua des aulrea «junnliles; de mdme l'equulioD (lil) donoera tut 
u pnr le premier degrä cn fonctioD des dono^es et de l'iDcoDnJ 
■galant June cefte douLle valeur de «, od en firero p»r nn' 
cul peu compliquc une ^quation du troisieme degr^ en C *]>>> i 
la forme suivante; 



dans iequelle on a po 

.^, =(/--«-')/,-(a- 



übriger; 



ö, 



=0, 









R^martjuons que qunnd « 
faeat, »n parvietjt k um 
terrae coaslaot se reduit 



n faif l'elimiDalinD eotre (I) et (II) sei 
equaCion du 4^ine degrä dans laqaclli 
k y^ . h — /"' .rf^Oj do Borto que ,<S 
^uation aura nite meine nulle, ce qui est facile h. interpreterj 
I'aatre facieur, apres la siippreasiaa de cetle raciae nulle, rt^ 
d«ira IVquatiOD du 'Vme degre, trouv^e par la preniiere m^ 
4'dliniiaatioD, cette ^untion, ayaot au moinB une rueine rtelle, ■ 
tre, gu'au ceatre d'iaerlie d'uD Systeme materiel quelcaaque dm 
il existe toujuura au aiojas un (ixe d'^nuilibration des furcea c 
trifuges: uu tel axe est ce qu'on pourniit aonimer pour plus de hl 
velä Dorore, axe de libre rotatioa, uxe d'iucrtic du 1 
et i|Ue Tun Duoinie cuDiamo^nieDt axe principal, 

Au cojilraire quam) üb sfliidc est mis en nuuveoieat ile ra 
lioo nulour d'ua axe exceutrique, et qu'il conlinue a tourasr 
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C(t BX« pourrD d'nn ••nl point fixe, bsmi que cet aze toiirne ou 
tande a tonnier BUr le point fixe, soas l'actiun des leules farces 
evntrtfugea, l'aie «e nommera axe d'^quilrbration relntif, ax« 
priiici|>al relatif a ce poiot, ou enfia axe perranoent de 
rotatioD: alors lea forcea centrifugei ne aaaraieDt plus s'^quilibrer 
d'une maniere ubsotäe, et sans l'iDlervejitioD <J'ua point ßxe au moiDs, 
Mteodu ijue ponr un point diflerent du ceotre od ne aaurait plus 
iToir los deux coudilions J5. mji'^0, 2.m*'^Q; de surte t]ue aana 
■n point fixe Maxe de rotation du solide scrait au moins empörte 
tuB mouvcmeat de transtatioa rcctiligne parallele, eu m^me temps 
lüde touroerait sur lui. 



r li'exisieDee d'un axe d'inerti 
ßi l'uD dirige Taxe fix( 
Pt' y^' , OD dccra avoir d'apr 



dans les solides £tant d^ja le- 
dcs absciases Ijv euivnnt cetle 
s la condition mäcanique de la 



x'tf = ß, X«W'3=:0 



S . mxy = 0, ^ . M:r3) = ; 



s de .3/ = 



■ ^ /r colncidaDt avec Ix', les deux aulres nxes fixes fy, 1% i.__ 

■ Hsl'doiin^es doivent iJire dans un plan normal f( I^ , poiique par" 
lij^lliise DOS trois axes directeura Ix, Jy, l:i Hoot reciangulnirca, 
Id que d'un autre ciile lout axe d'^quilibration ubsolu exiee que 
I Iti Kiidmes de la forme ^.mxy, 2. mar» suieul oullcs, quelle que 
Isit d'ailleurs lu directioa des deux «xes restonts fy, /x, trac^s 

BS le plan normal. Duac puur le ersteme de coordoun^es ainsi 
fDs^ il foudra avoir /:^i'.»w^y='0, g^2.mxx^0, et cea 
iditiotia Dous dooneruat, ctaat inlroduites daas les vulcura de 

tlÖD du 36aie def^r^, r^duite au aenle terme C,^^Q devieuti 

il'pt\tt-^re SBlisfnile 1) par rhjpotese £|^0, et chacaoe 

-^— >'<l): (II), (Hl) donuera punr » la valenr correspon- 

c< aiosi l'oH est ramen^ k concjure ce qu'on anvait d^jk, 

nts ^'-^uilUiretiua absniu exiate et qu'il coincide avec 7^. — 

'-iMt'mt peut encore ^Ire rein|ilie p.ir la supposition A = 0, 

Mtmere encore une fois 3 = U, C^0< et cetle circopsiaaee 

^ qn'antre l'a\e Jjn, celui des Jy, ou des Jx peut 6(re ua axe 

He' a «ause qu'oa a dejk y^ 0, •f:=:Oi miiia noiiB ue snvons 

l^^riell de |iosilJt' ä cet erard, paisqu'aucun ayaipldme n 

■erin'il Boit n^ccBsnire de poser A = 0, pour smisfnirt 

^i^^O, Eofin il est poasiblo que le fiicleur entre cnq 

iaittviTij(m~~i')(a — c} — A' »oit nul: äpruuvoDs donc ■ 

'itioa: et loit eu com^queuce: 



^ude/:=0, s-i=:OjleB trois ^uiLtiuD (I), (II). (III) (lomi 



(a~o).a)' — a.ß.A = 
(« — Ä)o/? — a.^.Ä=0 



. (U) 






Si Pon fiupprime aus (!eus dernieres Ic fncteur a, uu si 
le supprimer, un tronsporle clinijiie terme cd A duns le secaad 
bre, et qu'nD multipüe les ri!sultats metnbre-a- membre od repl 
la conJition /i' =(« — Ä)(ff — c), ailmise ci-Jesaus comm ' 
cas pQssibl«. De plus I3 Becontle ou la 3eme ^qimtinn diinnq 
valeur de ß: et nubstituant retle valeur duDs lu premiere, uu 
ileduU itucuDc Viileiir determinee de ß: piirccque Um» l^a t\^ 
du r^sultat rptiferuieront le l'ucieur ß'': ainsi les i]iiatitil4!s cff 
relatives k chiique ase d'^quilibralion iti&ercat de eului /.r 01 
resteroieDt iiid^lermin^eH, et Ic- probl^tue ^6n6tii\ serait par.. 

äoent ajissi ind^tcrmiuä; or les nuiintites tr,l>,c,y=:^0,^^^j^i 
eot noD aeulemeot de In poHition de Va\K /x" tiu Ja:, iiaiv' 
de la furme du corps. et de 1^ iiosirion des exen /y, 'Jx, m 
nrbitraires de direcliim dans ud plaa di^fini: il est donc impä 
d'iivoir genäralement' ^* = {a — 6) (a — c); cur quand mömr 
^qUaCioD subsisterait pour une posilion speciale des i 
eile n«'BHurait |ias rester vraie pour loutea les pnsitioi 
Alttai l'uperation daos la quelle on supprimalt d'abord le facti 
cotnmun a tous les tcrmes des Aeax dernicrea ^uationa, tiii j 
primer le tuctcur commun ti-ßy aus tcrmes de la <!0inbiBais6u 

{a-c](a-6)a^ßy~a'ßr.&' = ^ 

^'est point permise g^neralmnent, Dudc il faut qu'ogait: 

ou a = 0, ou k la fois ß = 0, y = 0. , 

Or l'hypothese de ^ = 0, ;- = 0, di.niie <t=l, et ran^ne k 
Ix dejX trnui-^. II faut donc encure voir si celle de a ==! 
piiurra pas amcner queligue unuvenu r^üiiltnt. Uaas aai.oi 
trois ^quati^Da pusi-es plus haut se reduiäeot a la lere: \ 

a la quelle il faut assucier ce que devient lu reliiliun perpßl 



Si l'on posc jS^cos y, parlant ;'r^sin 90, la derni^re dev» 
ideatiifue, et la läre donnera poar l'aagle <f\ ' 



taug 2y=:^ 



n 2i^me, ^ 
uu plan 
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■kl k celui Jx' qu'un a di^ja recooDu. La valeur de tang; 2^ d6< 
■ADtrc ensuite, ea calcnlant tao^ 91 ou taog 29), que doDs ce plan 
ß Cxiste «leux axes rectanguliiires eotr'eux, pruprea ä remplir cba- 
CBD la coDdiliiia prescrite. Nntre examen des ilifl^rentes oiaDicres 
de sali&faire a l'^quntioD C,^=0 prouve d'ailleurs uvec ^vidence 
nae tuut autre nxe eu (/) ne saurait remplir cette mime coudition 
r^Dilibre des forces centrifuges daae \f. cus g^oeral de la quesIiuD. 
S'i VoD applique le ruisunnemeiit prec^dcDt uu cas d'un puint fixe 
i*mn Corps qaelconque, od trnuvera evidemmeDt la m^me conclusioB: 
■doai 1'ex.iBtence des iruis uxes d'equililiratioo absulus uu des trois 
axea principnux du centre, et des trois ases pq^miinents de rala- 
dan , rolulits k uu point fixe quelcauquc d'ua aulide, ae trouve d£- 
MAntree. 

Remarque 1. Les axes cuurdonn^s fixes ^(aut dispos^s de la 
■auiere iudiquee, si la furue du üolide cbI; teile qu'ou ait A:^ 
S.nyx =0 et b^^c ou fy^dm^/»^dm oar rapport aus ly, Jx, 
requalion (C) doDOeru tang 2^)^^, c. k a. que dans le pinn aor- 
tDU a UD Ilse d'lnertie d'uu solide il peut y avoir une isGoit^ d'au- 
Ins uses d'iaerttc, pour certuineB furmes parliculierea de Corps bu< 
Itdes; et alor» l'^quatiun du lli<>me degre devieot identique. 

Remarque II. Nuus cuuccvuds encore la posBiliililä d'extf 
Btcnte d'une espece de solides pour tesqDels i'equalion (^} soit 
reBplie; mais cumme nlors les ^uatlaoa (ü) laisseot Jndätermiufea 
a In faia les trois quaotiles a, ß, y, relatives k l'axe d'^auil ib ratio n 
DOHTcau qu'oD clierche, il s'easuit que quand l'^p^alite (jt) est ren- 
fUe Mulement par rappurt a deux axes particuliers rectanjrles, si- 
tite daDH UD plan aarmal en 7 a uu axe d'inertie doDuä, il y aura 
an qoe du muias il pourru j Bvolr une ioRniti; d'uxes priocipaux 
pur de cerlaiaes formes sp^ciuleii de Corps solides. 

! Remarque III. Pour abr^fi^er le plus que pussiitle nofre dia- 
Kftalion uoUB pusserons sous sileuue quelques propri^täs bien cun< 
Ines qne les personnes qui voudraient suivre notre m^tbode daos 
ftDsei^D erneut, pnurroot intercaler ici avec facilil^, et nous iasiate- 
nna sur quelques observatiUDS qui uaui paraisseut utiles. 
1 1 Si uu Systeme mal^riel pluo est ilispos^ par rupport a une droile 
natrale de fugon a avoir des quantiles de matiere ^gules et k %alei di- 
ttBces de purt et d'aulre de cette droite, sur une rnSme normale, 
HUB nuuaierons cetle driiile uuc ligne de symelrie mäcaoique 
fagyst^Die, ainsi p. ex. puur une surface plane elliptique chacuu des 
inx nsCB ennjugu^B rectaügles est une ligoe de symetrle direete, 
Udis qu'un simple diametre acrait Beuleoteut une ligne de sy- 
%iitie inverse. 

Le plan de la base commune d'un Systeme poly^drique et de 
lym^trique est ce qu'on nommern plan de 



sysleme entier; «n CAU^oit de m^me ce qu'il 
1..:. ■ _ . . ,: d'inlc 



fl*a de sym^trie inverse. Lu ligne u'inlcrsection de deux 
flms de sym^trie direcle d'un syit^me, si toutefois ces plans exi- 
«ent, est ce qu'un peut nommer ligne de sym^trie direete du 
llfBti^me; OD coDQutt de laitne ce qu'il faut enteudre par ligne de 
liym^trie inrerse dans les solides. Ces noiions posees, il est l^vi- 
luDt par 1» tbeorie des moments, que tout axc de sym^trie direete 
Ifnn Systeme mat^riel homogene est ud ase nbsolu d'^quilibi 
•.■wl^ forces ceulrifuges, pnrlunt que pour de ccrtniues clnsses de 
ns^lUn, qni existent en grand uombrc pur le fnit de li 
TInll V. 





I 



i 
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l'art, le calcnl Uboriepx de la recherdie d'an ax« principd< 
■nuina devieot iautilei et lea deux autrea ic trouverant aniaite ' 
nioiiis laborieUBeincDt pnr le calcul des quoDÜt^ A, £, e de 1' 
tioB (C). Si le solide a deuz oxes do sym^trie directe, il n'y 
cun calcul ii faire, puisque le 3i6me ase d'ioertie sera 
mal au plan des deux autres. 

2) Dans taut solide cylindrique ou prismatique liomog^ne. 
gendr^ par le mouvement de traosport parsIlMc d'uoe Ggure 
auivaut uae druitc nnrmate uu plan lea (raia ssea principauz 
cident l'uo avec Taxe central nurnial au plan, et les deax at 
avcc \fs axea d'ivrtie do la aeciion plane, faite dans le solide 
UB plau du ccutre, normal k la directrice du mouvemeDt. 
propri^te a ^le Stabile par Mr. Bioet (Journ. de l'Ec. jfoljL). 
eD omettons pour le moment la d^moustratioo. 

3^ L'äquutiun a^o^rale des Burface» du secnnil ordre rnpparlte 
a troia axea coordooD^s rectaagles d^montrc qne ces snrGacM tj- 
metleot gfn^ralemcut trois plaas de aym^trie direkte: etlca adaiel< 
tent doQC anssi trois axes de cette eapece: or li l'on conaid^nSM 
teile surface Gomnie uo Systeme mat^riel continu et homogene) )■ 
troia axes do aymetrie dcviennent a leur tour troia axea d'äjnilibn* 
tion des forces centrifuges: mais ces trois derniers soDt rectanf^ 
entr'eux; lea IroJE premiers le sont donc auasi; re i]ui etablit l'oi- 
steDce des diamelres conjnguäs rcctaoffles daas lea surfaces dB *6- 
Goud ordre; et l'oo en rattBcbe ainsi la th^orie i la th^orie flu 
generale des axes d'incrtie des syst^mes mat^els, qui compreiMil 
en eSet le eas des courbes et des surfaces courbes, eens^a maltiii' 
lis^es, et celte materialisation est permiae, quisqu'elle »'enleTSB' 
courbes aucuae de leura propriälds g^um^triques. 

i) l'our un Systeme inat^ricl plan, c. ä d. avant toutea attjuf- 
lies materielles' aitu^es dans un m^me plan , {xiy) par exenple, il 
a identiquemcnt ^.«7^3 ^0, 2,.m3ey=iü, ob ^=^0, _/'^=0, l'u« 
Ise coiDcidant avec la normale en 1 au plan: et des ^quatiMi 
(I, II, in) on conclut que ileux des trois axes d'inertie sont ä ai^ 
droit dans ce plan, et que le 3ieine tumbe sur la normale Ias\^ 
poiition dea dcux Icrg axea se cslculera donc par I'^ijuation \C\ 
ea ^valuant /i=S .wiyx a l'inatar d'un motnent d^inertie, et In 

Juantil^ li ^ ^ ,Dty^ , c ^ S .mx^ : cette disposition des axes d' 
u cas actuel est aussi evidente par la theorie dea motneDta, paii^ 
cbaque furce centrifuge ^Umeataire [S^mx, Si''tny) passe ht k 
centre d'inertie, et que par cnna^uent aou moment a toumer 1'» 
sieu de rolation Ix antour d'uo ase quelconque en J, aitne 
le plan eat evidemment auUe d'elle-mSme. 



fixe quelconq 
paux, dejä ce 



lanentfl de rotatioB. 
^c^demmeDt expos^C) ■< 
eots, relatiTa ä un poi» 
apport anx axea pn' " 



D'aprea ce qn'on a d^jk remarqn^, il est manifesite qu'uu t«f^ 
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solide ätsDt ntis eil mouTenent de rotatioD atitour i'nn ase Oi[, 
pauant [tar an poiot d6siga6 {0) du Holide, lea forces ceDtrifuges 
ite aauraient pini «e faire äquilibre d'une mauiere absolfle; que si 
le point {0} n'est pas fixe, ce poiat et 1'üxc 0/i aeront emiiort^ 
daDH l'eapace il'ua mouvemeot plus au raoins compliqu^, eu m^me 
temps que le corps tourDC aur OJi: la qaeatioii prec^demmcDt rdsolue 
doit doDC fttre Diudilice, et poa^e da la mauicrc ^uivaate. 

Uu Corps solide est io variabiemeot He a |id certain 
Boiotfixe (f), int^rieurouext^rieur, etl'undemande 
antonr de quel ase OK en ce point Jl faut le faire tour. 
»er, pour que les forces een tril'uges qui naiHsetit de 
cette rotatioD, «e fasieDt ^quilibre par le mo^eD dasenl 
paint fixe. 

Solution. La coDdilion d^equtlibre est t-videBmeat remplie, ai 
INiB exprine par le calcul que la Homroe nlgi^briijue des ^aergjea des 
forCM ceatrifiigea k tourDcr l'axe de rotation £>Ä atitour d'UDe droite 

rslconque en {O), aitu^ee daoa le plan perpeodiculuire est noDe, 
cet «ffet coDsid^TODS la rotation h un instant quelconque uutour 
4c ÖÄ" cenai d'abord fixe, commc duos le ler ca», et coucevona par 
If point donoä trois axes rectangleH OX, 0¥, OZ, dost Io ler se 
Nperpose aar la droite OK, incuDnue de dircclioo, et ilont les deux 
inirea se trouvent daos un plan normal en (0) k OK, A ce niSmc 
instant le centre d'ioerlie (/) du solide occupera daas Pespace une 
certaine positiuD. 

CoDcevoDB en (7) troia aulres axcs rectangles /a;, Itf, /x 
nspectivement paralleles aux premiers OX, OY, OZ: eafin ima- 
{pnons en ce nK^nie point (/) les trois uxea d'iaertie du solide la:', 
/y, /s', qui seront en g^n^ral sntrement dirig^s que ceux du se- 
uad Systeme, et resleront cepeadniit perp^tuelleiueDt rectangulaires 

!nt {X, Y, Z), {x,y,s), (x',y',s') les coordonn^ea d'un 
Boiit «uelconnue sn du solide, rapporl^ respectiFemenl aux syst^mcs 
\ßX, O y, OZ), (Ja^, Jy. 7a), (/r', ly , /s) pour l'instant oü l'on 

I HBMil^re le monvement; et noninions x^y^%^ les coordoon^es au 

II itaie iti*latil du centre (7), rapporle au premier 93-steDie, tandis 
il p S, T, V dfooleront les coordnnu^s du point fixe {O) par rapport 

c directricea d'Jnertie (Ix\ If/, /x), tes quellessont mobiles avec 



Si pour abr^ger, et aoulager la ra^utoiro, od dre 
t il Dolations: 



: le (alleau 



«(X, ^)= cos(;r,ar') = 

||(X,5')=C0S(.27,S')=C 



:, co»(>',a/)= cos (y,ir'J = |9, 
cos ( Z, a') = cos (», a:') = r 

: COS(>-,ff'} = eos(y,y') = (i', 
cos ( Z, j/) = cos (s, y") = y' 

\ coa(y,V) = cos(y,»')s=(f, 
cos (Z, a') = cos (*, *') ^ /' 



Itblleodra par la IranifvnBatiuD cotinde: 
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y. ^_ y'i _|_ y'. = I 



Poar Gxer les id^es, aupjioBODa que le centre {/) se trouve dapglt 
trt-rectaDgIc des X, y, Z positifs, et comptoiiB les vr, y, x dm 
le mSme seos, que les .Y, V, Z; le puiiit(f>) ee [rnurcra dune ain 
daoi le tri-rcctan^le dea ^, y, s D^f(atifs, et les quantit^s — jr 
— V,, — 3, cxprimeroDt parcoDs^queot les conrdan^es du poii 
(0), nppotti: fiax axes /ar, /ff, Jx. MahifjkS, T, //eiprimept li 
coordoDD^ea de (0) rapporte aux axes d'inertie /je', /y', /«': a 
anra donc ^11^1, x, par lea formulea: 

— X, ^uS-^a-T-\-a,"ü 

-y, =ßS+ß-T^ß"U 






Y, Z nux coardoDD^i 



et comme par hypothese les pli 
par le centre d'inertie, od a S. 
partaot, M eiprimant la maase eotiere 



Poar pssaer enanite dea coordoDD^es X, 
paratl^lea x, y, x, od a lea eqiiatiuDs: 

X = a!-\~x„ Y=y-^y,, Z = x 
XT = xff + yx, -f-^y, +x,y, 

coordonn^ (arx, xy, y%) mm 

= O,S.^y = 0, i.iV=^ 

S.mXY =JUa:^yt -\-^.taa:y 
S.mXZ =Mx,», -i-^.m/rx 
S.mYZ =My,%, -\-S.myx. 

Haia I'axe OK ou OX devaDt ätre ud axe d'äquilibration des forcu 
ceotrifagea, il faut que la aomme de lears maments k tourner (' 
antoar d'uo axe qnelcanque tel que OY oa OZ soit nulle; c' 
ce qu'oa pourra exprimer en posant a la foia S.mXY^O^ S^mli 
^0; ou bien eo ^rivaat aiinplemeDt2'.m,Yy:= 0, I'axe GY itm 
alora dirig^ d'uoe maDiSre quelcoaquc par le point fixe, daas v 
plaa normal a OX. Ainai ea ee dunoant cette latitude, an dujl H 
Dorner ä faire: 

S.mXY= 



9lx,y, +£.M^y = 0. 



Si l'oD sübstitue daos cetle derni^re ^untion leg valeutH de 
V, «), (ir,,y,) eo foDCtion de a:',y',j,\ a, ß, f, o', /J', j-' " 

', V, OD obtieodra l'^quatiua de coodition g^n^rale: 



^ 



•+J.ra^ 


■) + „/f(ü/T-H-i.«,y) 




-i-o'r{ji/c'+i.™-) 


r.w + 


.'/!) + lUSVfa^' + a"ID 




+ iWTf(<.'/I" + a"«. 



ette ^quatioD devant subaister, quelle que soil ia valeur de ß, ß", 
', aura eacore lieu, quand on fait tour-ä-tour cbacune de cei 
■antit^s Dulle. Si donc on pose pour abr^f^er: 



► 



MST=/, MSV=g, lUTV=k 

J£ . «y" — S . WS'' -H MT' — MC^ = B' 

S . mx'^ — 2 . um'* + MS* — MfJ* = yf , 



livaotei, toules issfles de Ia Gondiliut 



1 obttent lea ^quatioDS t 
Jndrale: 

o'a"Ä'+/aa" — gwa' + Ä(«""— k'») = 0.... (10 
«oM'+/«'a" + g^o"»-a') — ;Saa' = .... (»') 
«a'{^ — Ä') -»-yi:«" — «') -t- s«u" — Äa«" = . . . . (III'). 

luUipliaut Ia Ire per b, Ia seconde par a', et retraDcbant JnelDb^e■ 
-mel])b^c, puia aupprimant le factcur a" coiddiud aux termes re- 
:ants, od «ibtieDt Ia Sieme ^quatiun. Ainsi celte deroitre n'est 
ii'nae coDg^queoce des deux autres, ce qui prouve que juaqu'ici 
n'f a aucuDe impoBsibilitä ä Ia queetion propuBee; cur od d's de 
Stie maniere que deus equationa dialioctea, lesquellea ^taut juintea 
Ia relation perpetuelle «' + o" + a"' = l, serviroDt Ji faire con- 
nitre lea aogles relstifs aus cogiaus a, r', u", et conpris cntre 
Bse OK, et entre les uses d'iuertie Ja^, I^, Ia,'. De plus comme 
fliiniDatioD de «', a' se r^duit a une Operation toute analogue ä 
eile qu'on a d^j^ eftectu^e pour le cus du ceoire d'iuertie, et que 
'hd atitre eilte ies trois ^quatians pr^cedeutes aout aux coefficientB 
ultiplicateurs pres tea m^meH ijue Celles du premier cas, il s'ensuit 
jB si l'oD pose encore une fois: 

a = caB ^.coBti, a'^coB^.sia ij, a"=siti 3- 



D obtieudra l'eqoatiou du Sietne degr^: 

BUS 1b quelle an s sans Donveaux caiculi et par comparaiBon a 
I CBB traitd : ' „ . *'• 




I 

I 
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B,=g{1U,' -f ~g<) + tfJ + W-gB')(yr - B) 
C, = <(V - /,' -/•) +fgB' + {kA' - «/)M- /n 

o.=«t/' -«•)-/"'■ 

Soient ^, B, C lea truia momeDts d'iDcrtie priocipaux du ooi; 
relatifg uu ceatre (/); oti aars «luDc: 

et pour [)luB de clartä dnns l«s notatioiis, il aera uiile de dreii 
le Ubleau suivuot: 

A =C—A + »{8^ — ü») 

B-=C— B+mT'—tP') 
A — B- = B ~ A-^ M{S' ~ T*) 
f=iaST, g=lHS(J, h=iMTÜ. 

Si l'nn di^veloppc maiDtcDaDt les valeurs de ^,, £,, C,, />, 
fooctiao des cooatantes A, B, C, qui ex]irimeat en caicul par I« 
valeurB respectivea le mode de distribution de la (notiere inerte, 
ce qu'on pourrait nommer Ib forme n^canique dn corpa, tt 
fanction dea quantit^s S, T, V, coordoDDäea du point fixe (0) i 
rapport aus truia axes d'ioertie du aolide, od trourera par des 
ductiona louguea mais facHes: 

A,=M'iB—C)S'Tl/, 
B,=JU'(C-A)ST'V+3/'(B~A)Si;*-t-Ar(C~B)[T*-V*^ 

— M{C—B)iB—A)SU, 
C,=lll^C~B)S'TÜ—Iir(B—A)TV'+9P[C—A)iS^—T'ii 

"^- mB — A) C— A\ TV, 
D, = miA — C)ST*V. 



Aiasi doDc Ic prableme g^uerul tel que i 






I l'eDviBaa 



I ^taot duuD^ de graudeur et de poaitiou ilaus I' 



I. No. 1) 



.. m. 

axt ubtiendra celle de 

t Ilse quelcanque par l'ävali 



laaant, comme cela 
Position de aea trois axes d'iuertie, 

axea peroianeDtg, relatifa a ud puiut üse quelconque par l'äval 
lion aimple des quan[it(!s A, B, C, M, et des coorduau^ea S, T, 
qui donaent la jtoaitiiiu du point fixe par rapport aus trois niM 
d'iuertie. Car cea quautit^s £tant connAca en nonibrca, on obtien- 
dl-B la vaUur de ^ par la r^aolution tl'uoe ^qnatiou numerique dl 
Sieaie d^grö. Pour tirer enauite de lä la valeur de solang 5, il 
taut ae nippeler que daus le cas du centre (/} nous avoua trouit 



]iour x,V 1 +C* la valeui 

valeur de x haxi conntie en foDctiua de Ci <l^j^ ccnsc catcul^. 



; de Sorte qu'alorili 




?W, pour MMer de ce premier cas au c«b sctuel, il faut cliBDger 
— e en Ä', • — c ea A', partut a — 6 kd A' — ff, puis les 
«UDÜt^B /^, f, ^, qoi d'aboM däii^naient lea sotnines S.ma:y, 
i.ai^M,^.mif%, il^sigoent präsente ment les nuaatitea JUST, MSI/, 
ifTÜ: doDc DO aura daas le cai actuel; 

^_ (J--g-K+/(C'-l) 

_ MS'—MT* - t-B~.A -i .MS7\C— I) 

Conoaissant C et s, ob coDii«itra les (jaaotit^a a, a', a" Telatives ä 
in mime a«e inconou OK, lequef sera pur suite coddu de poaitiaa 
e( de direction dnns le aoÜde prauose. 

L'axe 0/i ou 0\ ^tant ainsi trouv^, comme lea ^quatiooa (1', 
If, III') sost absolutnent analogues ans ^qaotions (I, II, lt[) du 1er 
cu, il s'ensuit que Ics deui autres soot dans ua jilaa normnl cd (O) 
k eet axe, et qu'oo cd caiculcra lea directioas pur r^qautioD sui- 
TtotB qoi est l'aoalogue de I'^qualioo (C^)- No. 3.): 



Ey — sin'ipj.^.iwyZ — sin 



i.^.«(f^ — Z')=0.... (C) 



U imparte de r^marquer, qne lea valears des coefÜcieDts 
I .1^,B^,C, ,n, dependaat pour tuuH Ibb Icrmea eo A, B, C,8, % V de 
I II diffi-rence dea momenta d'iuertie, pris deux-ä-deux, ue peuvent 
I pa» se simplifier d'avantagc dona le caa pariiculier d'uae forme de 
1 citrp» doniii-e, a moiDS que cette forme nc aoit donn^e ea meme 
\t»fi par ses dimeasioDs. Od voit aassi par les formales g^n^rales 
L ^t deux solides semblables et semblablemeat places ont les meDiea 
~~ ) lirincipaux , ou du moiDs des axca parallelem en deux poiuts 
dogues quelcoaques. 



ft^uand le solide c«t de rövoluttoo autoDr d'uu axc d'inertie 
I a B — C-^Ü, partant A^ =U, et t'equatioD troDv^e pr^- 
' g'abaisse au aecood dogr^, car eile devieat: 



Ä.C + C'.r-i-fl,^ 



= 0. 



. (ö) 



lic d. 



iSme caa on conclut d^jii par la tliäorie du %. I. que 
dau couduit auivaat Taxe de rävulution est un plaa principal 
inertie, c. ä d. reofermaat deux axea principaux du ceatre: 
quelque maDJere que le poiDt lixc(tf) est placi^, il peut t^tre 
situe daDS un plao d'inertie ceatral (x'/y"), et il est parauite 
lia de faire f/=0, ce qui doone B, =0, C, =0, ö, =0, et 
des-lors ud des axea penanuenta de rotatiua en (O) 
plao, que d^tertoiDeDt i'tixe de rev-oluiion et le paiat 
(0)\ et IcB deiix uutrea iout piirconsequeot dans ce plan. 
y troaver leur poaition, ou peut proceder par Ic raoyeu de 
yC). D'ailleurs, si avant qiie de faire /.'^=0 commuD a 



toua iea lermen de l'äquation (/>}, on supprime ce fitcteur, et it 
l'oD poae eDBuite C/ = Q, on obdeot par aubstitutioD de /f,,C7,,X 
et CD ^gard k ö — C^O, Ja retation inivante; 



c 



itf(.P_r')-Hg— j 



JH'ST 



C-i=o, 



I 



Uquelle doDue la valeur des anglea que formeDt avec l'ax« 4 
fi^Kre Jx' lea dcux axea principaux en ( 0) situ^s dan» le | 
(O/^Oi et Tod voit eocore, ce qu'on savait d^ja gi^n^ralemeat, q. 
ceus-ci Bont a ongleH droits, pu'iaque les racioes Ci C' donneat 1t 
cundition $'^"-(-1 = 0. 

Quaud eo uu puiot d'itn anlide dnone il ciUte uoe infinite 
d'axee permaoenfs, toug sUuds dnoa un mSme plan, ce pujat peui 
Stre coDsid^rä comme un ceolre d'axes, Et od Ic aooimera par cetu 
raisoD centre de rayonncinen t ou ceotre de radiatio 

riape, taadisque uous uommeroDs ceotre de radintion »bsc 
de tout point d'uu solide pour lequel il exiate une infiait^ d'ax«a 
suivant toules les djrections pOBsiiilea de l'espacc. ^ 

D'aprea ce qui pr^cede, il eat t'acite d'obteoir les centreil 
radietion plaoe des solides de rüvolution. Ed eSet pour trouver.l 
cuordoDü^es d'un tel point, il faut exprimer que lea racinea ^J 
sont ind^termiD^eB, ce qai exige qu'on faaae ä la foia: 

ST=0, et Ä — ^ = ^r»— «•). 

La Ire de ces ägnlil^s est autiafaite par ^^0, et par Z*=0.9 
l'axe de Saure est ud «xe de moment d'inertie maxioiiiiii, oa I 
T=0, et il vient: 



.=±l/i^. 



Aitfai dang ce 

plane, aJtu^a au 

aont donc deux 

m Taxe de 



caa le aolide renferme deax foyers de radiiJ, 
- l'axe de figure a ^g-ale distance du centre: t 
t'oyera de radiation coDJugUea. ' 

figure est un axe de moment d'inertie i 
I conlraire S=:ti, ce qui donne: 



'•=^V"-i 



Ainsi daoa taut aolide de Involution autour d'un nxe de 
minimum, il existe une infinite de centrea de radiation plai 
distribu^B sur le Heu d'une circoufcrence de cercle, tracee daaa It 
plan normal a Taxe de ßgure, et le quel plan paaae par le e««« 
d'inertie: le rayon de celle circonf^rence eat 






L 



A la virile la Solution pr^c^dente ne senible d'aliord doi 
points ci>njugu^s de cette eapece: uiaia il coovicut de se rapp 
que loute druite, tirec par le ceulrc d'inertie noraialement a 
de revolutiou est uu axe d'inertie, et en realit^ la aoltitJai 



indique qn'une teile ilroite renferine <leus poiDts ile radiatioa cua- 
jugn4s: eile monlre donc qu'ea effet chaque |ioint de la circoafi- 
rence ea queation est uo centre de radiutiou (ilaDe. 



ObaervoDB que lea propri^tes precädentea Bubsisteat encore pou^ I 
de certaioes closses de sulidee qui oe aont paa de r^volution. Con^ 
ccTons p. es. le solide maleriel homuf^ene, eugeodre par le mon- 
veiDeat d'uuc lieure plaoe dont le ceotre d'ioertie ae meut sur 
droite Donnale a eaa plan, et d'uo mouvemeDt de tranaport commmi I 
ä toufl lea poiata de la figure. ^ii pour les deux axes d'inertie i 
lu ligare plaac les mamenta d'inertie correBpandants soot ^gaiL_ 
entr'eux, le aolide engendrä aura auasi aes momeDts ^gaux relati- i 
venent a scs deux axes principaux learfgiels aoDt daDB un plao Dor- ] 
mal a Taxe directeur, et de plua paraheles uux axea principaux A^\ 
la figure mobile, tet est p. ex. le cas d'un parallel ipipede droit k J 
base quarrte ou a baae lozange, d'uD cjliodre a base circulatrcy | 
qnoique apparteoant d^ja aux solides de revolution. II exisle d'ail^ j 
lenrs d'autrea cas de solides qui sans ätre compris daoB l'une ui dans' * 
Tautre dea deux eapeces prec^dentes ont D^aonioiDa deux momeDts 
d'inertie principaux du centre ^gaux entr'eus: tel eat p. ex. Poctafe- 
dre forni^ par deux pjramides egales regulierea, appUy^es aur une 
luSnie base quarri5e, et mSme lozBoge. Les diagonatea de cette baae 
sont ^videmmeot deux axea principaux a momeots ägaux, tandis que 
le 3ieme ase d'inertie central r^pondra en ^eneral a ud momeot 
plus fort ou plua faible. 

Si l'on deniandait lea axes perraanenta de rotatioa d'un tel ao- 
lide, relatifa a uu point fixe quclconque {0), lu aolutioo de la qu 
stion ae truuverait toute faite par nos formulea generale». En noi 
mant /a/ Taxe du moment d'inertie inegal, on aurait ici £=^ • 
fxirlaDt 

C, :^ !U\B - A)Tl\S^ —T' — tJ*-\-^-^), 
D,i=: — M'{B~ A)ST* U, 
B,l'-\-C,t+D,=Q, 

Si l'uii parte maintenant dana cette deroiere les valeurs de 
B,, C,, Iß,, on pourra y supprimer enauite le facteur commuD 
JW(B — A)IJ toutea les tais que le puiot Sxe (0) ne se trouve 
point plac^ dana le plan y'a:': car alurs t/ ne aera paa nul. Ayant 
une foia ^ par l'^uation aiosi pr^par^, on aura ögalement x con- 
form^mont aux indicatious de la üu du Nu. i. Ainsi la question 
actuplle est reaolße. 

Si Ton resiiut T^quatiun en ^, nn reconnaitru que pour les 
poinlB de radiation dea aolidea de celle clasBC il fant avoir encora 
C, =0, Ä, =0, parlant: 



Sf^B—J)SU=0,3r[B-J)TU(S*—T'~V^ 



, B—^, 



w 

■ De I; 



186 



De la 00 ooncint I) que qnand l'axe directear du mooFeaBeot de 
fi^re g^D^ratrice <ou l'sxe da momeDt in^fi^al daoa d'aDtrcB a 
est UD axe de inomeDt d'inert!e maximum, il esiste lur cet axe di 
foyers coDJugu^s de radiution plane, et dUtants du centre d'inei 

d'une <|uaiititd 1/ — ^— : qoe si oa contraire cet axe central eit 

Bxe de manieDt d'inertie lainiDiuiii, Ics foycrs de radtation plane, a 
jugu^s denx-ä-dcux, se trouveront sur nne circoaf^rence de ca 
situ^e dans le plau normal en (/) k l'u^e dont il s'ag'it, et d^ 

ovec uu rajon 1/ — ^ — . ExaminaDs de ))lus pres lademürel 

polLcBo laquelle admet B'> A, et donne parcoDst^quent; 

« = 0, et 71;*»— T»— f/>+^^) = 0. 

LVqDBtion j9 = montre d abord , que si les centres de radist» 
plane existent, il faut les chercticr (oub dans le plan {y'Jx'). I 
2iime equalion est eoauile aatigfaite par IVgalil^ a x^fo de chM 
de sea facteurs, ce qui donne tour-k-tour: 



= 0, et T" + f r 



M 




Mais r^quatioo T^O prouve, que le point Ü^ — jg — du soliii 
eat lui-mdine un foycr de radiation plane, c. a d. que toua lea sxtt 
ea ce jiuiat situes dauu un certain plan peuvent £tre des axes {»er- 
manents de rotation; mala ^videiiinient ce n'est Ik qu'uue solulim 

particuli^re de la circonKrence 7^ + 1" ;= — ^ ■ ■ Si Ton a enwre 
B^A, ce qui est la limite de l'in^quatioo B'^A, il viendn > 
la fois Ä = 0, r»+ t" = 0, ou S — {i, r=«, V=Q: e.tl 
qu'alors le centre d'inertie est un foyer de radiiition plane d'ues 
principaux, ee qni n'est encore qu'une saite nfceHsaire de li ci> 
conl'^reoce recoanäe. 

II est du reate facile de ae convaincre, que les pointa aiuiiok- 
teuua Hont de radiation plane; car par exemple la sDpposilion dt 
l/=:(t, T^Q dünne a^ao, de aorle qu'il y a toujours uo a« 
permanent qui coincide au point dono^ avec la Dormale au |i1)D 

L'liypolliese*=:0, jI/(7^-t- V) := B — A rUuit la valBorftj 
» a * ^ -ji, et fait voir que l'nn de» trois axes permaneDti 
un |toiDt (juekonque pris sur le cercle J/{7^-|- U') = B — J, , 
une inclinaiaon d^termJn^ sar le plan (x'y'), d^pendante de la pa« 
aition particnli^re de ce point, et que les aiilres axes pervaneBli 
eu nombre illimlte, sout cependant loua sjtu^s daus un m^me plu 
normal au 1er axe. 

La conditioa de C,' — 4tf,Z>, =0, qui cxprime que lea den 
racines de ^ snnt Egales «nlr'elles, ue condult k aucune concluaiM 
qui ne aoit d^Jä connüe; on trouveruit facilement qu'elle ue launit 
Are BBtiafailc que par la auppositioo de <7,:^0, ä,=0 qu'on > 
(Ipjk examin^e. 






LcB raciaes de l'fqaatioD BX"* + C,C+ A, =0 ne tauraieot 
jamaia ilovenir imagiDaires , parceque la quaatit^ C,* — \ßiD, se 
rfduit ■ unc qiiBDtit^ eMenliellenent positive: 

J/*(Ä — AyT'C^[S^ — T" — V* -k- ^^)* 

Ainai confonii^inent aux conclusionB de la methode g^a^rale il 
n'existe ici bucud point estärieur du aolide, qui ii''admette au moJDB 
troia Bxes permaneots, 

Les ileus racines de l'^quation trouvee soDt dgales et de sign» 
contraires dana tuua lea cas particuliers oii Tod a C, =0, et ellM 
deTiennent ; 



C-- 






VT'-fj/»' 



■' 



Dans ce cas il fant que le point (0) Boit plac^ sur une sarface im 
BCcoiid ordre C, =0 ou; 



Ä« 



.r»_i7'=- 



la quelle coupe lea plane principauK (x'i/, o^'k') sutvant deux by— 
perboles, et le jilao (yV) suivaot uue circonfereace imaginaire oa 
reelle, aelou qnc Taxe Y^' da momeDt in^gel est de maximnm oa * 
' de minimum: ainsi la surface sera ud hyperboloide de rävolution k ■ 
' deux Dappes daos le premicr cika, et a aae senle naupc daus Ic bb- 
' cond cas. Ou obtieadra d'aillcurs sans dimcultc 1 
T 
correBpaadantc ä Celle de Z^±7pj~=^ dann' la formale g^D^ 

■ rale qui donoe » eo t, S, T, U, etc 

Pour l'espece de solides doot od vieot de s'occuper, on n* : 

' RBurait faire s^par^meat jff, =0, oi /^,^0, Baus admettr 
te poiot {0) soit pluc^ daoB l'ua des troia plaaa priucipaux ( 
Ude. Ür cette poBitiiin particuliere du poiat (0) tn^rite saoa doute 

^^uelque atteatioo: mais uo peut reaviaager d'une maniere plus %i- 

. Durale et memc pour les corps qui oot a la fois leurs trois momeabl 



*d'iiier(ie jiriDcipaux 
^l'oLjet du Ko. auiva 



: inegaux eutr'eux. Cet cxamen fer^ 



Oo ilcmande de d^tenuiDer lea axes permanenti 
~d'BD solide, relatifs ä ud point aitu^ daus l'un quel-. 

oanqu« des trois plaua priocipaux du centre de ce a 
■lide. 
* Solution. SupposoDs d'abord que le point (0) soit situe daua 

Je pIsD priocipal (x',i/y, on aura donc C^Ü, partout ^, =0, 
*M, ^0, C, =0, D, ^0, cat ü est ud facieur commuo s, touB 

•«es coefQcients. II aemble duuc que pour le point aiusi plac^ il j 
^■t use infinitä d'axes permaneDts, ou que du iDoias, s'il o'y cd a 
^que troi«, leur d^leriuination fcbappc n la methode generale. Mais 



Oll fl'apperfoit en mSine tempa qu'en supprimaul le fsc(«ar V eos- 
tnun a tous Ics lerme« de l'^qnutioD du Sieme degr^, et cberclitw 
«Dsuite ce que devieoncDt let quantit^s A, • V, B,: V , C, : V, 
0,:V por In Euppoaitiua «le U^O, od parvieut k Täquatioa viri- 

table qui coDvJent a ce nnaveau cbh. Nomniant C-ifJ l» valeurdt 
jT qui r^sulte de cette hypothese, (ff) Celle de -yf , et ainai de 
■uite pour C„ D,, od aura 

et cette ^quatioo pourra servir a d^terraiDer les trois axes penr 
nents. Mais eile ne fait pas conDHilre d'uDe mani^re e^o^rale h 
positioD mutuelle de ces lignes, et c'est cepepdaDt la l'objet auqu«! 
il faut atlacher ici le plus d'importance. Ed se reportant ici aui 
äquations g^o^ralea (I', II', 111') et remarquant qae 1/ ^= iaoot 
^=0, /i^O, ou obtient lea relatioDs aimpüfi^ea: 

(1) «'a"i?'H-/«o'=0 \A' = IUS'-t-C — ^ j 

(2) an".i'+/aV' = lB'=JUT>-i-C—B 

(3) ««'{J'— ß')+/(a'"— a»)=0)^'— Ä'=J/(S'— r»H-Ä-j| 

Si Ton supprimo d'abord Ic facleur a" daDs cbaque mcnbrei 
deux premieree coodiliuDa, od a: 

rs de u' , et les galant eotr'eltea, on obäj 

et comrae ob ne pent avoir g^n erat erneut le facteur ^* — jfRi^ 
ä i^ro, a moins que le poiot (0) d^jk situ^ dana le plan (^y)l 
occupe UDe position parliculiere, il est mQoifesle qu'oo doil fid 
a = 0; ce qui donoe parsuite a' = 0; ces valeura ^taut introdail 
dana la relatioo perpftaelle «'+.... ^ 1 doDDerunt a'=± 
Ainsi dana ce caa Tun dett trois nxca chcrch^s est paralelle ■ J 
uu se Irouve normal au plao prlncijiol dans lequel on a pl>ed 
point (0). Quant aus deus autrea, ila seront parcoos^qaent titi 
dauB ce plau mSme oü ils uceupeat une position qu'oo peut dM 
miner par la m^thode de l'^quat. (C). No. 4.; mais od peut UM 
les dMuire des ^qucliona de condiliooa pos^ea ci-deasua. Ed eBef 
les deux preuiieres doiveot ätre satiafaüea auaai par la slippoaitiM 
de u''^0, ce qui laiaae les cosinus q, a eucore idcoddus. Mm 
conime on a outre la 3iemc i^qualion celle-cii a' + a*:^l,M 
aura deux relations jiour d^lerniiuer deux iacoonflea. I^'^limjnitiM 
donnera: 




(1 ,,.)„■■_ I -■- ■!/ M'-/ri- Li 
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Si doDc OD pnse a = coa9>, et qite Tod ilcnote (lar 91', y'' les 
gita qui r^poDdeot aux ileax racincH, od obtieot: 



(«).. 



1 . 



1 



, » 1 1 ^-g I 



foar abr^ger. La valeur a'' = montre qD'no ou deus des axei 
chcrcb^s soDt eilues dans le plaD d'inertie {ar'y'), et les raleurs 
T*! V" V' <l(*t>Q^i'*^ ''">S v' * '^^"R^ <jp" + 1 = Dous apprcnoeat 
^'eDectivement ces axea sont bü oninbre de deux et qails sout 
s ang-les droits. De plus leura dircctions par rapport ä lit' se 
tronrent d^CeTmin^es par lea ^quatioDS eo 9)', 9". AiDsi la questioD 
Mtoelle est resolöe. 

Pour compreDdre la directioa de ces deux axes daDs uue Beule 
fortonle, od observera que cos' 9 =: y + l-K^ *loDne : 




Mii'95^4^ — ^K, co8*5p— 8iB'g!=Ä', 4ain*9) cos'y^l — IC, 
pntut: 

. '. _ y _ 2JtfSr 

tang£f — ^_g, — B—A+Jms^-T')' 1 

Tfraltst aiiqnel od porvient aussi par la m^thode qui emploie di> 
leclement l'aDgle auxiliaire 91. I.e ri^sultat prdct^dent et Dotamment 
U valeur de coa 9) ou cellc de taug' 2^ noua fuurait le mojeD d« 
it dätermiDer lea ceotrea de radiation plane eitu^a duns le plaD priD- 
äf«l {^'y'). On voit eD elfet qu'ou n'a qu'a exprjmer analjtiijDe- 
ntal la coDditioo que l'aogle 9 reate iod^tennjuä, ce qui revieat 
ik&ire ^ la fois.- 

ST = 0, B — A-^M{S* — r') = 0. 

l S roD o, B^-A. OD fera £=0, et il vieut: 



s 



1 fera T^O, et il \ieDt: 



IroB B B^A, 



l9k eonclut de Ik que Taxe du momeot d'inertie maximum dans un ' 
lUe qaelconque renferme toujours deux foyers ronjugu^s de ra- 
iUiftB plane, qui B lieu daoa le plan principal m^nie form^ par lea 
''Eantres axes d'inertie du centre. 

|0n d^montrerait de meme que Taxe principal du moment d'iner- 

Bolide renferme deux l'oyers conjugufs de radiation 

i se fait dans le plan forrn^ par les deux aulres axes prin- 

La distauce des foyers au centre est dans ce deroier cai 



moment d'inerlie miDimum 
imagiDaires. Dans li 



ippose alora A^ B et B:;;;^C: Taxe J 

rcafern 



<|uc <Ies foyers de radiatio 
r^vulutioD oit l'ou a B^t. 
1b diBtance focale devient uullc, et I'oq en coDclat ce iju'oii sava 
d^jä: que daua les solides de r^volutioo et <lans ceux ayant seiiU 
ment deux momenls äganx, tous les axes du centre, fraces dans I 
|ilan normal a l'ase de figare od a l'axe du moment inegal, aoi 
des axes principaux. 



Nous DvoDB concla de requatioo: 

qne l'un des troia axes permanents est normal au jilan principal« 
le poiut fixe (O) t>t trouve plac^: mais si le point avait dani ' 
plan, duDs celui des (.r'^) p. ex. une positioo particuliere pra_ 
a aatiifairc ä l'^galit^ ä z^ro du 1er facCeur c. a d. a l'^galit^: i 



r-AL 



= 0, 



on ne aerait pIns en droit d'admettre cette cooclusion, relativ! 
la direction de l'axe cberch^; car lea quantit^a a, a', a" ätant 
jours uasuJettieH aux conditions (1,2,3) reatcraient ind^tci 
cntre de certaines limites. Or la condition /"'' — A'B ^Q pei 
£tre remplie de deux maDi^res: 1) par t'hjpotÜese de/':=0, A'A 
^0 ä la foia; 2) par l'bypotbese Aef'*'=AB', equutioa qui peS 
subaisler sans qu'aucune dea quantit^a f, A', B" seit s^iiar^ineD 
nulle; EsamiDoits d'abord le caa de la premiere aupposition. Ell 
exige qu'on ait a la foia/=0, ^ = 0, ou bien /=0, ^^1 
Or cbaque sjatcme de ces ^qaatious rameue aux propri^t^s partim 
liärea que l'ou a d^Ja recannuea. Reste dune ii interprSler l'hj| 
tbese plua gän&ale: 

f^ = A'B; 

laquelle itaat d^velopp£e devieodra: 

MS-'{C— B)^ iaT*[C— A) = — {C— A){C- 



B). 



md des troia momeuts d'inertie principaux, 
imagioaire. 




Si C est le plus 
courbe pr^c^dente 

Si C est le miDimum de ccs troia mumenta d'inertie, la coi 
de cette öqualioii seta udc ellipse, fracee daoa le plan forma' 
lei nxea du moment maxjmum et du momeat moyeD. 

Si C est le momeot d'inertie moyen, il y aura un terne pdl 
dans le premicr membre, tandig que l'autre est n^gatif, et le aed; 
membrc dciicut pusitif. Ainsi deslors la courbe de l'equation « 
une hyperbole concentriquc au Systeme et trac^e daua le plan pi 
dpal lorm^ par les axes dea momeuts minimum et nmxiiai 
De plua la auppoaition /> ^^J7' reduit les ^ations (I) et i 
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(a^'+ /'«■)»" = 0, 
|aelle il faut joindre la relatioD [lerp^tuelle : 



t r^utilion (3): 



= 1 



<a'(^ — «■)+/(«"— a') = 0. 



Ton EUppose (l'abonl a":=0, il reelera pour la d^termiantion 
IS quantit^s a, o' tes deus equations de condition: 



».•(j' 






■) = 0i 



sr olorB cette derniere n'est plus udc consequeoce des deux autrei 
cause de a"^0. Or ce caa d^elimination a ^te d^ja trait^, et il 
HOB a doDne uo Eyatcine d'axea permaneutH, l'uu Durmal au plaa 
'iuertie (^y), et les deux autres situ^a daoB ce plan au point 
ann^ (S,T). Pour l'uu de ces deruiers on a trouv^ qu'il fait avec 
Bxe des abscisses un angle yi donne par Pequatiun (D) du No. 8. 
iquelle devient ici ea vertu de la valeur äe/': 



1 ^ J ■ - g ^ 

■ 2 L^^Ptf J ' 



lang» 9 = ^. 



insi l'un de ces axes forme avec l'axe des abBcisses uo angle doot 

i tangeate est ±V/— , et I'outrc un angle de tangente :^zl/_. 

[■is nos Equations de condition doivent 6tre satisfaites auaei inde- 
endamineiit de la valeur particuliere d'^0 attribu^ a a". 1^6- 
llBtioD (3) n'est d'ailleurs qu'uoe consequeoce des deux aotrea 
:,3), Bt l'ou nc suppose paa d avanee a''=0; et U suffira parcoo- 
iqueot de poaer g^neralemeot 



1 d^note pur 



= 0, t 



' = 1. 



7 l'angle compris eolre l'axe Zr' et eotre la 
rojectioD sur le plan (-^V) ^^ l'axe d'equilibratioo chercb^, et par 
son inctinaisop ä ce plan, on pourra faire; 

a = cos d^ . coa ij, a' ^ cos 3- . sin ij, u" = sin &. 

e lä on coDclut: 

^' coa#.cos*j-t-/ cos 5'.8io )j = 0, 

ir In relation perp^tuelle devient identique. 1^ derniere AjaatiOD 
I parfage en deus fucteurs, l'ua cosd^^O, qui reproduit la boIu- 
on de Taxe oormal au plaD, et l'autre: 

^'coB)i+/sin)] = 
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t<t)t l'nogle 9 reBtera iDdclermine (larlaDt arbltraire. 
J '«onsequeot de mf me des troja cosinus a, et, a'. Ainsi foutea'J 
B->KKiieB, EJta^eB au point duooe, d'uDe maniere ^uelconqae, daiMf 
f '^lan normal au [itan d'inertie et pasBaot au poiot doonä, soot i 

I axes d'^quilibralioD. Mais eo subBtituant puur ^', B' leurs valei 
■ ii^ans l'expreaaiou de (1100; 1;, on peut H'appercevoir que tons I 
w'aes se projetteut Buivaot ]a normale a la lection coniqae a 
l ^Dn£, et que la Solution parliculiere qui provieot de c" 



e au p9i 
= 13 

D'est qu'ü 



:€ pnr li 



priiici|jBl du centre. 

nimu m il n'esiste 1 

e radialion plaue. 

principal du ceotre, forme pt 

' —'•-'• =1 existe lauja 



ID lieu p 

xes d^ 

i tijperi 



[ (wmpriBe duos la solutioa g^n^rale. Noua sommea doi 

j.d'^noDcer les. propositiooB 'auivantes, doDt la premiere i 

} -jK^gatinn : 

' 1) Dans le pli 

' -neDts mojen cl : 
I ottiStrique de foyere 
\»" 2) Dntis ie pli 

' kGDts maximuni 

I CODceutrique ou solide dunt chaque poiut 

Slane Dormale d'axes perroaDents: c. ä. d. qae ccs ases sont: 
iBiribu^B dauH le plan normal au plao principal, et mene anj 
t-1« normale ^ la section conique au pojot donne. 

3) Dans Ic plmi priucipa) furme par les axea des momenU 
mum et moyeu il e\iste toujoura une ellipae concentriqne 
ide, dont cbaque putnt est ua foyer de radiatiou plane nona 
L-e. '&. A. que tous les axes permaueots en ce point sout ailu^s 1 
Ltan plan, normal au plan principal et menä auivant la normale- 
^Kction conique; de plus la tangente en ce mäme point a la coi 

sur la valeur de tangi;, on voit qu'elli 
IS de J' = 0, /"=0i c. a. d. pour ST= 
, ^qu atioBB aux qnelles on peut aatiafaiisl 

prenant T=0 eliS=:±I/^— ^— . Cette circonslance sem6lfl< 

noDcer que les Bommefa du grand axe de l'ellipae soient dea foi 
de radiation abaolüe et universeller main il n'en est pas ainsi, pa 

-^;^=, OD obtient tang7i=:p^;^ 

'=0 donnant B'=C—B, Il «a 



i Taxe permanent i 
Si l'on ae reporte 
ifld^termin^e pout le ca 



^a'fln ^rivant: — 



/~ 



l'hjpothese de A' 
älabli pli 



% 




qui est confoi 



1 Tenonc^ g^ni 



lloia pour la classe de solides, tfui aoraient 1 
egaux C, B, et dont le troisieme A seri 
plus grand , la quantil^ '^"'■S >7 devieot eo effet indi^termin^e: 
pour cette esp^ce de solides les deux points de Taxe du maxi 

la distaoce ^ 1/ — ^r— "In centre sont des foyers de 

univeraels d'axes permaneotB. Cetle dcrni^re 
[utivea aux deux scctions coniqiies de radialtosi 
ur In premiere fuia pur M. Biuel (Juurn. de l'E 

tard Ampere y est parvenu de soo cAte (I 
! I'lnstiiut). Nous les nvona ^gtilemeot Iroui 
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ivant que tl'avoir pris upe cononissance ajiprofiitidie Aa memoire <lc 
If, Bioet. Quant a In fropt'Mi des deux fuyers de nidiatiun abio- 
us d^moDlr^e, aoa aoalof^ue ee Irouve aussi d^monlr^e dniiH lo 
ote p. 496. lere ädittua de lu m^caniquc de I'uissoD: maia noDs 
rioDB le leclenr de revoir ce passapfr vt le memoire de M. Binet; 
ponfTB se coDvuincre que In questioD e'y Irouve eovisag^'e sou* 
B poinl de \ite different de ce que notis veooiiH de preseDter; v'est 
e qo'ou coDCevra d'autant mieux, si l'on a ^gard a cc que uoai 
irons aur tcB momenls d'inertic ^gaux eutr'eux. 



lU. 

Od voit parlcH valeura des coütTicieDts^,, ^,,6',,/',, que pour ' 
aus les solides ayant leurs momrofs d'ioertie priDcipaui du ceatre 
gasx eotr'eux, tes racinea de l'^quatiiin eu ^ restent iod^termiD^eB 
<t iueODtides: mais il j a ici ou du moios il peut y avoir u'n d£gr£ 
rud^teriuinotian plus uu moias cuusiderable et arant que de rien ' 
iranoncer, il fauara soumeltre encnre ce cas psrtieolier a an exa- 
Mn special. Un sait d^j^ que quand les momeuls principoux du 
«ntre soot ^((aus, tous lea moments relatifs a dea li^cnes ceotralea 
[QcUouques da solide auot ^gaus entr'eux. De )ä il est aU^ de 
tDuelare que de tuus les ases en ud poiot quetcouque (O] d'UD tel 
wlide la ligoe droite f/J, meaee du poiat duDU^ par le ceotre d'i- 
KTlie. est pour le point ( 0) l'axe du moment d'iuertie miDimum; 
cdte droite eat aussi manilestement une Tigpe d'iuertie ceotrale, et 
jc plus louB les axes eu {0) situ^s daoa un plan uormal a 0/ cor- 
laüoDdeDl: ix des momeDts d'iuertie ^gaux. Bufiu toua les uxes eu 
|0) aitnes eo debora de ce plan, mais dislribu^s eur uue mSmc sur* 
ftw cooique, coDceotrique a OJ, onl eneore dea momeats d'inerlie 
ifuj. doDt la valeur cümraune est: 

J + JH. OJ^ . Bin' a, 

A 4Mgnant le momeDt ceulrnl, et a l'incIiDaiaoD de la gdu^ratnce 
' " "', cüDsid^ree comme ase couique. De la od eat con- 

%m penser que si pour le poiot {O) il exisle uoe mulliplicilä 
I J'^oilibratiuD, ils doivent au moios se trouver tous dnus un 
«mal en {0) & Ol. Or cette prnpri^te peut Sire en ell'et de- 
|. d'nue naniere rigoureuse k l'aide des ^quations de condi- 
BiJralea (1', 11', 111', No. 4.); cor de quelque maniere que le 
'txe ( 0) se trouve plac^, od peut dire quM eat place aar un 
Bpriucipal du ceutre /^', et fuire en coDs^queuce T^O, £/==Q: 
nfni doDDey=0, ^^0, k-^Q, partant: 

=0, oVÄ'=0, aa"A=^, aa\A' — B')^(i .... (g) 

1 de B'^ü, il restera aimplement: 



<*"4'=9, 



iA = 0. 



dltiana sout Biilisfaites 1) par a" :^0, u'^d a la foia; ce 

iB9 B^l, et fait voir que l'uu des oxes cberch^ coincide 

r all ^'/; ce qni est Evident. Mais eEIea sont encore aatis- 

a^O; et rummc un a deslars a'' + u"'^l, il g'eosuit 

\3 




I 



I 
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qiiR leB autres axcs clierubä aont ilaua un plan normal en Oh Ol, 
et qu'ila a'y trouvcnt ea noinbre iulini, |iui!ii]ue lea quantit^s <'f,<^< 
quoique li^BB pnr In reloliuo a'' -(•»"' = !, restent arbkrairc» od 
iotlätermiBceB. — Ainsi ea Domniaut avec Euler solides de leri 
claaie ceuK des Boliile« qui unt leura trois (Bonents princtpaus ii 
G«Dtre igaax, uous pouvons ^tublir ilaaa nutre langage. que tanl 
Ituint fixe il'un soliile de lere claase eal uu cenire de radiatioo plagt 
normule d'uxes permaaenta, taudisque le centrc d'iaertie est uu loin 
de rndiutiou absolüe et universell«. 

Remarqup. On doub objectera peut ■ i^ire que notre raisoD 
nemeat est iusuflisuut, cd ce que nuus admettoos a la fois lo 
troia ^qUBliuns .... {ß), landia qu'nilleurs doub avons rensqii^ 

Sie l'uae d'cntr'elles n'est qu'une coiis^ijueoce des deax aalr«. 
ais il canvieot d'nliBerver que dsns le caa parliciilier actuel !i 
l^rc coDÜilion u'a"ß'^0 est astisfaite d'elle - lo^me a cauae dt 
fi'^0; si doDc ou tu supprioie ou qu'üu la neg^lige, il faudra le- 
nir conpto dea deus nulres a la fois, car o» doit iIbdb toaa tea cV 
exprimer compl^tcment la nuture m^caniquc de la question qaiT^I 
que l'^uergie tolate des forcea centrifufi;ea ä tourner ressieu de n- 
tation du solide alitour de deux axea au moiDB, aitu^s daoB an flu 
normal, soit aullc. Nntre raisonnemeut oe doub parait doncpoar't 
momcnt auaceptible d'aucune objectiou fond^e. 

11. 

En examiDant avec quelqu'attentiou tu loi de cotDpoaition il« 
coMilcKtiti ^4', B',C,Ii, ile l'^quatioD du 3eme degrä eo C< "^'^ 
conoait qn'ils ae chaogeot pas de vateurs quand od change ä la foii 
les Bignes dea coordouD^ea S, T, (J, aans älterer leurs valeurs. D«bc 
CD joiguatit UD point quelcouque (Ö) de Teapace au centre d'inettic 
d'un Systeme rigide, et prolougeaot la droite Ol d'une qoaattt^ 
lO'-^IO, OD obtieot un poiDt(O'), poui lequel les axes |ierinaneD(i 
de rolalion du solide sont rcapectlvement paralleles k ceux dapnii' 
(0). Cette propriät^ u ^t^ auaai reco&oile par Mr. Biuet. 
marclie plus aavantc et plus laborieuse. 

13. 

Lea raciDes de re'quution du 3eme ddgre eo % oe sauraient <l» 
veair iudeteriuiDees que quaud uu auppose ä la foia .<^,=0, ^,=lli 
C, =0, i},=iO. bi donc on se reporte de nouveau a la d^coi- 
liosition de ces coefficieuts, od a'appercoit que dans dea solJ<lti 
quelconques il ne saurait exister aucuD foyet de radiation, qai u 
soit aitu^ daus l'uu des trois pluns priocipaux du ceolrc du «oKiit, 
et CQDiDte ces plans ne reafermeot que des centres de radiation pl< 
normale, il s'eosuit que lea aolides cu general o'admetteDt aut 
ceutre de rajooDement absulu et uoiversel. Le cas exceptiood 
cet ägard a elr signal^ plus baut. 



^H Pol 

^B^ vaUriel 

1^ 



5! 



13. 



Poitr d^terminer Jes axes peraianeuts de rotation d'uD ajsle» 
vaUriel plan, relatifa ä uu poiot fixe ( O) du plan, an fera ptn* 
pw ce p«int denx axes reetangles ( Oa;, Oy) paralleles nax axee prlr 




eb«r«li£ avec Öx, et jiar S, 
Ijf, 1^, ou ce qiii revient i 
0y, OD aDra; 

tnng 29)^ 
Paar avoir tang %f = %. 

Soll .4 ^ B, et poBuns 



les cuordoDD^es ile (0) relatives Jl 
mSme ici, celtea de / relatives a Ox^ 



imsT 



il faudra danc |Hiser h, la l'o 
1 cons^queoee r=0; d'oü 






kisnlt i]e la qoe pour tout Systeme mat^riel plan il existe snr 
dn momcDt d inertie maximum central du plan deux toyera de 
'ndiation plooe coujugu^B. 11 est bieu entendu que le Seme ase 
permaneDt est nolque ou isol^ et normal au plan. L'exemple dp. la 
■ttrtsce elliptique liomog^oe est bieo remarquable ici. "' — "'*' 
nant q ea deoaite, a, b lea demi-axcs priucipaux < 
oblient : 



. Bn «Ret Dom- 
11 ceotre, od 



-\nqa^b., S =s \jt(feiA' f M^ngat 



■ fojers mecaniques, ob Lcb centrea de radiation plat 
t mrface elliptique, se trouvent placi^a sur le petit axe de Ja 
I At la mSme naniire dont les foyera g^ometriquea ou op. 
de Ib courhe sont rangiis sur le grand axe. 
I |ieat eueore d^aiontrer faeilemeDt que pour un point fixe 
I {0) pris sur VuD des deux axes d'inertie d'uoe surface plane mn- 
I Ufielle les trois axcs permaDeuta soot constammeDt parallelea k eux 
ä ceux du centrc; qu'enfin le lieu des ceotrea de paral- 
I iäiame d'axea permaneDta daus le {ilaD est tioe Lyperbote. 



tat le plan d'inertie central, comprenant les axes dea tnoment« 
inn et moyen, dt^crivons l'ellipae, lieu dea foyers de radiation: 

^eevona en un poivt quelconqua du pefimetre curviligne nu 
■e d'axea rectangulaires. Tun Oa: tungcnt rt la courbc, l'autre 
Boraal , et le 3eme 0» panillele a /■'. Si Tod d^note par a, 
i lea trois angles d'uoe droile qnelconque 0/C avec ces axe« 
tonai» et pur fp'tfm ou paT~.mp^ la momeot d'inrrti« du su- 
par rappüTt k OS, on uura en nommaat ^',, B',, C, 
13* 



IM 



moments tl'inertie du solide, relatifs aux ases [lei 
üy, 0%: 



2 .mp'' ^A\ COB* a+If^ cos' i+C, coa* i 
1 appelle V l'ao^le de l'axe 0:r fivec l'axe Ja^, o 
tang')]'=: -jT, cog*T = ^+:A '' 
et si i; ex|iriine l'angle de lo normale Ojf avec lof', il v 

. , ^' , *■ 

tangM = ^, ci>a^n = y^rB- 



Si l'o 



mt {lar le ceotre / denx axea 7ti, Iv p 
Ox, Oy, reB[iectiveiiieiit, on aura le momeat d'inertie r 
ägal ä: 

■ A cos' (j'H-jff cos' ij, car cos(h/>)^0; 

et celni relatif & /r £gal ä: 



et par Eubstitution i 



^coB»»H-Äsin'.Ii 
B quantit^B devieadroDt: 

AB'^A'B 



j 



Pour obtci 
ilistance 



' maintenaDt les valeurg de A\ , tf ^ , oi 
ijouter aus pr^c^dentea le produit de Itt masse par Te qi 
listance p entrc lu, Ox, et par celui de ta diatance ■ 
et Oy. Hais od a: 



U — 0(g — C) 



'^ ~ M\{_A -~CyT* + {B— C)'S'] 
1 Ton (irer 






t ['od nuru ensuite pour C 



Mp'....{0^), 



(Oi 



II vi'y Bura pli 
qDation pi 
Si V« 



|u'a subatituer ces valeurs de A\,B'i,C' 
pour avoir le aioineiit 2.mp^. 
tieat campte de ta relatiou entre S et T, di 



J 



U-C)(g- C) 



i'oii: 



JJ- + BB- — {^—C)iff~C) 



AB- + ^B + {A — C)iB- C) , 



df(«'-t-r'); 



de )ä OD conclut ausai: 

A\ -H Ä», 4- C". = C-\- 2M{S^ ■+- r«), 

K qui exprimc nnc propri^t^ facile a ^ooncer cd laogage ordi- 
DMte. 

Ponr avoir le momCDt d'iuertie, relatif a une droite OX, sUuee 
liDB le plan de rayonoement normal ä la cuniqne, on Fera: 



• ^ cos 3^ . 



/ » qai donni 



» = cm5.J/C^, c 



.mp^={A\B'-\-B',A') 



eos c = sin 9, 
V jT + B- 



jt-\-B-' 



~C'i 



OoDc le momeut d'inertie relatif k cette position uartieuliere de 
OJJT cLangc avec aOD inclinaifinn sur Ic plan princijml ia:'ff'), et 
Cendant toutes les lignes en (0) situdea danx le plan ourmal soDt 
lies axes permanents de rotatiop. II D'est doDC pas exact de suppo- 
fer, camme on le fait daDs In th^oric ordinairc, qiie les li^ncs 
Jrmles, pour Stre uxes pcrmancotB de rotation en uu poiat qael- 
cnniine, doivent correspopdre a des moments d'iperlie <^^aiiK ootr'eus. 
L'bvporhese r^ciproque serait ^alement erroou^e, puisque l'on a d^jä 
rwonnu plus baut des axcs ä inopienta egaux qui ne aoat poioC des 
i permatients. 

Si ron coDsidere l'un dea somiuetB du grnnd axe de (a courbe, 
aurn: MS*=:J—C, T=(i, A' = 0, ff' = C— ß; partaut 
+ ß-:=C—/t, et A\=ff~hA~C, ff',=A, C\=:A; 
, li est evident nussi por la traDsfurmatJuD directe, parcequ'alors 
,9]t coiocide avec /^. far rappurt a, la droite eu ce sommet, sitae 
le |iIdI) {x",*'), le momeDt d'inertie deviept: 

^.mp'=:.A-^{B— C)cob»*. 

lommct, dirigöe d'uoe 



l^'=<B'-|-^— C)cos'a-|-.icos-Ä-H,/cos= 
■ll toutes les gencratrices d'uue siirface ( 



nique conccntrique k 



1 
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la taugente k la courbe pafall^le a Jv', et ajibdI bod bui 
des aommets du f^rand ase r^pontluiit a dea nOmeuta d'in« 
et cepeodaDt nucuoe de cea g^u^ratriceg o'est dou^e de 
d'uD axc permuDeut. Püur cCaque aommet du petit axe d 

^ . mp" =:ß + {.1~C) cos* «, 

ce <|ui repond k onfl projiri^te analogue. Pour lea tAE 
c|Ua(re sominnts Iti valeur conimuiic du momeot d'iuertie i 
— C Od puurra rt'pätcr les calcnU prdcedcDti puur l'h 
radiatioa , et puur lout axe de l'espace, pasaaut par Uli 
1a courbe, od trouveraT 



ce nui supposu le plan des avea i 
orIui des (a;'i/). De lä ou d^Üuit ea 
d^ja ^lablie. 



c l'aualogue d'uot 



SupposoDB quc le point lise (0) euit situ^ d'u 
coDque aur l'uu des troia uxea principaux du cer 
imple. Od aura dooc: 



e puur des furmes quelconques de solides on a'i 
I quuntitäs ^,m^'*, ^.my'^, S. m:t"', ou devrn (i( 



a-oT = 0. 



Ces äiguHtiooB de couditjon oe snuraient ^tre remplioa qv 
potbeau de l'ef^alitc k z^ro de deux quelcoDijues des tro. 
a, u', a". On cundut de la, cuulurmäment a ce que Po 
coonu par uiie nutre voic, que puur tuut poiut situe k 
trois Bxes d'inertie d'uu aulide, Tun des truia asea perina 
cide touJDurs avec est axe in£me. Mais coutraireuient a 
tioB, Ics deux aulres axes permaneDta eD ce poiut son 
respectivement luix deux auCrea axes d'inertie, car ei 
l'uxe Ox suivant Ix qui reoferme (0), et Isiaaut Otfi 
lelea k ly, 1%, uu aurg paur tio puiut materiel quelcoaij 
et s^x': purtiint ^.myx ^ Jf'.my's'^Oi et comme on 
permanent, il s'enaiiit a la \o\a^.my*=^Ü,2.mx:i^yi,2 
c'eat cc qu'uD pourrait aitssi demoutrer eucure par d'auti 

Iti. 
ConliDUims k pioccr le'pnint fixe (ö) sur l'un des 
d'iuertie, sur Ja: pur cxemplc, et ndme[<»D!< quc le aul 
rävolutiuu, paiiaut qu'Ü oJE ses deux niumtinis d'iuertie, i 



«XCB Iy',Ix,', ^gaux entr'eDx: d^Blori tnus les axes linni le pUn 
(y/V) aeront des sxes il'iDcrlie. Donc puisque les deux li^oea 
Oy, Ox parallr-les ä ces ascs soot permaDenlH, et que d.-ins Ic iilan 
(^'/s') clia<]ue axe d'inertie /?/ reite arhilruire de directiuu, il eit 
est de mäme de lu direction de Otf, Os dittiH le ptau (y, %). Uu 
eoDclut de Ib, r|ue quand uu sulide a deux momeuls d'iaertie prin- 
cipaus du centre egaux, ud paint queloonque de Taxe d'inertie 
a monient iniSgel est un toyer de rndiutiuu plaoe d'uxes perinaDents, 
tsna Bitu^i datia ud plao uormal eu ce poiut a Taxe, »u pour le 
dire plus ubre*jativemeat, c'est un fiijer de radiatinn pldnc uorinoie 
d'axea permaneats. Cette propri^ti^ rejiroduit celle da No. 10, rela- 
tiv« auK solidea de preni^re classe. 

Remarque. Nous tertnineroDS celte diBBertatiun, eu soppri- 
mant quelques dnveloppemeDta et details qui ne duus paraiüseot pns 
(l'un iot^r^t capilal; mala il nou« restc a faire une derniere übscr- 
vatioa, et a r^{iarer une DinisBinn. Les dcux anmmctB de l'ellipKC 
de radiatiuii , relative nux CKtreniiK^s de son ^rimd 3Se, suu situ^E 
; du mitment d'inertie maximiim, aax distiiuccü ilu centre 



V M ' 



i axe renferxne Ica deux Bommetg de I'Ijv- 



perbolc, distasts du centre des quantites ± 1/ — »~' 't^^. '^^"x ea- 
tr^Diitf^B du petit axe de l'ellipse se trouveut nu cootriiire enr Taxe 
iln mument taayto. CancluoDa de la quc daua taut solide Taxe 
central du iijonicut d'inertie uiaximuui reiileriDe deux cnuplM de 
foyers ciinjugues de rddiatiuu plane iiorinnle, exprim^s par les di- 

slancrH ^ = ±1/ — ^ — , d'^=tl/:— ^— , tnoditque Taxe muyen> 
ue reiiferme qu'un Systeme uoique de fuyers cunjugues, duDD^ piir 
\a. disluDce: 

■kr ^__u1/ä^. 



^»'' 17. 

iVotice histnrique. Seguer a le premier recuunu l'exiateuce 
des axes principaux et des axes perniaiitura de rolatiuu, qui tut cii- 
suite deinunlr^ pur l'iiniBoriel Euler. Sa demoniiträtiuu iinalytique ae 
truuve repruduite avec plus ou niiiins de ai'>dificati<iDfi par les g^o- 
metres aiäCBuicicns pluB receuts, l.iiplace; Prouy, PuisiUD, etc. \ji 
■D^thode de Laplace nuus parait plus rignureuae que celle de Puis- 
aOD, en ce qu'jl fait voir d'abord i'exisience des trois axes priuoi- 
|iuux, pour «u coijclure ensuite la reuüt^ des trnis raciaes de l'e- 
qaation du Seme degr^; tandiaque PuiüaoD adoiet par une eapece 
dB reduction ä Tabaurde la realite des troia racinea pour en ci)ni:lui'H 
l'exiiftence des axes principaux, ce qui nous aenble laisser quelque 
cliose ä d^sirer. D'uilleura celte derniere maniere de pruci^Jer u'est 
pas enti^rement cünforme ä I'eaprit de l'analyae, en ce que l'ua 
admet d'aburd l'existence de ces axfs, pour ta verifier eusuite pur 
le calcul; euauitc eile ufTre riacunvenieot de rendre soliduires eu- 
tr'eux ces trois axes et de ue pouvoir les lieüair que par les ex- 
preasioDs anulytiques— .»).ry=:0, ^.«.r»c=0, ^.m^s^O. D'on 
autre ciiti' duus fiiiions cnntre culLe in^tbode- udq objeclioD quc 





nous rc|)ruduiauD8 ici, sans pr^tendre toulefois qu'elle soit hairt 
II Bous pnrait que In r^ulit^ lies trojs raciacs de l'^quiitioD du Setne 
il^^re ä la quelle uo purvient diins tnutes lea metbodes est inpuBai- 
ble B prouver; et il se |ieut ifi^me dflDS de certains caa quM ii'; 
ait qu'uDC rucine reelle. Ün effet les cttäfUcieDts des termes de l'e- 
quntion d^pendeot des canstantea a, li , c,f, g, & les quellen d^. 
peoüent eUeB-mänieB des dimensiouB, de lu forme et de la muBHedi 
SfBteme et de Id dispusiliuD des »kcs coordonn^s fixes aux qnttl 
il est rappnrtä: il se peut donc que ces axes se trouvent dis^i ' 
de fagon qoe l'^qDUtion de copditiou entre cuDstantes qni doit < 
remplie puur reudre deux racines imagioairea aoit eu efiet «atisrail^ 
inais deslors od numit un axe princigial aeulemeot, ce qui d«D9 |i 
däinHioD purement aoalytique est absulumeDt däpourvii de B()^iG< 
catioD. Daas sa mdcaoique analylique Lagrange traite süss! Ifc 
questiun des ases priocipaux; mais luio de les rendre sülidaires ei- 
tr'eux il demoutrc d'abord par aes forinulea g^oerales du mouieHeat 
de rotatioD' des solides l'exiBtence d'uo axe de libre rotatioa, 
deduit enanite facileineut les deux autres de la mäne analyse. 

Dana un memoire ins^r^ dans le Journal de l'^cole polytechnifU 
M. Binec traite lu questiun par unc m^tbode fort g^n^rale dout aoik 
ne snurioDS ici duDner l'idöe; et le prcmier il a il^couvert nttt 
belle propri^t^ de l'ellipsc et de l'h^rperbole de radiatioo que 1t 
a ätablie ci - dessus. Plus terd Ampere a'est occupä de la ni 
queation daoa les uouveaux m^moires de riostitut de FraDce; ti 
räaullata sont puur )a plupart idcntiqnea ä eeux de ÜH. Binfet; 
mätLude est plus g^omdtrique , majs IVdodc^ des propri^t^a qi 
^lablit devieat emburrasBant et quclquc foia nif^me fort difficifl 
bien ssisir. De plus uucud de cea illuntres mailres ne s'etait 'oc«m 
j- I- .1^.. :_..i- — j.. permaneots par rapport aHx ases-"* 



de la d^terminatiuD de^ 



I 



iDiere d« t 
il y avait encore des difticullen k vaiucre et des concluaionaSil 
vetlea il ^lablir, coocluaious qui devaient r^auller de ceite däen 
natioD. Ed commeogant notrc t&cbe noua aviuaa puur but de M 
une tbdorie g^o^rale complete des axes priocipaux et permaoeB 
une tbeutie suaceplitilc de cumprendre toutes lea propri^l^a connl 
et nouvelles de ces axes, et de figurer ea inOaic temps dana ]'• 
aeigoemeot ordiuairc de lu mecanique. Nous allioDs oublierdepi 
1er de M. Cauchj qui a truitä In queation des asea principaUx I 
une m^lliode g^nelrique remar^uable de simplicit^ et que di 
Tenieignement od pourniit pr^terer a toule autre mnrcbe, qaand' 
aurait peu de tempa a. coasacrer ä cette matibre: eo outre pinri 
ceDimeDt daDs le iuurnal malb^m. de M. Liuuville, M. Gascbeal 
munträ le nioyen de d^duire de In lea deux aertionB coniques de 
diatiou; de aorte quM acrnit maiotpnunt fucile de faire de cels 
tout bien bornngcoe qui auppoac toutcfoia l'exisleDce des diameH 
eonjug-u^a rectuDgtes des surraces du sedood ordre. Mais noua^ 
crofona paa que oolie travail deiieanf par lä Joulile, et c'eat 
i|ai DOUB a ddcid^ ti le livrur ä la publicil^. 
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■p Enler's Princip der DiffereozialrechDung, 

^%nsatz Z11 des Herrn Dr. Gerliardt Aufsatz 

im 11. Band, 2. Heft des Archivs für 

Matliematik und Physik. 

Von 
kerrn Doctor Ludwig Felix Ofterdinger 

zu TübiDgen. 



lerivatioDa- Methode fand bei den Deutichen solchen An- 
^diiBB sie in fast allen LeLrliüchern der DiffeTenzialrechnung 
^nde gele;;t wurde, und gilt jetzt noch bei manchem Mathe- 
■tW als die wahre Grundlage des höheren Calcufs. Es ist dies 
hl» aufTulleuder, als Eulcr °) schon vor Jahren gezeigt bat, wie 
JMi Princip nicht die Grundlage eines wiaseDachaftlicheo Gebändes 
IM kann, nis feroer Lagrange selbst in seiner Al^aniaue analj- 
iw- l'rincip nicht weiter anwenden wollte, als endlich Cau- 

tire Princip mit einer Wissen schattlicbkeit und Blegunz 
bdlte, welche ihm den Beifall aller wisse uschafilichen Mathe- 
ker rerscbaffte. Es war daher von Uerra Dr. Gerhardt sehr 
fienstlicli, dass er die Sache in dem Archiv für Mathematik und 
( (II. 2. 200.) lur Spruche gebracht hat und des wahre, ein- 
'KiMcfaaftliche Princip ifer DitFerenzialrechnung klar aus ein- 
'' ite°'); aber eben wegen der Wichtigkeit der Sache miicbtc 
: «ein, einen Vorwurf zu hcieitigeu, welcher eiuem der 



i institationes calculi dilTerenltnlis. 

|E,,Tiihinger Universuäc wurde noch im Jahre 1842 folgende Preisr 

e eegebeii: „Aie Erfuhrung lehrt, dass die Methode des Un- 

Aleinen, selbsixiändig vorgetragen, für den Anfänger etwas seh- 

iÖaes hat, und dass ihm, wenn auch dieses durch Gründung . 

I auf die Ableitungsinetbode vermieden wird, die Sicherheit der 

_ing in allen Fällen zweifelhaft erscheint, in welchen er nicht 

ids ist, die Ahleitungsniethode der Metbode des Unendiichklei- 

snbstituiren. Da nun die letztere, ihrer Kürxe wegen, in den 

K Über angewandte Mathematik die herrschend« ist, ihre Ueber- 

'd die Ableitungsmethode aber noch in manchen Fällen Schwie. 

■rbietet, so würde die Beseitigung dieser Seh 

- DicF.I ■" ' ■ 



lieiisUiobes Werk sein. Die Fakultät macht daher daa- 
lie mit dem Wunsche, dass bei Lüsung derselben dax 
lecbanik vnii Poisson besonders berücksiiibtigt werde." 
einer Stadt |;egeben, in der L'Huilier seine prin- 



m 




grussteu Matliematiker gemucht wird, btcrr Dr. Gc 
lieh pag. 202: 

,,UnDgeocIitet dieser Vürgäupe euibehrle doch e 
i.Zeit ini Jahre 17ri5 ubgefasste Leiirgehäuile der Differeusialrecb- 
,,DUDg uuseres Hnsterhlichea Euler die feste Uegriiadung dnrc^ 
,,die Grenzmethüde, aber er setzte, in der Deberzeugung, duss vdi 
„Blieb Diogeti die so vBgeu unendlich kleiaco Grössen ans der Di£> 
,,fereDziBlrecbniJDg entfernt werden müssteD, mittelst eines kühnen 
,,Geivitltstreichcs dieselben =rO und legte diesen Nullen eioen 
,,intcnaiveD Werlh bei. Nach acieer Meinung müsse man auf ihre 
,, Entstehung RUckaicbt nehmen, dann dürften sie auch, je naehden 
„sie aus einer grössern iider kleinem Grösse cntstandeo wären, 
„einen verschiedenen Werth uiiler einander haben, iibgleick 
,,Bie durch dasielbe Zeichen dargestellt würden. Diese Aunahme 
„veranlasste über bei der Bestimmung der DiRerenziale vie'lfache 
„tjchwierigkeitea, zamal da Enler durch die DifTerenzenrech. 
„nuDg und mittelst der Entwickelung der Funclionen in Reiheo 
„dahin gelangen wollte, nnd in der That ist die Dunkelheit und 
,,[lnvcrgtändliGhkeit, die in den ersten CajiilelD der Eulcr'acbea 
,,DiQ'erenzialrechnung herrscht, eine merkwürdige Erschei- 
„nung für jeden, der mit der äusserst lichtvollen DarstelIaQf[ 
,,Uiilers vertraut ist." i 

Ifs ist diese Ansieht über Eulers Ditfereozialrechnung nicht DBB, 
denn schon im Jahre 1786 bat sich W. J. G. Karsten in seiow 
mathematischen Abhandlungen. Halle 17S6. pag. d2 sei], ver' 
iinlasst gesehen^ g^geu dieselbe zu schreiben. Wäre das Werk VMT 
Karsten der jetzigen '^encnition so bekannt als das Archiv, H 
könnte man einfach daruuf verweisen, so aber wird es nicht unt>8^ 
Ibig sein, an der Hand des Euler'acheu Werkes ^as Irrige obigir 
Behauptung zu zeigen. _ ' 

Euler eröffnet die Vorrede mit der Frage-, quid sit caiculua dlf* 
ferentialU, atque in genere aualysis inlinitommf Er beantwoTt«' 
diese Frage dahin; dass eine Antwort nicht möglich sei, so laag^ 
uicht bestimmte Begriffe vorher festgcslellt seien, daher er zuert^ 
die Begriffe von Function aus einander setzt. Ferner sei ff^^^* , 
und ^ wacliso um tu, so muss y um x wuchseu, und es ist als'. 
a^2ar(u+tu', also a : lo ^=2ir + w : 1. Ebenso kann man iu 
allen andern Fällen beide Inuremente vergleichen, ja sog^i« 
wenn w, also auch z wieder verschwinden, wu z : 10 =^ 2.1; : 1 apn 
verhalle. Jeizt erst gab Fuler eine Antwort auf obige FrageifW 
sagt, die Difi'erenziulrechnuDg, i|ui est methndus delerminait« f 
tionem iucremeujorum evaaescentium, quae functiones «j 
uccipiunt, dum quantitati vuriahili. cujus sunt functiunes, 
tum evaneacens Iribuitur. — Caiculus igitur dÜferentialis non,d 
in his ipsis incrementis evanescentibus, qiii])pe quae sunt Hn 
exquirendis, quam in eorum rutione ac proportinnc mutua scrutti 
occuputur; et cum bae rutioues Ünitis quantilatihus exprimantur, r' 

meniaris vor 4U Jahren imil liobiienberger seine An[.inBsgri 
liah«ren Analysis vor AI Jahren i^v^ehriolicii hat, un<l welobl 
jetzigen Stand ilfr Wissenschaft völlig ignnrirt, daher vor 30 Jr' 
aber nicht jetzt, an der Zeit gewesen wiire, konnte nadirlicli Istäl 
friedieeiiile Lnxung erhalten, und der Verf., der si<:li mit der Losung |U 
Aufgabe abmühte, konnte nicht einmal eines Lobes iheilhaftig WM 
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lic calculua circa quaDtUalea finitae veranri est ceoseudua. Quamvis 
tDim ^roecepta, uli vulgo trsdi sotcDt, ad iBlaincremeDtaevaaesceiitia 
dvÜaieDda videontur sccomodBln; nUDi|uaai tameg ex iis absolute sp». 
ctatis.seü poltuaGempcrexeorumratiuuecüDclusioDesdeducuDtur'). Di« 
rerscIlwiDdeDdeD lucremente, fahrt lauter fort, ii«isseo Difierenzialfli 
lucii uneodlicb kleine Grossen, die der Natur der .Saclie nacli gleick 
I) gesttzt werden oiüascD, was io einem lieispiei geieigt wird, wobei 
■ber Eulcr bemerkt, dass man ja nicht glnubeu mÜBse, die UifferenziaU 
recliniiD^ gebe Regeln, ilte Diilereoziale zu Gndeii, BOodcru nur ihr« 
ferbältniBBe, welcfie endliche Grüascn seien. Cuai autem buc modo, 
i(iii solus eat ratiaoi consentaneus, jirincipia calculi differentiali« 
»tahiliuntur, omnes obtrectalioaes, quae contra bnnc calculum pro* 
Ferri sntit sulitne, aponte corruunl; quue tarnen aummam viin retino- 
reoli si Differential ia eeu infiaiie parva non plane annifiilureutiif. 
flaribuB autem, qtii calculi differentialis praecepta tradidere, viaua 
est difierentialia a nihilo absolut» aeccrnere, peculiaremque ordine« 
juantitatum ioSoile parvnrum, ijuae nun peuitug evaaescant,. sed 
]Dantitalem quandam, quac quidem esset omni assignuhili minor, re- 
:iDeaDt, constiluere: bis igiCur jure est objeclum, rigorem geome- 
ricom neg^ligi et conclusionea inde dednctaa, propterea quod bu- 
ninodi inlinile parva Degligereatur, merito ease suapectaa: quan- 
umvis eaim exigua hnec infinite parva concipiantur, tarnen oon 
lolun singuIJs, Bcd eliam plurihus atque adeo innumerabilibus simul 
rejiciendis, errnrem (andern inde enurmem resultare posse"). Es 
icigt Dun Üaler, dasa der Sache durchaus nlcbt gebolieu aei, wenn 
■an die Uebsreinsliminung der Resultate mit denen anführe, welche 
iMrch scbari'e geaactrtacbe Schlüsse getunden worden sciea, deoi 
An Irrtham könne den nndcrn nicht aufheben, vielmehr werde die 
Jaciie uur noch verdäcbtiser. Wenn die Dilfereniial- oder uneud- 
lieb kleinen Grössen wirkliche Nullen seien, an entstehe atlerdingi 
fie Frage, wie sie mit einander verglichen werden können, worüber 
Riil^r sagt: incrementum quantitatis :r, quod in genere indicavimua 

Cr u*, ad incrementum quadrati x' , quod eat 2^iu -f- tu*, rationeot 
bet nt 1 ad 2.r + (u, quae aempcr dilTert u ratione I ad'Üa:, nisi 
nt (0^=0; at si stutuamus esse ut^O. tum deinuin vere aOirmare 
fosaumus banc rationem fieri exacte ut 1 aJ 2^. Interim tarnen per- 
-ipicitur, quo minua illud increuientum w accipintur, eo propius ad 
iänc rationem accedi; uade uon solum licet, sed etiam naturae rei 
'MB*enit, baec incrcmenta primum ut finita conaiderare, atque etiam 
m figuris, si quibus upua est ad rem illustrandam, linite repruesco- 
toe; deiiide vero liaec incrementu cogltatiooe continuo miuora fieri 
nacipinDtur. sicquc eorum ratio (ontinuu magia ad ccrtuiu queudani 
laitem appropinquare reuerietur, quem autem tum demum aitingant, 
I |ilane in nibiluin abieriut. Ilic autem Mmca, qui quasi ra- 
nem ultimnni incremeutorum illorum conatitnit, verum 
objectum calculi differentialis; cujus igitur prima funda- 
's jecisse esistimandus est cui primum in nieotem venit, bas 
. ultimas, ad quns quantitatum variabilium increrocnia, dum 
) mngis diniiiiuuniar, uppropiuquiiut, et cum evuoescuul, tum 
attingunt, cnntemplari ""■). 
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Diese Sätze, welche Buler Doch weiter ausfiihrt, siod ebfl 
lichtvoll geHchrieben als alles aDdcre, was aus der Kuler'BcheHHj 
4er s;elIoBseD ist; bIc geben dem III. Cap. der inst, calcul di£j 

EiDK anderes AussebcD, als es ohne dieselben hat; denn wenn l| 
uler die Ditlereatiale ::= setzt, wenn er denselben verschiefl 
r HVerlbe beilegt, so bat er deutlich gesagt, auf welche Art dieail 
\ frerstelien sei, nirgends ist ein „Gewaltstreich"; die Diinltj 
ten und Onverständlichkeiten in dem ersten Capitel i 
' BalerschcD Werkes verschwinden, so wie die Vorrede genau 4 
dirt ist. Der einzige Vorwurf möchte Euler gemacht werden -kj 
< Ben, dass er das, was er in der Vorrede gesagt hat, nicht] 
I 4en Anfang des III. Cap. gesetzt hat; denn die Vorrede wird hSl 
I entweder gnr nicht oder nur oberflächlicli geleaeu, und desvM 
L wurde Euler von so vielen missvers landen und manchea für dnd 
Fmd unverständlich gebalten, was klar ist, so wie man die ial 
l Vorrede erklärten Uegriffe mitbringt. 



xra. 

l^lJeber einige merkwürdige bestimmte Integn 

Von 
Herrn Doctor O. Schlömilcli, 

Privatüocenten an der Universität zu Jena. 



Von dem berühmten Fourier'scheD Theoreme: 
f\oä i^udu/l'/il) cos ueOt = |^/(«), « ^0 (I) 

tässt sich bekanotlich eine wichtige Anwendang zur Entdei 
bestimmter Integrale machen. Wählt man nämlich die Fund 
so, dass sich die jedesmalige erste Integralion noch t, nämlich 

[^ Al) cos ut>k odery^Vw ai" «t'lt, 

in welcher m als Constante ügurirl, aUBfiihren lässt, so bleibt i 

eine zweite InteKrotioo übrig, für welche u als consrunt, n all' 

angeschen wird. Diese lässt sich sehr oft nicht bcw 



t 




B, aber man keoiit schon ibren Werlh, nämlich y/(a), und 


Eme Weise gelaost maa zur KenntnisB eioea beBtimmlca la- 
lea, das man nicht leicht auf anderem Wege finden würde. 
der einTiichaton und bekanntesten Annahmen dieser Art ist 




)=:e . Maa hat dann ' 




y^yto M« «rf' = /o"^""" ""* = nhi^' ^ 




J^At)i\u ut<if = fj'7'»m«tiü=-^^,; 1 




■li Substitution in die GleicLungeu (1) und (2): j 




/."5tS''"=15'. «£« m 




' /."^''•=F°. «>» (•) 




BD mau aß fär a setzt und » = y nimmt: 




/.;^5^^=r'. "£» (»> 




/.'?T^=T«'"' •>"• C) 




« man hier zu diesen nichtigen Integralen S-elangt ist, so 
Khien GS, die Wertlie der ähnlich gebildeten Integrale 




/o"!?^'^«"'"»/;fJ:^<& 




icn, wenigstens ist dieses Problem bisher ungelöst geblie- 

■ kommt offenbar bloss darauf an, eine Function f zu lin- . j 

fche die Eigenschaft bat, dass 




y;V(«)cos«((Ä=j^^ (7) 




eh 




y; /(')«- """=rp^ (8) 




A k einen constanten Factor bedeutet. Dergleichen Func- 
Bn Bia*l folgende; 




/(*) = r+'li(«-OH-«^'li(^'), für Gleichung (7) 




|ft/:)=«rK|i(e-0 — e-'li(e+'). für Gleichung (8} 




■ Zeichen li den Inlegrallogarithmus bezeichnen soll. Da \ 
BHon dieser Traosacendenten selbst durch ein bestimmtes 
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Integral gegeben ist, so verdeu ubige Substilutioneo futf^f^ in 
GleicIiUDgen (7) und (S) eine ilopfielte Inlesratioa nJittii^ nu 
Diese ffiirde unter ADweudnDg der gewöbnIicLea Formel für 
iDtegmllogarilhmuB besoDilere Scliwierigkeiten dorliieteDj dift* 
«her gänzlich vemeiden InsacD, wenn man den Integrallogsritl 
in eine andere Form bringt. 



Die Definition des Integrallogarithmus liegt kekanntlich ii 
Gleichung: 




Aas Formel (9) folgt darcli Multiplication mit i 
htBgratioD zwiaclieD den CräDzen <^^U, t=i(xi: 



y„"-""'(^')" 



'/ n ,/ n l -\-x 



Da es aber in einem beBtiinmtea Doppelinlegmle mit zwei VeräD- 
derlicheii gleichgiillig ist. aacli welcher Veränderlichen zuerst iote- 
frirt wird, bo köDueo wir im voTliegendeo Falle die Integrationen 
iB umg'ekehrter Ordnung' verrichten und zuerst nach t iategrireu. 
Es wird dann 



B l-\-x ' m'h 

Die noch übrige luteerntion uacb a: hat nicht die 
rigkeil. Es ist nämlich 



" cos uttU 

r,. eil) 
indeste Schwie- 



l-H u= ' 



l-^ZrT~=il 



folgllcb 



= ' , (— /(l-l-^)-!- i^C«* +«:•) + «Arctao -^1 + Coost. 
ftenerkt man, daas 

iit, folglich fiir ^^oo: 

- l(\ + ^} + i/C"' + ^') = /CO = 
■Id 

Arctan "T" = "S" 

*ird, so ergiebt sich für ^:=:oo, j:^ = 0: 

iDii die SubBtilnlion in die Gleichung C^O i ' /' il s— 



i 



Etwaa AeLüliches erhält man aus Formel (10) durch KultiplicM 
mit coautd/ und lutegrotian zwiscbeo den Gräuzen /^O, f=^ 
nämlich 



:;^[t^ 






folglich 



•/ 1 — a: * k' -J- ^^ 
= ■ ■ — j_ f-rZTZ + i A"' + •^') — ** Arctan -^J + Coost. 

Die erste lotegralion ist noch Dicht auBgefohrt, weil sie %v 
schieilene Werthe giebt. Es wird uämlich Tür :r^l 



/ d^ ^ f dx _ 
l~x J x~l~ 



-/(^-l), 



folglich 



y * dx X 

J 1 — a; ' m' + *■' 

= — J— f/i^HE^-« Arctan ii] + lonst, 

1+«: \_ X—V M J ^^ 

und für .r<;l 
folglich 

Her erstea Forni bedienen wir uns für :c = iso, der zweite 
IVir bekommen dann hmU iI>) ifii m >,<i i.ia-i'i'- 



ao9 



dx 



1 



iglici^darefa SnbstiWion in die Gleichung (13): 

» 

ircb Addition und Subtraction deK Gleichungen (12) und (14) er- 
ebt sich jetzt: 



nu 



y^[«+* /i(^0 - «-' /»(e+«^)] cos utdt= + j^. (16) 

% 

immt man jetzt in der Gleichung (1) 



ad auch 



f(t) == €^-*/#(<r-0 — ir-'/f(«+0 



ad nabBtituirt die Integrale (15). und (16), so erhält man auf der 
kelle: 



J[ ^^^^du=:^i[eali(e-a)^e-'aU(e^)\ (17) 



111. 

Darch Multiplication der Gleichung (9) mit sin utdt und Inte- 
tioo zwischen den Gränzen i^ = und ^ = oo ergiebt sich 



er-tx 






= -*l/i i 



X 



o: «*' 



3- (W) 



iit aber 



1 -f- ^ ' tt* -4- a:* 

1 r 1 X 1 -I 

1 -#- «» Li 4- .r «*» -f. j-* »/* -f- .r*J' 



Tkeü V. 



14 
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; ■ . I »■ 



woraus sich für ^=.od, ^ = leicht findet: 

/** dx .1 _ I |7t J-j./;..! 

folglich aus Gleichung (19) 

/;^Mi(^0sin«.rf.= -|-.3-l;jj-;Ä,. (29) 

Aus der Gleichung (10) folfft ferner durch MoAtipl^^aCios tä 
sin vtäf und Integration zwischen den Gränzen #=0, ^ = qp: 

/ e-^ li{e^) An uf df= / sin utde i j-ZT' 

y»* dir V»* 

Es ist aher " ''" '''''.' ''■■■'■ 

_JL-'''__LÜil:L ■'■■■ ' *- • ia.'^ ■ ' ■ '. 
1 — X ' w* -f- ;r* 

1 -+-««* Li — ^ «• -I- ;r» "^ «' Hfl jr« J* 
mithin durch Integration: 

/ - ifar 1_ 

= nriT« I- ^<^ - ^) "*- ^^('^^ + ^') + :^'Arctan ^J, fdr *>1 

Bedient rtati sich der ersten |'^iOirnie1"Ar ^=äb; der «weites 
0^ = 0, so erhält man leicht 

y^ ggr _JL___A_ri- ^— /•»! 
mithin nach Gleichung (21) 

f^er^lKe^*) sia «r^. = f . j-ijj; - 5^. (22) 

Durch Suhtraction und Addition der Gleichungea (20) and (23) c^ 
geben sich jetzt folgende Integrale: 



f^ \tr^< li{e-<) — e-'/i(e+*)] sio utdC =— —-^ (23) 
J"\e+'fi{e-') -\- c~'n(e+')\ sin /rfrf/ = — j^^. (24) 
Inen irir hud in der GleicliuDg (2) einmal 



trkätl tDAD niif <ii^r .Stelle: 



-t/i{e+'). 



y]'*j^^*=i — iI«+"«f«T«) — «-a«(«r+«)] (25) 

Formeln cntsprechui maz-i^o. unter (IT) und (18) dnrffe-- 
D, Man kann nucli (17) aus (25) dadurch aldeilen, dass man 
Bkilere (ileicliunj; pnrtiell nach a dlfTcrenzürt und auf gleich« 
■v die Formel (28) aus der in (IS). 

ouD in den iDlcgrnleD (11) und (26) « = ~ und 
aß (ÜT «, sn erg«ben sicli A\f fglgeuden: 



^^— ^A2r= — i|e-H'S/j(e-«a) + «-"a/,-(H-«5)J (27) 
^nü^ — -^[e-t-"SAC^«Ä) + e-«^ACe+-a)l. (28) 



r tur den Integralloriihniut Tafeln besitzt, wie für di« La- 
^ nad tri ^oDumclri scheu Functioneu, so sind jetzt die ohi- 
|jr.%U als velligr cotnickclt und bekaont aiizuscheo. 

B oncb in den Cleicfaungen (IS) und (26) w=— , 

a|f fitr « imd bemerkt, doss /—=/.» — //¥ ist, sn erhält man 
l'nireDduDg der Fornieln (Ö) uod (6) die falgenden Ausdrucke: 



f' "-"'"f d. 

■Ja fi'-i-x^ 



~Ka^—\e-*-«aii(e-'ß-} — ff-''ß/i(^'S)\ I 






" ji<»*, )rfj:..»iw<rjr -^ii>.i.. AÜ 



''deiche ybp'if«9'#'*i'(f 1>pX="">* ' 
CO) iiBd-fJS/J' 






ir\a selictii«n. üU <li(> FfltiHl 



XIV. 

i^e«dfttisehe Aufgttberi ); 

■ '■■■ ■■ ■ ' ■■' I '- ■■ «'■ .'i-*-^« 

..,:.>■... ' .,--,V;,„,^.. .- >,*;, 

Jem Hera'asgeber. 



i ^,^,. 



I>uukt< 



iQu in drei ihrer t.age tincK gegebenen 
r, dier IHü" niclit älicnteigentleD Wint 
, wclehe die von den Pontteli ^,^„Jg 
Liiffe nncli iinbckaD n t ei> Punkte JH ed 
tBlinien ^ JU, A,M, .-/, J/ mit dr ' ^ 
, A. -^, »"8 niict. derselben Seit« 
geilen eionnder piiTHUelen l.inipn') einicl. 
soll man die l.a[(e dieser rarnllele» und die {.».%*. 
Punktes 9J Ijpalininien. 

Man bezeicUne die bekanofen replitwidUli^en Conrdinatii 
Punkte ji. .1,, j-lj reii|ieciive durch «, i^ e, , ir,i fr,, L, ''" 
GUi'Mfn re^lawinklige» Ci.urdln^ti'n des Puiikir^ M dui 
und setio der Kurie -vfQ^rti AM =: ^, A ,M =. q,, A^M% 
Ferner beteieline mim die von den Lmieo AM, A,M, ' 
lon den «ds den Punkten A, A,, A, gezoi;eDen Paralleli 
RidiUlPg der positiven ernten li(iurJiiiuiea,«iog«srblo#MM 
itel, indem m»D diese Winkel v<m der Riclitung der po ' 
sten C'iordinQten an durcL den Cuordiaaleuwinkel Liodt 
bis 360" xülilt, rcsgiective dtircli ijo, 9,, jp, und UJ; so ht 
fenbar die t'nlgcndcu Gleicliungcn: 

a: = a + e cos j., t/=il.-i-ß sin y; 
a:=:ö, "t-^i cos y,, y^Ä, -Hp, siap.; 
a: = «j -i-Qt cos jp,, y^^,-l-p, siq y,j 

*) Etwa loit der einen Haifce äet mapietischen Meridiaas. 



^_ .. 




213 




kann, wie soffleiili erhellen wir J , die W'erlhe der Differenien 
u>, 9t—<"-: 9',—'" immer leicLt aus den eemesseneo Winkeln 
en, wesliulb man diese Differenzen als bekanut zu betrocliien 

1 sich ergebenileii WerlLe der Uifierenzen tp — ui, y, — w, 
~a> durcli.a. o,, a„ und nehoiei» on, Jobb diese Werlbe, wie 
D. A. bei Measuij^eu mit der Buussiile der Fall .«ein küuBle, 
mtlicb mit einem m.d deinaelben coristanten Kebler Ubaftet 
1, 80 das« nämlicb u-t-0. «, + &, »:, + & die rklligeu Wer- 
der in Rede steLenJeu UilTereuzen Bind; bo ist 




(p-w = a + @, y = a + w + 0; 


■ 


9.J— w = a,+0, y, =£., -Htu + 0i 




<p,-W=:«, + 0, 9i=«,M-u. + 0; 


1 


fllicb uacb dem Obigen * '' -^ 


■ 


=a+Qco»im'-t~of-t'^% V iy=;*^4lp,(i»C«-4-w-|-0)} 




=«, H-9,c(.sCa, +W + 0), ,j^ 6, ~i- e, BiuCa, -i-io-\-&y. 




■=a, +e,co<«,H-«*-|-0}, y— i, +e, siu(«.H-« + 0)i_ 




UM sieb 






! 


<"Bi!«.+""+'s)==5Tr^ ' ' 




ncbl. Utese GleicIiangMi bringt man alier leicht auf die Farm 




a.8i»(a+«. + e) _yeotC» + «. + e) 


; 


= » .loCa + »H-©) -«ro<a + « + e), 




a^siuC«. +u< + 0i — yea«Ca,+w + 0) 




( = •, .i«<«, + a) + ©) - «, ca«(«, +I0 + &-), 




l„:'; i.ia(o»+:«. + 0) -jco.CB. + ai-t-S) 




• ' =t,i .ioCo. + a.-t-e)-i.co.(a,+c + e)i 




^eifcUt BU« deaselLen durch ElimiDatioD van ^ uad y die Glei- 




(•h.(<.,-Fa/+©)ca5Co,+a)+©)-ca.(t.,+«.H-e>iDt«.+"+e)l 




|o»inC«+aJ+0J— ^coBCa+ai+Ö)! 

■iu.c«,-n"H-e)c»>c«+a'+e)-co.Co,+«j+9)>ic(;«+»+e)i 




|«,.iaC<.,+a.H-SJ-J,co.Co,+»+9)| 


1 


djjC"-H"+e)oa<«,+u+e)-ca>Ca+u+S>ioC".H-«H-e;| 


i 


taiiiC".-t-"+®)-*.co«c«,-n«+9)i: r ^.;;;::';,5- .,_^ 


1 



= 



i»(a, 



<,)!«siDC« + w-J-©) — ÄcosCa + w 



-8)- 



Betzt man der Kürze wef^en 

K= .1D(«. -"■)(« »ie«- 
: , ^ ^ ,. -*-sinC"i— «X«. sie«, 

«f- ainC« — «J Co, C08 tt, -f- A, sin a 
■o iit, wie ^f^feieh eAellen wird: ~* '' "" 

^rieSC" H- S) + £ iwüi' 4-'fef=«; 

also 

la.sC" + ©) = -x- 






-i, cnsa,), 
-i.ma) 
4-«, «n«.) 
-f-A, sina,}; 



Berechnet man die Hälf»grÖBsen /*, A; /»„,A. 5 f»„ i^ «uf b 
Weiae mittelst der Formeln 




«=:pco8a, * = /*sihl^ 




«, =jtt, cosa,, Ä.is^'.iiH*;;' - - 




a, ^/t, cos Ij, Ä, ^ ^i sio i,; 


KD ist 






Ä-= (..iBC, -<..). iaC—i) , 




+ ^, .i«C«, -«)"«(«. -1.) >■ 




H-j.,ainC«-.,)«B(<.,-l,), 




£= ,.dBCa,_Oco.C»-15 




+ (..BlBC«.-»)Msf",-»,) 




+ ^..inC«-».)co.Co,-i,)i 


wtfelst «eicker Forraela die GrSueft A'undX' ahn« Seh wi 



licrechnet werden können. 

Zwischen q und q^ hat man nach dem Obigen die Gleich 



1-0) - 



J, COB(ß, -(-(Ü + ©} = », 

e, sioc«, + w + ö; = ö, ■ 



(«1— c)sin(g. -t-iu + ej — (A, — ^c^ls(a,+^u^-g) ^ 
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tder» wem niAn die Halffgrössen k und i mittelst der Formeln 

ktreebnet;, 

^ mn(ai — a) 

ergiebt. ünt man nber nnf di^se Weise q gefunden, so erhält man 
tie Coordinaten as und y leicht mittelst der Formeln 

or = « + ^ co8(a 4- co -|- 0), ^ = d 4^ ^ 8in(a + ai + &) ; 

ud dann ^^ und ^, mittelst der Formela 

^' co8(a, -ff-(o-f- d) sin(äi -f. Cd + ^)' 

iieb hat m«n nach dem Obigen zur Bestimmung, von x und y die 
Giffichnngen 

riiiiCa+<i)Hh9) — y«os(a+i»-|-®)=s/i*tin(a — >t-f-w4-0), 
IcnnCa, -f-oi +@) — ycosCa^ 4-cö+0) =/iai sinC«» — A^ 4-w4-0), 
'*wiii(a, -1-01+0) — ycosCa,+iii-f-0)=/i*a:sinCa, — ^,,+01+0); 

lai denen si^h n. A. 

siii(«— «i) * 

^sin(g— JUf-fti+O) siD(tt|+itf4-0)--/i,sin(g, --X|-f4iH-^)«p(gHHM-0) 

8in(a— «i) 

«giebL 

Da q immer eine positive Grösse sein mnss, so kann^ wie leicht 
«Mlen wird, nie ein Zweifel bleiben, wie man den Winkel c« 
+ zu nehmen hat, wenn man denseHiMen mitteist der Formel 

tangCa)Hh0) = — -j- 

krechnet. Weitere Bemerkungen über die obige Auflösung können 
pir fiiglieh dem Leser überlassen. 



XV. 

Remarques faites ä l'occasion du No. XIII. 
T. IV. p. 113. de ce Journal. 



Monsieur übbo II, Mojer 

de Gruninguf. 



Dans I'arlicle ctte M. le rfilacleiiT b 
g^närale de S1. Bertraod au'i scrt a Irouv 
mal 



(\a6 aae 4f\un{ 
euT de riDt^gi 



Celle ^qiiatioii est la saivanle 

Cl) J'y{iM,ai)dm =J'^f(a:)dx +y^V.C^;</^ 



daos laquelle ^(a;) signiße ce que devleot /f^.w) lorsqu'oo < 
.r au lien de w, et y,(tu} ce que devient / - ' ^^ ' äx eo i 
tnnt X 8U lieu de u> apres Ja dilTpreDtinCiua et riot^gratton. 
;nt la fiirniule CO "'" "ucuae sii^'oiaralioii 
ave incoDvfnieut si rette eijuatiua ae panrM|l 
laniere plus simple. Or od verra avec peu d'at 
tentioD qu'elle n'eBt outre chnse qu'un cas particulier du prioäw 






1 le 



uieot 



i^ne 1 



' et l des 



leftral. 



ftinrt 



> ^ et en d^sigi 
e foDctioa queicoi 



pour plus de commodilä la di 
^(."0 P^'' ^xF(,x'i, OD B en g^Deral 

d'od l'oD tire en purliculier, eu faisaut b =1 x et a ind^pi 

de .r: 

Hainteuant si Toti fsit 
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o aar» 

ais OD voit sans peine qoe :Pod aura 

D aÜMettaat qae l6 dernier membre signifie qu'il faut chaoger cn 
D ^ dans TexpressiöD^ f\a:^ia)da: apres rintegration. 
11 sait dooc de (5) et (ö) 

M d'aprea (4) 

(t qni cbange (3) en 

|lr/l[;r,ar) est le mSme que ce qu'on a exprim^ par ff(,x) dans la 
^fcniiile (V) fA \f <4>/C"^5 cö)<ä^ J est le mÄmc que yaCo?) 

^im cette formale. Dune d*apres ceti« uotution la formule (4) ou 
(jj) M r^duit ä ' 

Ar/ /(jm^ad) diu = 9)(ar) + gp^C^), 

en int^grant. par rappprt a a: entre les Jimites ;r = «r et a:'=.jc 
Vensuit 

J f(M^ySc)dfa — f f((a^a)düi^z/ g>ia:)dar'^ ß 5Pa(ar)<te, 
fBisqae f f((a^ä)d(t} est ^videmment ^gal a zero 

J^/(üi,a:)dü)=: J ^^ix)dx '\rJ^9^(^oif)dx. 

t^mlte de ce qui pr^cede qoe T^uation de M. Bertrand n'ett 

cas particulier de Pintdgrale de la formule qui sert a diff^* 

r soua le signe intdgral les int^ffrales ddfioies par rapport a 

lariable dont les limites sont des tonctions, et que par consd- 

toatea les consdqueoces que Tod eu peut faire se d^duiront 



SilB 



BUBsi <le la formule ^uivaleate (3^ et a furliuri de la fwrioi 
Durale (2). 



Ainsi four (rouver la. valeur de I'inlägralf defini«,, 

l'oD iliOr^reotie par rafport a ^, et la furmule (3) donoe 
' ' '» i-t-x' i/o i+w' 1+a:' \/ (1+0»'] 




d'üi, \ 

Ell subatituaDl cette valeur dnos (0) an ohlieot 



4qiiatioii que I'od peut ^trire «ous la farme 

2rfj:y^/(l-i-^")i'/j: arclau . a; + aretan . xd^ .^l +*• 
= rf3;[/{I + a;'J.arctttn,aTl '^ \ "^ i* 
et en iott^graot jiar rapfiort ä ^-. 

2y=/(l + ^').arclan.a7+ C 
La quantil^ C indcpeDdaatc de ^ est d'uprös (8) ^gate k 

/7 Sl±5^'rf» = ä/( 1 + «■) . "d" ■ •«■ 



Quant it la formule 



I princifiu de r)iit£|(rstion |)ar portie, eile s'ubtieBt de mgme i 
i^Uiftivti (^), muis IVquatioo (2) doub doDDe la fornulc plas g(a 



•I et f dediffnant des fonctinns quelconques ile ^ et «e une cno- 
atUDle, CependoDt on d'h (ins besoio de IriinBfurmer (2} pnur olite' 
nir In funnule |ir^c^(leDte, pnrcequ'uu y parvieLdru imiaedintemCDt 
uu iiioyea de lu foniiule conuue: 

' Car eu intögr&nt eotre les limites » et u [iW rapport a ^, od aura 

:, na}» 
L d'oii 

Pnsoris 

■ jbC«) =f"^Fia:yx, ^C) = f^ Fix^dx et rf,yC^) = /'C^}j^" 
,' irtr cooGequeMt 

£□ reni'ersaDt les tcrmea on obtieot la farmule (10), par laquellc 
' Von integTe par partiea entr« des Umitei quelconquoE. 




i>W);,^* (^'•t«.. 



XVI. 

Uebungsiiufgabeii für Schüler. 
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Jeral. 
ut tl 

Mao G 
innikeii 
'sUn 


1S43. 


" 


Sa 


uud se 



i.Parelli^luKruinina, deaieü Seiten a, & unter dem \Viif^e( 
Ken eiDaudet geneigt aiuil, cingescUoasenen Winlf^, ^^ 

Äi 2flA Bin g SgA gJii « ^ 



Wenn 
ctia 0' = - 



t«ng {a tang jn, = iaiig {(1^ 



.W«nn £ nnd /'die Punkte liezeicho 
^ und .J/r eines Uniecks von den abf s 
lieiiden Npitxen ß und C gefallleu Fer|icni 
so ist iainer 



,, in (leaen dw 
vnn )fen gr^^l^j] 
ein gettoA'en wenl 



ßC=JB.BF-^Jf.CE. 

Wenn o, *, c i|ie Seiten und -^, /?. C die (tefreoübe^^teliefli^ 
Winkel eines ebenen Urelecks siud, und r den Bulbuiesser deif 
dieses Dreieck beHebriebenen Kreises lieKeictinel, so ist ii 



r Winkel 



V=Ar i 



I ß sid r. 



Den Dreiecks eioe «rili- 
cb jederieit die ColM- ' 
eine arithineLieclie Pcc I 



Wenn die Sin 
raetiscbe Progression bildei 
genten der liulben Winkel i! 

Wenn J, JB, C und ^\ ff", C Punkle in der Peripfcerie cinu 1 
Kreises, und die Linien ^B, AC den Linien AB'. A'C bciie- f 
haogsweise parallel sind, so sind auch jcderiieit die Liniei 
und B'C einnnder parallel. 

Kiu reclitwinkliges Dreieck durcli eiue anf seiner Utjieltnait | 



senkrecht stehende Lini 



I balbiren. 



Wenn xnei Kreise, iier«D KallineBaer s und b Bind, sieb von 
ssen berühren, nnd @ den von zwei gerne insclinl'tlicbeu Berüb- 
igslioien dieser beiileu Kreico- eingeicbloHBenen Winkel bez 



. 03^1! 



(a^hy 



Wenn die Z.ibl n sieb in q Qiiadnite zerlegen läast, so lässl 
die Zabl 2(^—1)» aieb immer in 7(7—]) Quadrate zerlege». 

Die stereo^rajjliiedie I'rojeclisD eJnes' tiubus auf einer auf Bei- 
ner UiHSfonnle seukreebl: sti^hepden Ebene ist. wpnt> das Ausrc' sieb 
in der verlängerten |)inK*>'>ol^ bcünder, ein iclckbaeiti^rs Serilisei-k. 
BeliniJeE sich dus Auge iu piuür der Diucuniile gleieben l<:iiil<'r- 
linng von dem Ciilius, su Tcrhiilren sieb die Sioua zweier einander 
lieoBclibiirten Winkel dieses Seebsecks wie 8: 5 zu einander. 

' Ein leuchtender Punkt befindet sich in der grossen Axe einer 
Ettiiise in der Entfernung » vom Miilel|iunkle; man soll beneisen. 
dasB die Enlfernuug- vx des Itildei nach der .z^en ReGexinn vom 
Uiltelpunkte durch die Ulercbung 

«w — (— Ij'^i/'y ^ i-n; -\=taj- ae.— u 



=(^:r 



Sätze von ilen Kegelschnitten, irelche zu beweisen sind. 
•'.f Von Berrn Fr. Scydewitz, Oberlehrer am Gyinna 



I Heillgens^adt. 



ine eines Kciielschoiltes, welche durch 
einen Brennjiuukt geht, eine Ur«iin&cbiie, und je zwei solche zu 
, einander nchlwinktige I^elmen zwei zugeorjuele ßrennsebnen de*- 
aellien, so Imt niim die Sätze: 

1. In jeder Ellipse und Parnhel ist die Summe, nnd 
in jeder Üviicrjiel ist die Summe oder der Unterschied 
der reciprokcii Wertlie der Stücke, in welche eine Brenn- 
sehne durch den Urenti|>unkt zerlegt wird, jeuachdem 
alb^der Hyperbel liegt. 
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nerbal 
hrer r 
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c'iprokeD Wertha gleich i*m Unterschiede der rvetpi 
kea Werthe dea Parninnterii »nd der Hauptncbs». 

3. In jeder Rnrubol iat die Humme der reciprol 
Wertlje der Reclitecke zwischen deo durch den Brei 
punkt beslimiii ten A hscli ni tte n je zweier zuveordne 
ItrcDnseinien dem reoiprokcn Wertl>e des Quadrates, 
bttibeii PariiineterB, iii jeder li:ili|ise der Summe der 
ciiirokeii VVertLe der Qundrate des liaiben Parnin«tai 
und der halbe« Nebeoachse, und in jeder Hjperb 
wenn beide BreDDsehneD innerhalb iidor beiül« a 
halb liefen, die Summe; dngegen, wenn die eine 
halb, die a.ndere nusaerhalb liegt, der Ir nte recliied it 
ner reciproken Werthe dem On tersehiede der reeipr«) 
Werthc der Quadrate den halben Parametera und ' 
halben Nebenucbae (rleicb. 

4. In jed*r ftleid'aeitigen Hyperbel sind je t\ 
zugeordnete Urennseb Den von gleicher LäD|;e, und 
Hechteohe zwischen ihren durch den Kr en npu nkl 1 
• timMlen Abschnitten von gleichem lobnlte. 

5. Die .Summe der reciproken Werllie der Qnadri 

nete llrennsebnen im Brenn punkte ^etbeilt werden , 
fiir die Carnbel 24mBl so gross als der reciproke Wei 
des Quadrates des Furnmelers. und für die Ellipse od* 
Hyperbel 24mnl io pross als der rpciproke Werth H 
Quodrotca des Farnmeiers, weniger oder mehr dem Doi 
nelten des Quadrates der halben Neben-' ' ' 



6. In Jede 

irbel i ■ 



li:ili 
r tritei 



chied de 






1 Endpunkten zwe 



i oder dem Unten 



1 j e d e r Hj. 
sehen tm 
Ipn itrennpunklen nai 
ticter l>nrch m eiser Kl 
cliem Inhalt^ und ml 
e derQüodrste der b« 



xvn. 

M i s c e 1 1 e u. 



In SchuRincLers astronomischen Krtcbrichlen No. J9I. S. 1* 
hitt Uerr Professor Anger zu Daozig die fulgeotle inlerenai 
Bemerkung mitgetheilt. 

IVeun man unter dem Höliendrcieck eines Dreiecks dai Drei« 
versteht, welches durch Verbindung der Fusapunkte der drei HeJi 
des gegfebenen Dreiecks durch gerade LinisB entsteht, so siebt 



liaehen den Raiühs des um «las i;egeheiic Dreieck beRckriebegen 
d«m Badius des iu dasselbe bescLriebenea Kreises, deiq 
ttats <1q« in daa Höbeiulr«ieck bescLriebcDeo Kreises, und dei) 
«i Winkeln d«s ge^ebeuen Dreiecks «ine uerknürdii;« Rcinlion,'/ 
micUnet mon nümlicii Ära Radius iI«b hu e>n Dreieck bev-hrier M 
n Kreises «lurcb /t, des Radius dt's in dus&elbe bescbrifbeiiei) i 
rtises dnccU r, den Radius des in scio Hübendreieck ein;(eacb 
»FD Kreises darcb ^> to ergrebcn «icb die Cusioiisse der dr«i , 
liokrl des ^c^ebenen Dreiecki durcb die Auf lösung dei folg enden 4 
Cülcticbung! 




Mick die Auflüiunfi; zu fliehen sclieinen. So findet sicli die 1l 
tere DQigekebrte Aufgabe z. B. fast in allen %{ivrg-atinDsl)äcli 
irälireud die gegenwärtige wobl mit demselben Recbte i' ~ 
darin verdieute, indem die Doaicliere Mes-ung einer Standliii 
di'oi Wasser dabei wegfällt und lugleicb die mngnetisclie DmI 
tioo des CompiisseH (mit tÜnseliluBS der LnkrilfittruclioD) lii ' 
wird, leb sehe sotcbe Aufgolien gerne bisruriKcb nncbge' 
Hier ist ein Beitrag dazu aus William l'urne^H Klements of 
nomeIrVe, London 1772: 

IJaving tbe distance nf iwo objecis J and ß (Taf. II. F 
wilb Ibe ongles observed nt the stutiuua C and 77; it is r( 
to lind tbe distance lietween tbe BtntiuDs C and ß. — Canalru 
tJnoD .4/f deBcribe segmcnia o( circles tl>Ht will cnnlnin tbe 
angle« JCß, JOB. make tbe angle ABB=^ADC, dn.n 
1 AE describe a segment of a circte AFCE, itiat wil 
plement of tbe angle ACD, cutting tbe circle At, 
and tlie tbing is evidenllj done. — Calei 
I Mic irliingle CDA iire given all liie angles, and 1 
t pleäsure (BügipOBe lOOO) we maj find CA elc. 



"Tä 



Noch einige Aafgabeu. 

1, Wenn die Mittelpunkte A, B, C dreier Krei: 
raden Linie liegen, und die Kreise B und C det 



Im 



selbst 



bnlb Aft Kre 
Sebae des K 

Die Seiten eines ebei 



B und C Hegende Tbeil der Area des Kreii 
lier der die beiden Kreise B und C berülin 
ea A bescbricbeuen Hulbkrcises gleich. 



GleicbUDS 



toll die Summe der Cosinus der Winkel dii 



3. Aus drei gegebenen Punkten als HittelpnakteD dr« 
gegenseitig berübrende Kreise zu beBchreiben. 



b 



XVIII. 



Drie der involutorischen Gebilde nebst 
Lnwenduiigen auf die Kegelscbnitte. 



Hen-n 


Fr. SeyHewitz, 




Oberlehrer au 






PortHUung de« Auf»a«es No. XXX. im dritten Hefte dei 
TierteD Theila.) 


d«i WeaeD.DDd 

ran KegeUcliD 

und Tao 


die Eifrenschnften d 
tien gemeinschaftlich 
^entcndurcbaciinitte. 

$.5. 


r einem 
en Sekan 


in einer Ebene 


beliebig liegende KegeUcbni 


tt dnrcb unmitlelbsre AnscIiaiiuDp; fest, dasB 
ireDd ein anderer Keg-elschni tt, wel 
"belielig liegen, wenn sie einen P 


eineEll 
che in e 
inkt gen 




unkt gemein hüben müssen, so zeigt mnn das nam- 

irei beliebigen Kegelscbnitt«» , indem man alle ihre 

;inem beliebigen Punkte des Raumes durch Cäerade ver< 

ie so erhaltenen Kegel mit viuer Bbene schneidet, wel- 

rch den gemeinEHmen Scheitel gebenden und einen der 

|tl>chnitte weder schneidenden nocb berührenden Ebene piirallel 

' ^nd hieraus achliesst man dann, dass zwei beliebige Kegct- 

At, welche eine Tangente gemein bubcn, ohne sieb selbst 

I derielb«a zu berühren, nothwcndig eine zweite u. s. w. ge- 

15 





meto linben müBaen, weil liie l'iiNir-Kcgelscliiiilte dersellien in 
zu^ nuf tiaea beliebigen dritlen') einen Punkt udiI folglich j 
Punkte gemeio liabeo. 

Es aeieo nun in einer Ebene zwei Ke^elBclioitte K, R,' 
' ielTet)ii;er Geslnlt und Lngc fc^geben; es sei .4 eine betiebisrai 
rade dieser Bbene, und B, Zf, die barm. Pole von A fiii 
Ferner seien a, 6, c, t/ . . . . und a,, £,, c,, r/, .... der Reibe 
upd bezieblich die barm. Polaren der Punkte a« b. C, b . . 
für A", Ä',, und die Punkte B, B, mit a, b, c, b . - . . i 
t^tralilen a', i',c',ä' .. ..; a',, &'„ c',, tf, .... verbunden: 
je zwei Sirnblen a, a'\ &, 6' . . . . für IC, und «,, a\ ; i, 
für A, xug. barmoiiische Polaren. Alan bat altm nacb §. 
jeden der Punkte B, B, zwei involutoriscbe. e potiori also pn 
tivische Strabibüacbel B urni B', B, und B'„ von denen " 
B' und B', perspektivisch MD>d, lA^cb: 



B{a,l,,c,d. 

= Ä',(«',, 
also ist nucli 

1. Die hnrino 
la) 



..) = B{^a 



, 6',c;d'....) = 



■,d....)^B,(rt.,f,,, 



bigenPi 



^((I,b,C,b.. 



r Ebene b. 
KcgelschJ 



') Sind nämlich AT, S", zw*i beÜabige Kegelschnitte, A,A„a,p.f 
Tangenten -von K„ unil B,B^ rt^^ßo' yo''^a—- die barmonisch« 
ilerstlben für K\ sind ferner O, b, c, t . . . . iind n,, Si, Si, bi l 

DurchacbnitEspanhte toq A -aaA J, mit a,ß,y,<r unil My,B^ 

und E),, A,, e,, d ilia Strablen, vrelcbe beiiehlich B und j 

"oi ßa' yo' '^o'--- verbinden, so sind a, 6, c, d.... der Reihe ni 
harmonische» Pularen von a, b, c,b...., und a,, i„c,,d^,. 
monischen Polaren von fl,, b,, c,, 6, .... (ilr Ä"; also sind die 
a', b'jC', b'.-.., wi> A die a, A, c,d.... schneidst, die zugeordnete 
monischen Pole van a, b,C, b...., und die Durcbschnittf^minkte t 
' C'i,b',.... von .4, mit a„A,,c„(/, .... sind die ziic. barm. Pi 
fliibi.ti>bi ■••■ Nun aber ist nach $. *. 1. und EinFeitung II. ■ 



B(a,&,c,d....) = ^(a:,ir,t;b-~..) = J{(i,b,(, 



b.-.) = 






alsn auch B(a, 6,e,d....) ^ßAa,, 6„e.,d ), d.h. die hl 

Hclieji Pole tler Taugenten von A, ßr X iiegtn auf eiuaiu d 
geliMbnitte iSj. Ist nun e, die Tangente in J¥, , m in a dl 
ilHiigsliuie TOB B und B.,, t der gegenseitige Durcbscbnitt «_, 
' r Berührungspunkt vnn A,, alio sbd auch die hamiM 
.. _.]er Punkte von A^ für Ä" Tangenten Ton Ä",. Bali 
iwei KcgelKchnilte eine Tangente gemein, so ist der harmooTu 
iffirwflieii für JT ein gern einstbafti icher Punkt ihrer Polar-Kegell 
fnr fr, und die httru'onischen Polaren (Jet beiden gemeitiscbW 
Pnitkce lier letatereii sind gemeinschaftlich« Tangenten der erste 



J., e, d 

Polarni i 



i 




r gegenseiti){e DurcliscLnilt ilcr liarmonlEcLen Polaren 

' iBt aucli a der ffegenseiliffe Durchsclinitt der harmoDi- 

OD a, für A,«^, ; daber uenat Herr PoDcelet hoI- 

Punkte a,a^ reciproke oder WecbscIpUDk te in Bexuif 

io demselbeo Siddc boIIod zwei Gerade, deren jede 

boiscben Pule der anderen in Itezu^ auf K, K^ eutÜäit, 

■ alatrableo; ferner soll der KegcUchoilt, dessen sämmtli- 

nkle mit denen einer Geraden ^Pnare von 'Wecbselpunk- 

len, der WechHelpunk t - Kegelacbaitt dieser Geraden, 

t, dessen samintlicbe TuBgenten mit den Strablen eines 
a«re von WechaelsIraliIeD bilden, der Wecbselstrab- 
elschnitt dieBes Punktes — in Beiuff auf Ä, A', — 
'ecbBclpnnkt-KegelscIinitte xweier veracbiedcnen Geraden 
io Bezug auf K, A", habeo notbwendig einen Punkt q,, 
\ den Wecbselpunkt ibres Durclischaittes q gemeiu. a) Ba- 
sie sicii DUD nicht in diesem Punkte q,, so biiben sie notli- 
' einen zweiten Punkt /> (iremeini die harmaniscben Polaren 
Punktes u cunvergiren sowobi auf .^ als auf>^', ohne durch . 
;ehen; aUo fallen sie in eine einzige Gerade /* zusammen; 
) diese Gerade nun Jede Gerade der Ebene in einem Punkte 
let, dessen barmuniscbe Polaren für K, AT, durcb p geben, 
«u die Wecbselpunkt' Kegelscbnitte aller Geraden für A*, A*, 
iDkt p gemein, b) Beriibreu sie sich in q,, so seien R^ JV 
irmoniscben Polaren von q,, die also diircb q gehen müssen; 
B' der barmoniscbe Pol von Jt' für K, A, der harmoniBcfae 
>D R tdr A, , und es heiise q, als barmoniscber Pol von R 
und von A' für A, beiiehlich B,B,. Denkt man sieb nun 
'ecbselpunkt-Kegelscbnitte von H und /2', und erwägt, dass 
tra<len AA', A,A', die barmoniscben Polaren von q für K, 
ind, und dass in den proUkttviscbeB Strabibüsebeln A, A, 
V,), welehe den Wecliseliinukt-KegeUchnitt von A(A') er- 
, die Tsngent« in ß{B',) dem gemeinscliaftlicben Strahle 
"0',) entapriolit, so siebt man, dass die Geraden B,ß und 
den anderen Kegelschnitt in H, berühren. Bildeten 
; gemeinscbafr liebe Tangente, so bütte der Paukt q für 
einerlei harmomsche Polare; wo ober nicht, so hatte 
r Paar von Wechselpunkt- KcKelscbnitlen einen zweiten 
cemein, welcher für A' und A, einerlei harmonische Po- 
I und säjPDi Hieben Wecbselpunkt- KcgelEcbuittcu gemein- 
^oKebören miisst«. 
pod JD' einer Ebene zwei Kegelschnitte von be- 
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Uli Lnge gegeben. 



inen Punkt p, d< 
lODiscIiB l'olareB 
uf beide Ke^els' 
ioe einzige Ger 
ammeofnlleu. 



Dische Pole 
de Kegelscl 
em Punkte , 



Dieser Punkt p liegt 
Kegelsclinitle Ä", Ä",, 
Bcrhiitb lies ondere 
Ben Fällen cntH|ircc)iei 



bcsleliei 



entweder 1) innerhal 
der 2] innerbalb des einen 
oder 3) BUBBerlinlb heider 
wird die fieraile P entweder I 
^n, nder beide darclischneiden. Die 
monischer Polnren des Punktes ;( in Uezuf auf] 
Doch $. 4. I. im Palte 1) beide »us gle' 
genüeu, im Fülle 2) die eine aus gl pichliegend« 
andere aus u ngleicli liegendpn, im Falle 3) beide e 
gleichliegenden Gebilden; dnber haben sie nach $. ZÄ 
Falle 1) und 2) allemal eiu Panr zugeordnete Nlrablen P„ 
mein, im Falle 3) aber nur dann, wenu die beiden von fi 
henden Tauscntcnpaare sich ein- oder uusscliliessen. DieSL 
den y,, P^ babcu die lüigenscbart, duss eine jede die karmottj 
Pole der anderen für K, K^ enthnlt, Pole, welche übrig 
auf P liegen DiUäsen; also scbneidet eine jede die P i 
Punkte j>j, p, , der in Bezug anf A' und K, dor faarmooi 
der anderen {/',,/',) ist. Von den beiden Involutionen zug 
inooiscjier Pole, welche einer dieiier Gerailen , z. U. /' i 
sind zwei jener drei Punkte p,p,,p„ also hier p,,p,, 
zug. Paar; bedenkt man also, dass p^, p^ beide ausaerhäl 
Kegelscbuittes K(Ki) liegen musseo, wenn p in demselbqj 
dass der eine innerhalb, der andere ausserbalb, wenn p u 
dcBselben liegt, so ergeben sich als die einzigen Lagen. 
Punkte p, pi, Pj in den gcuannteu drei Falleu fähig siofl 

Ister und 3ter Fall. 
p innerhnlb X und innerbalb A", ; 
p, ausserbalb HC und ausserhalb A*^, ; 
Pi auaserhalb AT und ausserhalb A', ; 

2ter und 3ter Fall. 

p inoerliath A' und ausserhalb A', ; 

p, ausserhalb A' und ausserhalb A', -, 

p, uuäscrhiilb A' und innerhalb A', ; 

der drei Puukte mit den anderen verwechselt ^ 



OfTenbar aber i 
■ntweiler u) der ein 



rei beliebigen Kegelschnitten 4 
uerbalb des anderen odei*J 



jf J' 



■ nerbitlb, 



j Tbeil ( 



linder 



>Ib de: 



(inde 



c) iMm TL.. 



Itu 



a) köoueu vuu Avo frütiereD Jrei Källea uiir I) imd 3) e 
treten; deaD lüge /( innerlialli dea Musseren' und auüserlinlb des in- 
neren K^gchcliiiilteH, au würde p, oder /«, auaaerlinlb des Musserea 
Btid innerhalli des ionereii lie{teu müssen, wns uiimn<ilicli ist. Tritt 
■ber der F»ll 3) ein, d. b. iifgt der einzelne Pntikr p, den «wei ' 
Krg'el schnitte atlemiil besitzen , aU'iBerliulb des inneren . und dea 
insBeren, so schneidet die Gerade /*'bride in zwei l'unkleniiunren-, 
Welclie airb einscbliesseii; iilsD exisrirpn die Punkte p,,p^ im Fülle 
^ atlemi.). Im Falle b) int der Fall 1) nicbt denkbur, und d» im 
Falle 3) die Gerude P die Kegelscbnilte in zwei Punkien|>.iiiren 
'telineidet, die sich nungchliesseti, ho exifiiiren «ucti im Falte b) die 
IPankie />,./>, unbedingt. Im Knlle c) endlich hnben die Ke^el- 
IJChnitttr, du Ueriibrunga[iunkte HUs){eBcbli>KSen sind, entweder vier 
'■der nur zwei Pnukre gemein. Int das erstere , so bilden die vier 
iVnnkte ein viillgtändig^s Viereck, dessen Gegenseiten eicb oReubar 
■iß drei Pnnkten /', ;>,, ji^ schneiden. Ilemnncli kann der Cmsfaud, 
iana zwei Keg^clacbnKle nur einen einzigen Punkt ;> in ihrer Ebene 
luitien , Pinzijt nur dann statt finden , wenn sie bloss zwei 
Fnakte gemein baben. Und zwnr Tindet er dann notliwendig 
lU'l; denn sonst könnte man einen jeden der gcmeinacbaftlichea 
ftukte a, 6, %. B. a, mit einem der Punkte p, ;;,, ;»,, z. B. mit '' 
Kit dnrrb eine Gerade ap, verbinden, welche nicht in die Kich- , 

^ah üele, und die folglich jeden der KegeUchnittc K, K, in 
bedi zwetlen Punkte c. r, srüneiden müsBie; dann aber würde 
'„ «Is harmnnisclie Polare v 
nkle schneiden, welcher s< 
» Tierte bnrmonis'he, dem ; 
fgllcb ist, da c und c, nicb 
„_ Ebenso zeigt mnn, dass zwei Kegelschnitte, weli'lie nur zwei 
flDgenten gemein hahen, auch nur eine Gerude P, und folglich 
ibli nur einen Punkt ^ be&iizen. Dieruua folgt dann, duss sie 
, illenal und nur zwei Punkte gemein haben, und umgekehrt: 
Milien zwei Kegelschnitte nur zwei Punkte gemein, so haben ihre 
foW-Kecelachnilte in Bezug auf irgiind -einen dritten nur zwei 
""«Bfealeii, also auch nur zwei Punkte, also die ursjirüngliclien 
llrmal und nur zwei Tangenten gemein. 
3, Ha1>en zwei in eiuer Ebene beliebig liegende Ke- 



haben sie allemal 
zwei Punkte 



p, fiir Ä, K, , die 
ijil zu a. e, p , als 
EUgeordnele Punkt i 




r dritte iDnerhnll) b 




^WcIcLe: 



iiden 



cliDeidßt^ 



id twei 


jener dfl 


keinen^ b) wM 


Ualb dl 


,s anders 


lusserbalb beidei 


t einer 


der beide, 


neidet 


beide, un, 


imiichd 


enjenigen 



c) ' 



(.punk 
,Bben 



en durchdringen, so liearen die dr« 
und Polaren entweder wie im Falle n) oder wie i| 
b). Habea sie eudlich nur zwei DurcliscUnitta 
te oder TiLuareaten gemein, so siebt es in iiirci 
hbene nur einen, aber allemal einen Punkt, dessen bai 
mische Polaren in ßezuff auf beide zusammenfallen 
d dieser Punkt liei(t ausseriialb beider. 
. Man sieht leicbt veraus, dass die Punkte p, ;/,, p^ und di 
■ l£eradcQ P, P,, P, ganz eigentbiimlicbe Eigenscbafteo in sieb vc 
* leinigen werden. Denu diese Geraden allein sind es, deren ^^^^ 
f^seliiunkt-KegelBchnitte sieb auf einen l'urikl, und jene Punkt^^ 
^|leiu sind es, deren Wecbselstrahleu - Kegclscbnitte »ch auf j 
k t^Cerade rcducireo. 

Es sei ^ ein beliebiger Strahl eines .dieser Puoble, 
, Bo lieeen seine beiden harmani^clien Pule ß, Jf, auf P_ 
oben belracbteten projektiv iscbeu Scrahlbüscbel B,.B,, deren 
.'■precLende Strableii paare tt, li, c, tl.. . .; a,, fi,, c,, d, .... sich',] 
den Wechselpunklen F.on A schneiden, sind jetzt eßenbar jicrsped 
visch, weil die harjDoniscbQn Pularen von ;'. d, li. zwei entspif 
übende Strofalen von B, By in eine Gerade BB^ xuaummeDrallf^ 
Der WecbsQlpUukt-KegcUcbnitt van A gebt also jetzt in 
System zweier Geraden ilberi deren eine (/*) die harmonischen P^ 
,von A, die andere -die WecLsel^nkte vod A enthalt; und rwi 
iiBt letztere selbst ein Strahl von p, weil die harmoniscbeu PoLaM 
ides DurchEcbnilles vvji A und P durch. /^ geben jnüssen. Aehqll 
eher Weise geht der Wecbselstrahlen-K^gelsdiuitl eines Punktil 
von P in ein Sjstctm zweier Punkte über, deren einer (p) die bif 
mouiscben Polarcu jenes Punktes, der tmdere die WcchselstrabU 
. desselben enibäjt, und dieser liegt auch uuf P, 



Wed 

kt(t| 



• Geradci 



deren Puni 
chselpunktstrfl 
y,, deren Strj^ 



:b eine lineare Construktion^ 
beliebiger Strahl vou p geg^ 



Zwei Stralili 
^tVeise Wechgi;! punkte sind, 
n len, und zwei Punkte cini 

Eearweise Wechselstrahlen b 
eisseu. 

Aus dein Vorigen ergiebt 
Punktes p, wenn Ä', Ä', uad 

Es sei jetzt A eine beliebige Gerade, und B, Ä, seie 
barmonischen Pole für J¥] A', ; durcli p seien die t^trahlen a, 
(/.... gezogen, welche A in a,ii.C,b.... acbueidcn, uud 
deoselbea Punkt nach den Wecb&elpunkten a,, b,, c,, b, ... 
0, bi c, b . . . . die Strahlen a,, ^,, c,. </, , . ..; endlich werde 
der B oder B, mit i,%, c, b . . . . und a, , b, , c,, b, . . . . dui 

Strahlen a', h\,c',.d' , . . . und a\, ^'1, c\, ä', vecbnnden 

eiiimal 

p(a, h, c, rf....)= B(a; h\ c\ ,r ....), 



',«',; ff\ f*' t "Ib Eua;eorilnetc baruio.' 

ne iDTohitioD bildeo; eodlicli ist 



'«.il ilie Punkte 
legelst^iinilte vi 



'*, Ä, a,. b|. c,, b, auf dem Weobse 

I A lieg«a. Oengavti ist auch 



brr je inet iticalilen a,«, ; ^,d,;,... siod Wechaelpunklalrulilen ^ vs. 
[jHil uIbu DJclit nur ein l'uukt a, Mo a die A, uuil eiu Punkt ä,,,i 
|0 «>, den VV«clieielpuakt-Kegelsclinitf Bcbucidet, aonderu auch, 
lU Puukt, wo 0, diu A, itnd ein Puskt, wo n dou Wecl>sel|)Uiikt- 
,e((eiaclinilt sdiBeidet, sind WetliHelpnokle von einander, d. L. di«; 
tw>hieq 1, «1 ei>|s()reGlieB ai«li in dujijietteiB Sinus; ul^o ist 



(»,«,. 



,,c,,(/, ....) = ;i(»,,f 



i,J,(;,rf....);; 



. \. die WeebBelitunktstrableii eines Punktes jt, p,, p, 
ir A~, A', bilden eine Involution von Strabfen; und ^tei. ' 
l^r Weise bildeo die VVccIiielstrableDnunkte ctiicr Ge.,' 
^4eD P, P„ /*, eine Involution von Punkten. 

Die Huuptstralileii einer Invalutioa von WecbacljjunktstrableD'. 
>tleD Bau|itwec1jsel()uuktatrablen, und die H(iu|il[iuiikte einer 
ivolution vuD WerbselslralileDtiuukteD sollen Haupt trecbscU ' 
traliletipuokte heissen. In jedem der erstcren falleu zwei Wech- 
^Unklstrahkn, in jedem der letzteren xwei Weclisclstralilenpuukte 
liaojninen; jener besitzt also diechnraktcristiscbeEigenf 
|c]|aft, dusB die Wecbaelpunkte aller sctnei Punkte aii- 
Bn selber lie^enj dieser die, dass ulle seine Strahlen ibre 
^ecIiBelsIrablen in ibm selber schneiden. Man kann da- 
)Br als sekundäre Definitioo der Hauptwecbselpuoklstralilen 
fntl der HauptwecbscUtrablenpunkte aufstellen, dosa die zugeord- 
H^a burniuniscbeo Pole der einen, and die zugeordueten burmo- 
$Kben Polaren der anderen in Bezug auf den einen KegelscImiH 
* zügleicb aucli in Bezug auf den anderen sind, und insufcru 
jSmite mau einen jeden Hauptweciiselpunktatrabl eine Gerade 
ereinigter Paare zugeordneter Iiarmonisclicr Pole bei- 
f^s Kegelschnitte, und jeden Hanjitwecb sei strahlen punkt eiueu ' 
Itel^unkt vereinigter Paare .zugeordneter barmotii- 
:|ier Polaren beider Kegelschnitte nennen. Kaast man 
l4.lich die Hauptpunkte der Involution jener Pole, und die Haupt- 
ruhleo der Involution dieser Polaren ins Ange, so begreift man, 
«e die burmonisclien Polaren eines solchen lluuptpunktes (wenn 
existirt) in Bezug auf K und K^ durch diesen Punkt selber 
>ben, und dass die bnrmoniacbeu Pole eines solchen Hauptstrables 
f ihm selber liegen müssen, d.h. eraterer iat ein Durcbschn t tts- 
Inkt, letzterer eine Tangente beider Kegelschnitte. Als 
'rtiäre T)efinition der Haiiptwechsetpunktstrnhlen und der 
^Wftni^cl'^elstraLlenpuokte erglebt sich daher, dasa jene gemein- 



I 

I 
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■ cbaftlicfae Sekanten, (liese gemei nacbaftliche Tan^:««« *im« 
teDdurcbechnitte lieider KegeUcbnilte siod; und zwar heisaen ilrafl 
sie reell und ideal, jenaclidcm jene H au |itp unkte uod Hau[iUtrah- hl ^ 
leo exisliren, oder nicht. i.f^ 

Zu jeder lavolution vno WecbselpuolttstrabIeD gehören nicht .f,^ * 
nur zwei der Gerade» /*, P,, /*,, Boodern auch die beideo barmo- i^ 
tiischen Polareo jV, jV, ; A'', A', eines jeden Hauptwechselatrableo- \m^a 

Eunktes «, *', welcher der dntieii aDgchnrt. Denn sind a, a, zwei iQ 
eliebiee Wecbselstrableo des Punktes t, deren jeder olso die bar» ntf jj 
moniBcLen Pule des anderen entliält, und schneidet a die jV in 0, muHci 
0, die A, in a, , so ist a, der hurmoniscbe Pol von a für S,, li^ä 
weil dieser Pol auch auf der barmoniBcbeD Polare A, von f f)i''i)K 
A', liegt; und ebenso ist a der barmoniacbe Po] von a, Inr £[^ ^^ 
aiMo schneiden sich die liarmonischen Polaren von a Hir A', A", iM'^^^h 
Punkte a„ und somit sind A', A',, da sie nach zwei Wechselpunk- i.,^ 
len pretien, Weebselpunkistralilen des betreffenden Punktes y,p.,p...^f^^ 

Gteicber Weise gehören lu jedpr Involution von WecbsflstralKvcr 
lenpunkten einer Gerinlen P, P,, P^ nicht nnr xwe! der Punkt(|iy,[|^iM 
P< /'■) Pit sondern auch die beiden barnianiachen Pole »~ tt, \ "', «s'j^^^ 
eines jeden Haupltvecbselpunktstrahles S, A',, welcher dem dritten. ^^^ 
angehört. '»i^»* 

Jedes Paar Hanptwcchselpanktstruhlen eines Punktes 7'jPitP^i^^^ 
heisst ein Paar zup;eordnete gremel nschaftlicbe Sckan teojV^^J 
nud jedes Paar Hauptwecbselstrablenpunktc einer Geraden P, 1*.a . 
P, heisst ein Paar eugeordnete gemeinschaftliche l'«"-*,^^ 
gen te n durchschnitte; und wieder heisst ein Paar der Br~.„^^_ 
ateren einem Paare der letzteren zuj(eordnetj wenn jeo(*^_^^ 
einem Punkte «, und dieses einer Geraden /* zugehört, welche dHf ^^^ 
barmouiscbe Polare von p für K, K, ist. ^ 

V,s ist nun die Prnge, ob zwei Kegctachnitte 1 ) jedesmal 
Paar zugeordnete gemeinschafrliclie Sekanten oder Tangentendui 
schnitte, und 2) ob auch jedesmal zwei zugeordnete Paare zugeordni 
gemeinschafl liehe Sekanten und Tangen tenilurchschnitte besittcl 

1) Fasst man alle Eigeuscharieo eines Punktes fi, ji^, p, » 
sammen, so erweist er sich als gemeinschaftlicher Mittelpunkt voi 
vier Involutionen von Strahlen: a) d<-r zugeordneten harmoniuh«' 
Polsren für J£; b) der zugeordneten hannonisclien Poliiren für Jt, 
c) der Wechscipunkistrahlen für A', A',; d) derjenigen Strahlet 
paare, welche nach den Wecbselstrahlenpunkten der enisprecbendt 
Geraden J*, P,, P, flehen. Zu jeder von diesen vier Inrnlutianeli 
ffebören die beiden Geraden /*,./',; P, /*,; P, P, als zugeordne- _ 
tes Piinr. Da nun zwei Gerade /*,, 7*, notliwendig existireu, wcnok 
erne oder zwei der Involutionen, denen sie angeboren, gleicblie — 
gende Gebilde cntbäll, und nur dann moglii;her Weise nicht, w^tiCH 
alle vier Invotutionen aus ungleicbliegenden Gebtldeo hestehen; i 
da sie in zwei Kegelschnitten, welche nur zwei Punkte i 
Tangenten gemein haben, in der Tbat nicht vnrbamlen si[id, 
müssen in diesem Falle alle jene vier liivoluiioneu aus unoileiclil 
senden Gebilden bestehen, und demnach eine jede ihre Haupistri 
len besitzen. Solche Kegelschnitte hiiben also zwei gemeiuscl ~ 
liebe Sekanten, und aus ähnlichen Gründen zwei denselben zi 
ordnete gemeinschaftliche Tangeaieudurchscbnitte; doch ist nai 
lieh die eine und der eine reell, die anderen ideal. 

Besitzen die Kegelschnitte drei Punkte p, p, , .. 
I Itellt sich irgend einen innerhalb des Dreiecks vP^Pi liefen) 
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Vaokt a vor, lo liegt sein Weclisctpunkt a, entweder n) ebeDfiilla 
iaaerbalb iJesHelbea, oder doch b) mnerltalb eines seiner Winitel. 
In Fall a) erliält man drei l'aur V'ecliaelpuoktimihlen pa, jia,; 
Fi^t Pi^i'- Pi^i Pi^\- dereu jedes dua coocentrisclie ^jl^Bllk'D|laur 
A. ■''.i ^. A; ^- ■/*. niisschliesst; und im Falle b) sehliesst aile- 
nur eines der drei ersteren eines der drei 
älteren an*. Da nuD diese ebenfalls Wecliselpuiiktatrubleii siod, 
nd im Falle a) alte drei luvolutloneD der WechasIpunktBlraliten 
ing^leicliliegenifeo Gebilden zugamineugeselEt, und es ^ielit ulso 
I itrei Paar KUgeurdnerer geaieiuscliart] icher Sekanten, velche särnint- 
I sind, im Falle b) dagegen giebt es aus deoiselbED Grunde 
}in Paar zugeordneter geiaeinscliuftliclier li^ckanlcn, aber nur 
nnes; und da dirspr Fall nur solcbe Kegelschnitte betreifen kann, 
felche keinen Punkt geroein haben, so ist jede von beiden ideal 
lad seht somit durcli einen ausserhalb beider Kegelscboitle gele- 
ffeoen Punkt j). 

Ebenen zeigt man mittels einer beliebigen Geraden a, die alle 

Selten des Rreiecks Pp,Pt autserlialb desselben schneidet, und Jbrea 

Vecliselstriihls a^, welcher nitthwendig entweder alle 3 Seilen oder 

rar eine ausserhalb des Dreiecks schneidet, dasa zwei beliebige Ke- 

{clatbDitte entweder drei Paar zngcordueter gemeinschaftlicher Tan- 

leutendurchschaitle, welche sämmtlich reell sind, oder nur ein eiq- 

UEes besitzen, dessen Punkte beide ideal sind und einer beide Ke- 

.lieiichniice durchschoeiilenden (leraden /* angeboren. 

I 2) Diese Friige betrifft nur nucli den Fall, wenn drei Punkte 

■\ip,. pt und drei Gerade P, P^. P, vorbanden sind. Gebt durch 

B } eine reelle oder ideale geuieinEcliaftliche Sekante S . und sind 

'« f»,pit, die zugeordneten hnrmaniacben Polaren Tun »V für A', f,, 

N liaben die Geriideti /', ,7*,, weirbe ebenfalls zugeordnere liarmo- 

ii titclie Polaren Tür A und A', sind, o) wenn p itinerlialb A' und 

;} I, lie;ft. sowohl zu S und pu als za S und pa, eine abwechselnde 

:li taget h) wenn p ausserliulb K unJ A, liegt, so scbliesseu P,, 

bI t, sowohl S und pa als * und pn^ uus oder ein; c) wenn p \a- 

u Mkiilb A' und ausserhalb A„ au liegen P,, /», zu .V und pa ab- 

Dl Kclisctnd, zu S und p», aus- oder einschlicssend. lu den beiden 

.« filltn a) und bj müssen also die (>eraden P,, P, die Geraden p» 

v l"'! r».. und folglich nucli die Punkte p,. /(, die hiirmoniäehen 

'.' , i'ou S aus- oder eioscbtiessen, im Falle e) dagegen lie- 

^', lapn.ptti, und snniit aucb^^.p, zu «, », ubwecb- 

M.T p^, p, und a, », sind zwei Paar Wechselstrahlen- 

bIso giebt es in d^o Fällen a| und b) allemal, und 

; e) nie ein der Sekante ü zugeordnetes Piiar gemeinschaft- 







Paar 



r Funkle £ 
(geordnete gemci 



rmein, so besitzen sie entwe- 
ischaftlicbe Tangenteodurcb- 
iche Tangenten, oder ourein 
inschafilicben Tangenten, je- 

, ausserhalb und der dritte in- 
lur einer ausaerbalb beider, ein 

rholb A'i , der dritte innerhalb 



gemei 

id folglich kein 

der Punkte p, ] 

beider Kegelschnitte, o 

lalb Ä und 

id ausserhalb IC liegt. 

Ibben sie dagegen keinen Punkt gemein, so besilKen sie nur 

' gcaeinschnftlicne Sekanten, deren Durchschnitt p ausserhalb 

~ Kegelschnitte liegl, ulso jedesmal ein diesen Sekanten zu- 

ittH Faar gemeiosubafilicbcr Tangentendurcbselinitie, welche. 
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weoa die Kegelschoitte ausser einander liegeu, Leiüe reell. 
über der eiuc den apderen einsoUliesHt, beide ideal aeia miissen. 

AndcreraeiU er^iebt eicb, dnss jedem Paare gemeinxchaftlicbi 
TaogeuteDdurcliichmUe, derea Verbindungslinie P beide Keee 
scboitte durcbscttneidet oder beiJe aicLt dufcUschneidet, ein Paar 
geueioachaftlicbe ^ekunlcn zugeordnet »iod, daag aber solche oiclit 
exiitireo, nenn P den eineD acbneidet, den atidera niclit; dasa da- 
her xwei Kec^eUcbDitle mit vier gemeiuscbafLlichen TaDgenten ent- 
weder drei Paar reelle ^euieiascbafilicbe Sekanten oder nur eiu 
Paar ideale lieaitzen, jcnacbdeui iwei der Geraden /*, /*, , P^ beide 
Kegelschuille durrbsefien und die dritte keinen, oder nur eioe bei- 
den begegnet, und jede der beiden aujereu nur einen; und dua 
endticb twei KegeUcLoilte, welcbe keine sremeinscliartliche Tan- 
gente Imben, allemal weniKatetta ein Paar ^emeioscbaftlicbe .Sekatt-, 
ten besitzen, welcbe sulcbeo genieinscbattlicben TungenteDduroh! ~ 
Bcbnitteu zUiieordneC sind , deren Verbindungslinie beide Keg< 
schnitte scbueidet. 

g. Sind in einer Ebene zwei Kegelscb nitte y«D b< 
liebiger Gestalt undhage gegeben, so giebt et in «livftj 



a) allemal entweder drei 


a) allemal entweder it\ 


oder wenigsten» einen 
Punkt, dexaen Strabten 
ftaarweise WechBel|>unkt- 
strableu bilden, d. b. anlcbe 
titrakUnpaare. deren jedes 
lauter Wecb seipunkte ent- 
hält. 


oder wenigstens eine G«i 
rade, deren Punkte paar^ 
»eise Wecb«elstrahleD 
punkte bilden, d. b. solcbt 
Punktenpanre, deren ieW 
lauter Wechsclstralilen e^ 


t) Diese Weebselnunkt- 


b) Diese Wechselstrakl«^ 


etrablen bilden eine Idvo- 
lution von Strablen, und 
diese besteht, wenn sie die 


punkte bilden einelnvvU 
tionvonPuukten, und dieMJ 
bestellt, wenn sie die ei) 


einzige ist, allemal aus un- 
gleicbliegenden Gebilden, 


zige ist, allemal aus b 
gleicbliegenden Gebilde 


und wenn ihrer drei vi>r- 
hunden sind, so bestebt 


und wenn ibrcr drei vi 
banden sind, so best, 


entweder eine jede dersel- 
Mittelpunkt au8si;r)i'al b bei- 


entweder eine jede dera 
ben »der nur eine, d«) 
Ricbtungslinie beide 1 


der Kegslscbnitle liegt, 
AUS solcben Gebilden. 


gelscbnittedurcbsebneii 
aus sulcben Gebilden. 


clDieBaupIstrablen einer 


c) Die Hauptpunkte «i| 
Bolcben Involution odcr- 

Hauptwecbsclatrableo 
punkte sind zwei Punfi 


eolcbenlnvülutinn oderdie 

Hauptwecliaelpuuktstrab- 
len sind zwei Gerade, von 


denen eine jede lauter 
Wecbselpunkteentbalt. Da- 
her ist ein jeder Haupt- 


Un denen ein jeder la? 
Wecbselstrablen enthr 
Daber ist ein jeder Hau;* 


wecbielpupktstrabl eine 
Gerade vereinigter Paare 


wecbselstrablenpunkt (» 
Mittelpunkt vereinig^ 


zugeordneter barniunisc ber 


Paare zugeordneter buroi) 



Pale, 4- h. deien Punkte 
,|>sarweiiie su^,eardD.ete bar- 
,liiaoUcbe Pole in BBZ.aG; «,itf 
beide Kef^eUchoitte zji- 
^leicb sind. Endlich ist je- 
der Bauptpunkt einer Inxru- 
latioD vereinigter P.uare 
,zageordDet;e<r Lurmoii Lieber 
Pole ein beiden Keg&U 
BclieittcD ^emei DSC liutt li- 
eber DurclscboitUpun^kt, 
und iDBuferD ist jeder 
Haupinecliae]|iuDktBtrabl, 
jCDiicIidem er einem der Ke- 
Cf elBcbuitte begeguet oder 
niclit, eine reelle oder 
-■d«ale gemeiascbKft liebe 
S.ekaBte derselben. 



d) Einer jeden iDTotution 
u.a Wecbselpunktstrableo 



Eodlicli ist jeder 



fCeordoele 
PoUieD c 
scboilUn 
olieT.Bg. 
ist jede 
»Irebleep 


r bnrmoeiscber 
ne beiden Keael- 
geineinscba^ji. 
Dte, und insafej« 
Buuiitwecbiei- 
Dkl, jenacbdem 


er ausser 
Laib eines 
liegt, eia 


bulb oder i«ner- 
derKeeeUcJitojLt« 
reeller oder idett- 


-j^::;: 


icbaftlicberTan- 
cbschoUt der- 



is£ 



In 



»In 



,WechseUtrubli 
zugeordnet, deren Rieb- 
tuDgsllnie die harniuniscLe 
jPoliire lies lUitte Ifiuiiktee 
der er^tcrep in Bezug auf 
.bjeide Kcgelscbniite ist. 
J>iesc letztere bestebt aus 
.iiogleicblie«enden Gebil- 
den beatebt, und ilir MitteU 
fiijokj ioaerbalb ader aus- 
acrhalb beider Kegei- 
ficbuittc Hegt; oder wenn 
die erstere aua gleicblie- 
senden besteht, und ibr 
AHttelpuakt Junerbjil.1) des 
einen und ausaerbalb des 
anderen Kegelacbnittes 

Jiegt; in jedem anderen 
.r.arie dagegen besiebt die 

^ letztere aus gleicbliegen- 

j. ^(BD Gebilden. 

,.fi) Zu jeder InvfllutioB 
^n Wecbfielpunktetrablen 
ttjiorep als zugeordnete 
Urotilea die beiden Gexa- 
ß'n, weteiie in Bezug auf 
' KegeUcbnilte zuge. 



selben. 

d) Einer jeden InvoInliffU 
von Wccbs«Istrahlen:punk- 
teo ist eine iorolutjou von 
Wecbselpunktstr«hlefl zw 
georda.ei, 4er«D Mitt«!- 
punkt der b«rmuni«.cbe )>.a| 
der UicbtungBlinie .ä,er er. 
fiteren in Bezug auf beiide 
Kegels,' ■■■ 



letzi 



ebt 



geoden Gebilden, 
(cnn die erster« entweder 
US ungleicbliegenden fce- 
teb.t, und ibre RicJitnng«. 
iiiie beide Kegelscbaitte 
..urcbs.cb neidet oder Dfcbt 
inrcliscbnei.det, oder weoD 

best^bt, und ibre 



Ricbti 
Kegel 



itt durcbscbc 



Bei» 



die letztere 
gleichlicgenden C«- 



iiilden, 
«) Zu i 



w 



der Involutian 
Istralilenpunk- 
[eliören *!» »ugeord- 
Punkte die beiden 
te, wclcb« in Beieug 
beide Kegelschnitte 




reu Bind, uiitl ausKerdftntli< 
beiden liiirinuaiBclien l>ola 
ren eines jeden H>iu|itwecli 
iiel8trahleu|iunkte 



rilne 



lo- 



volutioD in Bezu)^ auf beide 
Keffeliclintlte, wenn er 



zui^eordnete Iia rmonisclx- 
Fule Bind, und uusierden 
die beiden lisrmooisehen 
Pole eines jeden Haupt- 
wechacl|iunkts(r(ililes der 
der ersieren luiceard neien 
Involution in Bezuf^ auf 
beide KesreUcbni t le, wenn 



t). Sind in einer Ebene zwei Kegelschnitte von b«- 
tbifier (lestnlt und Lage geji^eben, in beaitsen die- 



gemein 


baben, dre 


i r 


eelle 


r a ti r e 


zui^eiirdne 


er 


St- 


ineinscl 


afi'liclier S 


kanten, 


und en 


weder dre 


1 r 


elle 


Faire I 


.geordne.er 


pe 




scIiaTtl 


clier Tun 


gen 


ren- 


durchsc 


initie, ode 








.. „.) .«r.F 


id 


ales 


Paar, weTchei" d'e'i 


Jen 


igen 


der dre 




uge 


ord- 


»et ist. 


dessen geg 




eiti- 


ger Mu 


rcbscbnitt 






halb be 


ider Kege 


ach 


nitte 


Hegt; 


.) wenn s 


e 


los« 


zwei Pu 


nktc gemei 


D ba 


ben. 


«o beai 


zen sie all« 


ma 


nur 


ein ein 


iges Paar 


a^eu 




Hcliaftli 


eher Sekan 




wo- 


von die 


eine reell. 


di 




dere id 


Ol ist, und 


nu 


rein 


einzii(e 


B und zwar 


eil 


den. 


erstere 


zugeofdne 




Paar 


gemein 


chaftlicher 




l-an- 


gentend 


urcbscbnit 




wo- 


von de 


eine reell 


de 


r an- 



keinen Punkt gemein ha- 
ben, so besitzen sie nur ein 

Paa'^ ''g«^'n'^i''«<:liattlicbcr 
Nekanten. und entweder 

scbaftlicber Tangenten- 
durcbsebnitte oder nur ein 
sulcbea und zwar ideales 

Verbindungslinie beide Ke- 
gciscbnitle durchscbucidet, 



Rmein haben , dri 

uemeinscbaftlicher Ti 

geiilendurcbscbDitte, t 
entweder drei reelle Pa; 
zugeordneter gemeinacbuf^ J 
lieber Sekanten, oder 
ein solches und zwar ü^ 
leg Paar, welches demje) 

dnet ist, dessen Vit 
binduugslinie Ijeide Kef[*B 
schnitte durcbschneidet;i 
wenn sie bloss zwei Tl 
geilten gemein haben, 
besitzen sie allemal i 
einzigesPaar gerne in BCtu 
lieh er Tangeotendnrl 

schnitte, wovon der t) 
reell, der andere idealÜ 




jenarlidem <lic K>-irel- 1 Rcbuitte liefet, jeDnclidei 
sclinitle völlig nuaser'ei d- die Keg-eUcli n i tt e sie 
uuder üiler iDeiuundcrlie.durcliilriu^enuJer nicht. 



Mit Hülfe der gegclieiipn Satzn w'ttii man nun leicht die Auf- 
losuDi^ fulgender Auf)(al>e fiDdeu. ',' 1 

1 Mittels des LtueaU und eines festen Kreises d!^ j 
gemeiDHcliaftli 



ch fünf Punkte 



Sekanteo uud TunRente ndurch-. I 
gdsclinitte, von denen ein jeder 1 



p, p.. ;'=!.!') 1 



a) 



rp'pn 



■ r.eri 



^•>nd ein Punkt einer di 
ser Geraden; c) wenn i 
$(end ein Strulil eines ree 
len oder ideale» gemei 
scIisflticheD Tnn^entei 



cliniltei 



laehuftliebV ] 
durf, b 



Umgekehrt dtirf mun behau|ilen, diiss jede Gerade, deren sämmt- 
Itclie Punkte piiarweiae Wechselpunkte in Uezuf^ auf zwei Keffel- 
■chnitte bilden, ein« reelle oder ideule gemeinschafi liehe Sekant« , 
derselben, und duss jeder Punkt, dessen Slrublen (laarweise Weclni, I 
«elflroblen bilden, ein reeller oder idealer gemeinscbaftlicher Tan-t^l 
^entendurcbacbnitt derselben sei. Denn jeue Gernde S' schneideb) 4 
xwei lugciirdnele gemeinschafllicbe Sekunteo vnn K, K^ entweder^ 1 
i» Punkte p, und dann fällt sie, als Vereiulguufr zweier Wechsel., 
pnoktetrablen, nolhwendiff' mit einer von beiden znaamnien , uiletf I 
sie -schneidet jede in zwei besoadern Punkten, und dann ist jederf J 
dieaer Punkte ein itemeinsebaftlicher DurcbBcbnttt der KegelHchnitteg^'l 
mIbo S' eine geuieinschüftliebe Sekante; oder fiele einer derselbe» | 
siebt mit seinem Wecbselpunkle zusammen, sa würde letzterer *<>•'• 
tvolil auf ^' als auf einer gemeinschüfllicheu Sekante tiefen, alaa> 
wiederum S' mit einer gemcinscbuftlicben Sekante zusammenfdileo. 



Besondere Fülle. 
Sind je zwei zugeordnete ßurcbmeaser eines Kei^elschnittes 
jdeneD eines anderen parallel, was offenbar der Fall ist, wenn es 
'von zwfi Puarcn allein gilt ($. 1. e), su ist die uuendlich - ent- 

rade ihrer Ebene eine Gerade vereinigter Paare zugeord* i 
-inonischer Pole, also eine gemeiuschaftlicbe Sekanta- ' 
'^T Kegelschniltc, und umgekehrt. Sind aber A, A, ; B, B, ivrtt ' 
Tsar zugeordnete DurchmeaaerUogen des einen, und a, a,; b. b^ 
3ie Längen der ihnen parallelen Durchmesser des anderen, ■» ist 



/ernte ( 



kroft f *. •) .f : y*. =« : «, unj: B -. B , =l & : *,, ^m 
^..*, :a. «,==:.<•!-'! B.B,:6.i,=B*:&^. un* nw* f.. 
6. wt ^. J, : B.B, = «.«, : i.«,; also A:a=- *:*=Cl 
u. B, w., d. b. die KegeUclinille Bind älmliche und ähnlick-" 
ffende Figuren; und unigekpLrt. 

8. Je zwei älnlictie und ähnlich - Hcgren de Ellipi 
oder n^perbelD haheo bezieblich eine unendlicli-« 
ferDte ideale oder reelle Seknnte gemein. 

9. Zwei iD einer Ebene beliebif^ liegende Kreise 1 
ben eine uneodlicb-eotfernte ideoTe Sekaute gemela. 

Sind die Arhsen zweier Parabeln parallel, so buhen sie nl 
nur die uaeudlich- entfernte Tangente, sonderD nucb deren Beri 
rungBpunkt gemein; da nun die barmoniscbe Polare jedes Pui 
les einer Tangente durch den iteriibrungs[iUDkt geht, so folgt si 
für diese Art K^gelaaboitte : 

10. Zwei in einer Ebene beliebig, aber mit pa 
len Ach.Hen lieg-ende Parabel d haben eine uueadlicl 
entfernte Kekante gemein, welche zugleich deren i 
lueiBScbuftliicbe Tiungente ist. 

Die aug;cordneten barmuniscbea Polnreo eines Breni>|i>uiil 
sind XU einander rechtwinklig, al«o bildet jedes Paar derselbaii 
imvi Kegelsi-bnitten, welche einen Brennpunkt gemein baben, 
WediaeUtralilen : 

11. Füllt ein Brenn|iunkt eines Kegelschnitte« 

meioBchaftlicber Tangen tcndurcbscbnitt derselben. 



ITs mög» jetst einr beliebige Gi 
Bobnitte 9(,1B in den Punktenpitaren 
nete gem^inM-baltticbe Sekanten S^H, derselben in denilNiabl 
ff, 0, schneiden; s» gie^t es, nenn o, a, und' b, (l, nicht etwi i 
tyecbselnil li^en-, B'flen*al zwei Punkte g, ^, die suwolil mit A, 
«Is mrt'K 1>, barmonistb sind. Solche xnei Punkte g. \ ai»d<tl 
Wenbsel|iuii4tte ^ir 3t. S. als» die Sfmiilen, welchp sie nitd 
Durchs ehnitte p von S, S; vcfbinden, WecbaclpanklstrHUen; mi 
am Mgt, da«8 |r, i} nHcb mit i, t, barmunisch, fi)lglich d*e Pi 
tenjiaare' a, (t, ; S, b, ; i' i, eine Involution vun sechs Pankteit* 
den, Uabeir 9; S keinen' Punkt gemein, so schliesseD die Pti 
ff, Oi ; fr, b, einander ein oder uns, und das nümliche a;\it von 
TftBgeoten, n>elcb« von einem beliebigen Punkte gezogen wer 



') Denn nach der dortigen Bcicicbnung' ist 

' ' aa, aa, -wui' ma Mm' ma, 

t, aj. die Winkel sind; welche A„ ß, mit- der Arhse Üfn blMt 



Iter Fall, Jasi diese Pai^hte oder Tangenten abweclFselad Heg««, 
knliB Biso nur iJhdd eintreten, fveoii ^, SS vier oder nur zwei 
funkte gemein Ijgbeti. 

Es seien B, B, ir^Rnd zwei den Ke^lscbnitten 91, iS ircmeiii- 
irhaftliche Punkte; durch B sei eine belivliii^ Gerade Rcleftt, wnl- 
fhe 31, IB tum iiiidefninul in B^.B, »uhneiifet, uod durcU B, die 
Nlrahleii «,, ^,, f^,, ri^ ...., welclie 31 in a, b, c, b ■ . •■ und ^ in 
0,, >,, C,. 1), .... icbDciden; ewlltch geben von Ä, nftcJi a.b.c.b.... 
die Strahlen a„ &„ c„ il^ . ,. ., und von B^ nneb <i,,b,, c,,b|.-.. 
i\t StrnlifeD a,, £,, r,, i/, . . . .; die» vurausgesetzut, so ist 



ff,{«,, *,, c„ </,....) = #,((*, 



,,rf,....)=Ä,(«,,//„c,,rf,...). 



.0=ff.(«„A„ 



,rf.....). 



rereini}r«ti; nlso falten aurli 
arn. Uie Slrablbüscliel 0,. 
nrei Strnlilen a,, or, ; £,, 6 
tfea a^,. 

Ist D1ID A eine heliebiire <>erad 
in 6°, fc" , ( ferner AA, oder A' iu ä 
bilden die drei l»unbten|.i.are B^. 
Khnitte Trtu A mit 2) und den fiepe 
bcDCD Vierecks BB,atB,, eine In 



I B, , weJcber mit BB, zusammen- 
wei Punkten t, e,, welche sicli in B 
ie Strahlen ?,, e, mit B^B, zusum- 
ff, sind als» iierspekliviBcli, d. Ii. je 
. . . . scbneidcn sich auf eiuer Gers- 



B, tvelcbe 3( in Bj, a und 9 
und fi^a, in €, schnelilet, so 
i; 6", b%i ö, e, , ola Dureh- 
iseilen des dem SO eingeschrie- 
uiuiion TDD sechs Punkten*). 



•) Ist nämlifh B, ein beliebiger Punkt in der Ebene oines Kegels cbnl lies 
X, und sind (Bß-) und £, zwei beliebige Punkte von JIT; sind rerner 

«,; A ^,; y, y,; d, (T, II« Diinlischnitta Ton Ä" mit beliebigen 

jrviteD, welche von B, ausgehen, und buben diese Punkte mit {BB'') 
I« Strahlenpaare a, a'; h, II; c, c'; ä, if ...., und insbesondere die 

* ' " "/x, ^1 • ••• mit B, die Strahlen a,, £,, C„ d, ge- 

an nach §. 3. 3. und Einl. II. 



Wird nun eine beliebige, durch ff, gehende Gerade (JJ,) von a, b, 
C d ....\ «I, b„ e„ d, .... bexiehlich in a, b, C, b ....; a„ b,. C|, 
. g^cbiiitteii, so hat luan 




..) = Ä-(u-,4-,c',rf'.. 



?.(«. 



c,.d,. 



A(a, b, c, i....) = A,(i„ 



auf A Miiscricht dem Punkte f, meleber mit B ernerlsi ist, eii!^ 
iBkt fi'iuf /t,, «reicher der Linie BB, angebÖrt, und dem funkt*' 
auf A, nekber mit f, zusammenliegt, eata|irii:lit luf Ai ein mic f 
lumenliegenrier Punkt f, ; also ist 

... a„b„c„b,....)= ^,(ti„6„c„b,.... fl,b, c,b....), 

.-. - ger Satz sich sofort ergisht. Aber noeh mehr. Sieht man 
«it. den Punkt a, als d<tr A xugphririg an, zieht BUi oder u", wvl- 
Imt 8im(i1 JST in a" sihneidel, snfon die Gerade ä,b", welche £ wie- 



I 

I 

I 
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Aber der l'unkt i, geliürt audi der Geruden fl, an, welcli« d 
llrcliung: der Geriideo B^a und ß,a^ um die Tiiulde B^, ß^ 
zeug't wird; und oR'enbur luaspn sich iinnier durcli /f, znej G« 
A so le^cD, diuB die PuokEe B^, a und i, 0, sich ein- oder > 
Echlieagen, und zugleich die Puokle b", b", exisiirea — es lira 
nur B, ianerliHlb S3 zu liegeu — als» vciirden für diese xwei 
ratlen A die Punkte ä, sowuhl auf &\ als auf der zugei 
(cemeinachiiftlicheD Sekante tod BB^ liegen müsEen, und denä 
diese letzlere aiic iV, identisch sein. 

EbeDBü hebandelt man andrerseits den Fall, wena SI, 
uder zwei TaDg;etiten gemein hahen^ uud wna denjenigen 
wenn 91, S vier Punkte, aber keine Tungenie gemeia liabeo, 
überzeugt man sieb leicht, dasa die zwei TiiDgenteDpaare, w^ 
von einem beliebigen Punkte un solche zwei Kegel sclinilte g« 
werden, sieb ein- oiler aussctilies^en müssen. Denu denkt msB I 
den Pular-Kegelscbuitt IB, run 9 in Bezug auf 91, s« könn« 
und S, keinen Punkt geueiu haben, weil % und ^ keine ^eril 
schaltlicbe Tangente brsitzen; lieissen nun jene gswei TaDgenl 
paare a, a, ; f/, £,, uud siud a, a, i, &, h, deren harmoaUcEe I 
liir %, so liegen diese in einer Geraden, und zwar a, a, I 
6, b, auf $,; fulglicli schliessen sich diese Puaktenpuare ein i 
iius, und demnach gilt dasselhe iiucb von A, er, ; ^, &,, weil die 
monischen Pularen aller Punkte einer Geraden airSI einen m( 
scr Geraden prujektiviscben Sirahlbüachel bilden. 



12. Die drei Punkten 
aare, in welchen zwei Ke 
:elscbbitte voo beliebige 
iestalt uad Lage und zwe 
ugeurdnele gemeinscbaft 
iche Sekanten derselbe 
on einer beliebigen Gera 
en geschnitten werden 
ilden eine luvnlutlon vui 



12. 



Dil 



Strahlt 



eer Gestalt 
1'angenten. 



Ich übergehe die CoroIIare dieses Salzea. 



Kegdj 



iioe neueTangeittifl 
1 die gegenseiti{ii| 



durch den Punkt n geben. Die Punkte a, B, «■>, n' 
ein dem K eingeschriebenes Sechfieck aBtt''a'',Bia,, 
genseiten sieb paarweise in drei Punkten ß,, a, i 
srbiieiden, und ofleiibBr ist dieses Sechseck beliebig. 




B(c (links). Es sei 33 der gegebene KegeN 
tt, S,S, die gegebenen (Geraden, a der gegebene Punkt des 
b Kegelsdiuiltfs % Mnn verhinde den DurcliBcbnitt p von 
lit S durch eine Gerade a, suube die liormouiscbe l'olare 
t für 93. welclie die o in v' acbneide, and zu p. //, a den 
larmoDiscLen, dero a lUg. Punkt a,; sucLe zu S, S,, a den 
1 faarmoDiscLeD, dem a zngeordneien Strahl a'. und Dach die 



■ Jetzt 



, für ©, 



reiche 



Terhiode man die Punkte a und a, a, und «, durch die 
ji, A,, lege durcb a eine beliebige Gerade, welche S in 
I S;S, in ä, i}, acliDcide, suche einen Punkt a, , welcher 
und b, b,; ä, 0, eine Involutina von spchs Punkten bildet. 



B'JMcIie einen Kegelachuilt, 
r ootl die Geraden A, A, 



kcbnitt 31. 
teweia. D 
i fSr a ist, 



eichet 



rch die Punkte c 



<ii> «1 



ist diess der verlangte 



i A, als Tangente in a, die hurmiinisrbe Polare 
und von der hiirmouischea Polare desEelhen Punk- 
Büchnitten wiril , sa sind a, «, und aua demselben 
'ecbselpunkte l'ür 31, 33, und da p, p' harmonisch 
, a,, und p' auf der härm. Polore von p für ig liegt, so sind 
^benfatte Wcchselpunkte für 91. 33- Ks liegen als» drei Panr 
'■«Ipankte a, ct.- a,, «, ; p,p' auf denselben zwei Geraden a, a'\ 
ich und 0, znei Wecliselpunklstrahlen für ät, iS, und p ist 
16 
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eJD Punkt, dessen barmoniscbe PolareD für 31, 3S sich rcreintgen. 
Gerade aa„ da sie beliebi)i; ist, koDDte jedeofolls so geiväilt 1 
ilen, ilosa die Punktenimore b, b, und 6, 6, eimmder nnd folj^liil 
ancli a, a, ein- oder auaschlieasen; dIbo giebt es auf ihr zitf 
Pnokte Q, ^, welcbe sowohl mit a, a, als mit b. i, (und S, 0.) bJ 
moniscb, also WecbselpuDkte für St, S sind. Somit sind auch dl 
SCrablcD g-, h, welcbe jt mit g, ^ verbinden, Wecliselpunktstrubles] 
und dn uuo S, S, sowohl mit o , a als mit ^, A barniODisch hidi' 
so sind sie zwei zugeordnete geDieinaehnfllicLe Sekanten von 3(, 8 

Zweite Auflösung (links). Man lege durcb den gegebene. 
Paukt a beliebig viele Siruhlen a,, ets, a, . . . ., und suche auf jaoj 
dem derselben, i. B. auf 0,, eineu Punkt a,, welcher mit a und denf 
Punkten paaren b, b,; i, d,, wo a, den gegebeneu Kegetscbnttl { 
und die Geraden S, S, scbneidet, eine Involution von secbs )*u ' 
ten bildet; ao gehören alle diese Punkte a, U. b. f. dem verlang 
KegelscboittB St an. 

Beweis. Da durch die erste Auflösung bewiesen, dass 4 
Kegelsclinilt 91 existirt, so sind, wenn 31 den Strahl a, zum iwri^ 



lal in a,, schm 
h, i,; e, S, in Involulioi 
gleich sieht man, dass nu 



auch a , a^, 
, also a„ mit a, identiscb u. s. w. Zi| 
ein einziger Kegelschnitt 31 existirt, ,i 





i Rede Elelieodeii Keg-plscboitte 
e A leliebie gegeben, ao ^iebt 
ekbe dieee Gurade in Pmiklen- 
, C| i b. b, . ' . . schoeiileD; denn jeder PuakC 
bestimmt einen sulcbeo. Es werde nuu 1) K cbenfiills vpo 
^ei Punkten f, I, iteacbDitlen (oder in eiaem Punkte be- 
Enin einem beliebigen Punkte B dca A' gehen nacb a, dij 

1 1, (, die Slrnbieniiuure a^a,\ i, £• ^, ^,, welcbe JT 

rntenmal id a,u,; ß, ß,....t.t, scbneideo; eu bilden diese 

npaare eine Involution von Strablen; fnlglitb geben aämait- 

ehaeu aa,, ßß, .... und J durcb eiaerlei Puokt {r (f. 3. 4.). 

un jene Punkleapnare ungleichliegenil, ho Bcbneidet die bnr- 

:be Pulare tun gr für K diesen Kegelschnitt in zwei Punkten 

t die Slniblen e, f de» Strahlbuscbels ß, welche nacb e, 

^ lind mit je zwei Slrnblen «z, o, ; &, /i-, . . . ., also auch die 

I f, wo dieselben der A beofegnen , mit je zwei Punkten 

tt^ . . . . barmnniEch, d. h. e, f^sind -zwei Wechselpunkte auf 

TBiBÜiclie KeRelscbnitle. Wird aber 2) K von A weder 

n DAch berührt, sn Bind die zugeordneten bnrmüDiscbeii 

}IA für A* nollmendig ^leicbliegend, folglich hat die Id- 

EHeier Pole mit derjenigen für irgend einen anderu der 

WHe ü, 33, H, :& allemal zwei zugeordnete Punkte e, f 

16* 
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gemein (§. 3. 5.), und diese sind iIühd zivei der Gereden A sq| 
hörige Wecliselpunkre fiir sämmtlicbe Kegelschnitte. Denin 
auch jeUt die Ntrableo e, /, welclie B mit e, f verbinden 

zwei Slrablen a, a, t b,b barmoDiscb , und sofort ilie Ger 

«f <lie liirmiiniacbe Poliire eines Punktes q , in welrbem sich uiicb 

jetzt die Sehnen aa, , jSjS, sclmeideo müssen. Weil aber dfi^ 

Punkte e, f zwei zugeordnete hnrmunisclie Pole von A fürA'si 
so ergieht sich diircli (Imkehrung des Sstzes ($. 4. 2,), iIubb q 



1 tip aul 



f A liepec 
r von Kegels. 
Ilen oder idea 
Tange. 



iUt< 



und I 



cbs 



elk 



litf 



eht 1 



bnitlen. und man zt«b 
liDembeliehigenPuDkti 
s der Kefjelsthnitti 

lisclinittsiiunkten, s< 
n die Sehnen diesei 



elben Punkt, 
al .auf jener 



. liebig: .-1 

nlle o.ler einen Tbeil dl 

lbenT»np;ent. . 

isserdem nn einen det 1 

gelschnitte eine beüek 

Tiinf;ente, endlich wi« 

■ "urdischnii 



nktei 



Tan 



diese letz 
KeRelschr 
den, berU 
ficb nuss 
liegen. 



mit jenen Tangcnteniiaa' 

genlen, so lieseo ' 
discbnitte dieser t'«' 
n alle »uf eine 
elhen Geraden, i 
mal durch jenen 

Pnnk't ausserhalb, au 
ihnlb dieses eini 



eis. 



tte 



Aus $. 5. I, und %. 6. 4. folgert \ 
}. Die harmnnischen Pole 



eine 


Scha 


ur 


von h 


schu 


tten, 


ivelchedie 


zwe 


znge 


ord 


iieten r 


oder 


ideal 


cn Nekant 


mein 


linbeo 


; >> 


egen a 


Umfan^re 






Keg 


elschn 


tte 


a. 


7. 


Die M 


tte 


ptinkt 


Keg 


Ischn 


tte 


welch 


Büge 


urdae 


le 


reelle 


idea 


e Sek 


ante 


n gem 


licn. 


liege 




uf den 


fang 




s e 


iniige 


{eU 


liuitte 


8. 





irmonischea'l 
s jeden Punk' 
luf eine Seh: 
schnitten, 



nehni 

imbUl! 

Keg 



parallel laufci 

■ igen Kegelsc 
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Kine LclicLige Gerati«^ A iM'lineiife ilie zu^cordneleti gemein- 
laftlitben SekaDlen S, S, von 21, 33, £, 2) . . . ., welciie letztere 
emal besiizen, in den Punkten {)>£),) so Hegen ttie Wecliaeljinnkte 
B, voo g, g, elient'Lills auf .V, S,, uud die liarmonisclien Poh- 
1 a, a, vuu 3, g, in »ezu^ iiuf irgead einen Sl jener Kegel- 
loittfl ßrelien. ilie eine a üiin'.li ß nnd dpu harmonisclien Pul a 
n S, difl undere a, dur«li f , und den IxirmoDiscbeD Pol a, von 
fiir 9(; zuifleicli aker Iteet der Dtirulisuhnilt a von 0, a, als 
■(Dänischer Pul von ^ für 31, auf dem WecLselpuukt - Kegel- 
mitte ji, der (Geraden ^. Die Punkte a, u, und ulle äbnlieben 
|9,; r. ?-,! ^, (J, ■..-, welche deu Ke^elsckuitten ». 6, ©.... 
s|ir<'chen. liegen auf der (leniden /*, und jedem Punkte S dieser 
nideD, als hurmoniseheu Pul von S oder S, gedacht, entsjjriclit 
jenem Syateui ein Kegelschnitt ® oder ®, , in Bezugs auf wel- 
;d er e^ iai. ht nutt.S der Ourchschnitt vnn ^ mit /'und zwar 

■ liurntuiiisclie Pul vun S für @, so ist B dpr harmonische Pol 
I A für ©, weil die harmonischen Polaren *, *, «, von i, 3. g, 
'rh einerlei Punkt S gehen müssen, der iiuf^, liegtj also istg, 

. BB„ und s mit Bi identisch, und daher B9 Tangente an ^, 
B, Denkt m»u sich dngegen deoBclben Punkt ß uls harmoni- 
en Pul von S, für ©,. so ist B, der hörmooische Pol vun Ä 
@,, also jetzt B,S TuDgenie an ^, in B,. Demnach liegt 

■ kurmonische Pol S vun ÄÄ, iu liezucr auf ^, auf der Gera- 

■ /*; uuü hieraus fulgt nach §. 4. 2. wegen der dem yf , eioge- 

irieüenen Dreiecke ßaB,, Bhß BsB^ ...., dass die Punk- 

ipaare a, «,; ß, ß,; y, y,;^, ^ EUgeordncte harinoDiache 

rle der Geraden /* in Itemg auf -/, , und sofort, weit diese 

inkte nur von 91, 3, d, £> abhängen und mit J, sich nicht 

dem. es auch in Dczug auf alle anderen VVech);e1punkt- KegcK 
bnitte sein müssen. 



S. Hat 



Seh 



zwei Sek( 
.uf_je ein, 



• Gebilden be 



<Ontcu reell, 
a| isti h) jede 



laar von 


8. I 


ei zuge- 
er ideale 

sobilden 


Tan, 
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D dieser 
t Invulu- 
, welche 
hliegen- 


gemei 
hurmo 

schnit 

eine 1 


ht, wenn 
aftlichen 


|pn, ^ 
gleicl 




besteh 


Paar die- 


mein» 


-.int. 

; auf alle 


tendu 
ander 
Paar 


Keg.l. 


zwei 


e Wecb- 
Ischnitte 
te ,., wo 


nische 
tes p 
Wecb 
schnit 
Schaa 



Hat eint 
litte 



Scha 



zuge- 
deale 



eile Ode: 
itendurchschn 

so bilden a) die 
sehen Polaren die- 
i Tangentendurch- 

io Bezug «nf je 
eser Kegelschnitte 
olution von Strah- 



ire ideal ist; h) jede 



< Schaar gehärea, un 



kanteo sieb 


scboe 


d 


die ilim en 


Biirec 


be 


rade/>slsr 


eelle 


d 


SekaotepE 


nein, 


j-^ 


jene erste 
lieiueD ode 


e Sc 


>a 


mein seh alt 


ichc 




schnitte be 


ilzt. 





ubeo ctallediese Wecb4 
traMeD-KegeUchDitteBi 
er einer Tangente /*, w» 



DgeDtendurcl 
rin, jenacbde 
I ächaar vie 



von denen dort die Rede war, ui 
Riehtungslinien durch einerlei Punkt geben? und äbnii 
audreraeitii. Aber, sü allgemein gestellt, läüst aicli diese Fra; 
nicht erledigen, ohne die Betrachtung auf Curven lou lieberer | 
der zweiten Orduntig auszodcbuen. Nur in einem besoadereD Fall 
nenu nämlich jene Linien van einem Punkte einer gemeiDscbnfl 
eben Sekante ausgehen, erscheint jenes Gesetz in der einfache); 
Gestult von KegelscIinitteD; und wir stoasen hier auf eine bäl4 
eigenlhiimliche VVecbselbeziehung zwischen mehreren Systemea N 
Kegelschnitten, welche zwar bereits in den Eigenschal'tea tter<8 
genannten Ortboguual - Kreise, aber noch nicht in allen iU 
Momenten hervortritt. q 

Durch einen beliehigcn Pnnkt der Sekante S, welche et 

Scbaar von Kegelschnitten %,S8,(l,^ nebst einer ihr zugeoi 

neten *, gemein hiihan, mögen beliebig viele Gerade ,1 , B, 
1} . . . . geben, welube der Keibe nach die Wechselpuokte a, A 

b, b,; C, C; b, b, enthalten. Da jede dieser Gcruden r< 

zweien jener KegeUchnitte in diesen Funkten beruh 
wird, so kann man alkmal vom Punkte i an einen derselbe 
z. B. 31, zwei Tangenten legen, deren Berührungspunkte 0, i 
heissen mögeu. Man denke sich von B (oder ä, ) nach a, a 
t), b, ; C, C,i b, b, . ... die 3lrablen)jaare «, a' ; b, \ c, e'\ il, tf ., 

gezogen, welche 31 in a, ti,; (if ß,; y, y,^ ä, S schneiden, ai 

lofort diese Punkte mit B, durch die ijtrablen «',, a,; i',, & 



nisclie Pole 
harmoniscbt 
auf BB„ 
Durchschnit 
Grunde gel 
Pal < 



erhunden. Da aui 
von J für % sind, s. 
1 Pol a' von J für S 
er barnonisclieD Puli 

ferner auch die 



für 



und : 



t. B. a, a, zugeordnete har^ 
muss die IScbne ua, durch d' 
gehen, welcher übrigena «il 
: von i, liegt; also ist a C 
er von a', a\. Aus demselb 
1 ji durch den harmoniscbi 



ebt I 



Ba". 



(nach einem Zusätze lu $. 3. 3. ) die jjtrahleu Bi, ffa" mit , 
[,, also auch die Punkte ä, a" mit a, a, huroiouisch. 
Nun aber sind Je zwei Wecbselpuukte a, n, mit deu, > 
" " ingehiirigeu ~ 



barnoniscL; also liegt der Punkt o 
L^ie ebenso auch alle äbulicbeu Punkte Y\ 



iu( S„ 



lud auf der 



elbsnJ 



gTBlicn alle Srlmea ita,,^ß,, yy,,dd dnrcli einep feateD Punkt, 

uamlich ilea liormonischtiii Pul a'» vou S, für 91; also bilden die 
StraliteDiiuare a, a'\ b, b'\ c, c,; d, </,.... ein^ lovolution vua 
Slrulileo, UDcl weil aucli 

B(a;i',c',a-....] = B,{a„l'„c„d ) 



B(a,6,c, a....) = ff,{a„A^,c„ d, ....) 
«der vielmehr 
B{ti,t>,c,d....a\b',c\d!....)=B,{a„b^,e„d,....a\,b\,e\,d-^....)', 

ditts heiEst: alle Punkte a, a, ; I). bi ; c, C, ; t>, b Ueiieii saDiBt 

B, B, aof dem Umfuu^e einen einzig^eu Ke^elacbnitteB K. 

Du die Sehueo aa,,, ßß,, y/,, äd, .... durch den harmoniscfaep 
Pol a'a der gemeinscIiiiftlicIieD fiekonte S, gehen, Bo wird S, yop j 
Jedem StrableD|iaure 0,0'; fi,b'.... in zwei zugeurdneten barmoni- 
•cben Piilbu für % und zugleicb aucL für ä3> <£,£)■■■ . geachoittei),; 
Aber auch die Sehnen aa,, 61>,, CC,, bb, . . , . von A' geben darcii 1 
«inen leüten Punkt ö, und dieser ibt uffenbur der barmoniHcbe P«l | 

.»on jS, für Ä", indem Je zwei Punkte ß, a''; Ö, £>"; Ö, c" resp. 

■jt a,a^: b, b, ; c, c, .... barmoniscb sind; aUo wird •$, von den- ' 
iwlbet) Strahl tp|ittareu a,ti\ li.U\ c,c'; d, d' , . . . aueb in Bezug 
ß/it K Vi cuitcurdneten barmoniächen Polen gescbnitlen. 
» Wählt min nun Rtalt i irgend einen andereo Punkt ä,, Ö, ., 
^er gemeiascbaniichen Sekante S, so erhält man statt K eiuen ab 
glichen Ke^eUchoiltA',, A*, ...., in Bezug auf welcben das Gesagte 
•Iwofalls gilt; also ist i9, eine Gerade vereinigter Paare zugeori^ ( 
Beter barmoniaclier Pale für sämmtliche Kegelschnitte /iTj&'gtA'i...^ 1 
^ li. eine ^enicinscbaftliche Sekante derselben, und zwar habea sie | 
'^eaelbe zugleich mit jedem der Kegelschnitte 31, S, (£, £ . 
[jl^ineiu. 

~ In den pTujektivischen SlrablbÜEcbcIn B, B, entsprecben dem 
■eneiaschafilichen Strahle Bß, wechselseitig die Geraden B,a'a, '' 
'^O'bi welclic nach dem hurmoniscben Pole a'a van S, für % geben, 
'tho sind diese Geraden Tangenten an K, und es ist Bß, die bnC- 
MMpiacbe Pulare von a'a für A~. Aber Bß, gebt, als harmonische 
Y^lare von ä für 91, durch den harnioniacben Pol Qa von S für St 
■brelcher mit a'a zugleich auf der den Sekanten S, S, zugeordneten 
ilGsraden P liegt; also sind diese Punkte ebensosehr zwei zuge-. 
^^idoete hurrooniscbe Pule von J* für A', als für sämmtliche Wech- 
^Ipunkt-KegclBclinitte des Systemes 31, S, €, 3> . . • . (S); und da 
•Üese Punkte nur mit 1 sich andern, so sind aie es auch für £„ 

■K Vertauscht man aber 3( mit SB>Q,'S , so erhält msa 

■Tlhuliche Penktenpaace 6„, b'o) Co, t'„; bo, t'o , von welchen in 

Sflsug auf A, A*,, A, ...., welche dieselheu geblieben siud, Glei- 
Üea als vou a„, a'^ gellcu muas; also ist auch P eine Gerade vec- 

nnigtef Paare zugeordneter barmoDischer Pole für A', A', , A% 

W-h- eine Sekante, welche sie unter sich und mit jedem der \Vech- 
IWlpunkt. Kegelschnitte ,isp^§jBttMU ,U, Sß. @t $.•■•.• gej^qin • 



n 






Da eDdlicb ilie Puiikle 6, S,, ä, der Reihe Dach 4 

noniNcbeo Pole von S, für K, K„ K, siDd, 5, aber « 

■ei nBeliuri liehe üekaote dieser Keeelschnitte ist, ho spielt i 
\ rade -« für dieae dieselbe Rolle, uls P tax S, «B, (£, 2>...» 
d& je zwei lu^eardüelc hurmnaisclie Pole vud S lÜr %, S 
Bel|iUDkte, Und iils Gulcbe die Durchscbuilte von S mit je 
Rcgelschoitle JT, f,, K^ sind, au ist die lavolut 

Sare vod l)urchschDitta[iuDkti-n mit der lovolulioo der i 
are lU^eordneter iiiiriauriiucLer Pole von S tür SI, 93 

' lieb aucb die HaU|it|iuokte der erstereu, d, h. die Puokie | 

Tür A', K^y Kt , mit dcDCn der leizteree, d. h, den gc 

scbuftliebeo DurcbBchuilteii von %, fä.... identisch. 

Nimmt muD in der lübene von 91, $ eiuen Punkt a b 

Ad nnil verbiDilct ihn mit seiuem Wecbsetpunkte a, durch eh 
rade A, welche S im Punkte i scbneidd, so erzeugt dieser 
i einen Kegelauboitt K, welcher aur Scbaar von K„ A, 
nnd durch a geht. Also gehören alle Kegelschnitte, wmcj 
dieser Schaar einerlei geoieitiscbaftliche Sekonten haben, , 
uchtlicb der übrigen Eigen sc haften zu derselben. 

Nimmt man endlich die Punkte ä. i„ €, statt anQ 

tier zug-eorduetCD gemeiDscbaftlichen lijekaute •$, 

«In von dem vorigen verschiedenes, aber in Bezug: aufS^fl 

[.imit denselben Bi gen sc haften als K, X„ K^^ aDsg:estatia 

r-aiem vud KepielüchDitteo K', K',, /l\ ; dieses bat mit 

I ^ie Sekante S und mit deren Wechselpunkt- Kegelschnitte ^ 
.kante J* gemein, Bexeicbuct muri der Kürze wegen 
Sterne vuu kegelschuitten St, S, (£....; K,Ki. /£,... 

■K\ durcb @-.. ®, @, Dod Hchreibt >¥, statt P, s» 

Reihe nach S udü'.S',, S, und «,. «, und .S zugeordnete^ 
'^■cbufit liebe fSekanten des Systemes @,, @, @, ^ jedes diese/ 
I !bat mit jedem der beiden anderen @, @, ; @,, @,; @,, 
■Sekante S,, S; S,, <$,; S, S^ und mit dessen Wechsel pnat'^ 
seiechnitleu eine Sekante S, S,^ S,, >¥,; S„ S gemein, 
Wechselpunkt. Kegelschnitte eines jeden haben die ßerade«^,, 
zur gemeinschuftlicben Sekante. Zieht niun voi 
Funkle S der Geraden S an sämintliche Kegelscfanitle it»i 
mes @i Tungenten, so tieg«n die BcrülivUDggpunkle uuf 
gejschuitle des Sy&temes @, und die Tungenteu, welche 
beliebigen Punkte d, der S„ un die Kegelschnitte von & | 
werden, berühren sie in Punkten, welche auf ei 
6, liegen u. s. w. 
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I *:« geiueia liat. b) Alle 

j ener gemeiusclialtli- 
b^ekaoten so erzeug. 
^ eRelscIiDitte bilden 
-%»eile Scliaar, welcLe 
ebenfiilU zwei 






Hie 



t ^ «ckai 

xm %mlic)i die'eiae, wel- 
BK ^zs mit jedem der ersten 
^i^ K- , und die andere, 
»b<v» sie mit jedem Wecb 
OL«» Sit-KegelscbDitte dei 
.e> Kk Scbaur gemein ba- 

> «A xxd ebenso biibcD aucli 
I£. «agelscbnitte- der er- 
■* ^ «baar mit den Wecl- 
P« «» lit - KegeUcbnilteB 
'^ ■«■'^weiten jene Sekaott 
•^«'i«. mittels deren leiz 
"^ «neugt wurde. 

5^) Beiücksicbtigt mai 
_ " einaoiler beide der er 
Scbanr gemeiuscbart. 



d II rcbscb nitt p gei 
bat. b) Alle mitteU der ein.- 
zelnen Strahleo eioes jeoer 
gemeJDScbaftlicbeD Tan. 

L^g^eD "lIegeUchniUe''b1l. 
den eine zweite Scliuar, 
welcbe ibrerseits ebenfall« 
xwei zugeordnete reelle 
oder ideale Tungentea^ 
ilurcbsebnitte gemein ba- 
ben, nümlicb den einen mi* 
jedem üegeliicbuitle de^ 
ersten Scbaar und den bd- i 
deren mit jedem Wechsel- J 
strablen-Kegelscbnitte di< ' 
ser Schaar zugleicb; uaj^ 1 
ebecBO bähen aucb die ü.»} 
gelscbniltedereratenScbaai^-l 
mit den Wecbselstrahlen-^ | 
Kegelacboitten de 






= 1 dieser Sc 
ual 



, SU erbalt 
drei Scbaa- 
eUcbnitten, 



™.lich j. 



*^ Wecbselpunkt ■ Kegel- 
.roQ itteu der dritten »iubaai 
/«»« von drei bestimmte! 
^^«-ttdea zur gemeioBcbnft 
.*^l«eD Sekuntc; jeder ÜB 
I^Ucbuitt der einen scbnei 
^' alle KepelscLnitte de 
drittel 



«».aar in de^ „. ^.- 

i**»kteB solcher Tangenien 
?•• beiden letztereu, wel- 
**« iu zwei Punkten dei 
'*«> Wecbaelpunkt - Kegel- 
.'««nitten der ersten Scbaai 
[^•»••iDschafllicbeü Sek ante 
?**Vergiren-, und es kann 
^^ . «iD« jede dieser drei 
Pv^QareK al« diejenig«.oii- 



mit de> 
;n. Ke. 

Lgen- 



c) De, 

cheinaiJ 

Scba 



heb 

schnitte, 
Ganzen d 
Kegelsch 



ntendurcb. 
', ffliltcla iles- 



cksicbtigt man 
er beide der er- 
■ geweiDacbaft- 



Üchuareo von 
:n. welche i.i 
'ollkummcner Wecbselbe- 
Ziehung zueiuauderstebeii, 
nüinlicu: je zwei dieser 
Schaaren haben allemal un- 
[er sieb und mit den Wecb- 
selstrablun-KegeUchnitlea 
der drillen Scbaar elDen 
VUD drei bestimmten Punk- 

Tangentendurcbscbuitt; je- 
der Kegelscbnitt der einen 
bat mit sämmtlicben Kegel- 
schnitten der zweiten oder 
der drillen Scbaar solche 
Tangenten gemein, deren 
BerühruDgs]iunkte auf zwei 
Strahlen des den Wechsel- 
atrshlen-Kegelscboilteailer 



%0 



eratenScbasr gen 



DUpr. 



iBgaa sind 
el - System 



Diese drei Scbanr stillen ilrfi 
geUcliDitteD mit xwet zug-eoi 
Sekanten oder Tanii;enteDi)urclisch oiVten, und 
einzelDc ein WecbaeMiiysteai der beiden andei 
nerden. 

Sind die Kei^elaclinilte der oben zu Grunde gele 
@, (linkO äbnlicb und aliDÜcbliegend, eit hüben sie i 
und mit denen der Schaar ® (oder @, ) eine unendli 
Nekanle 5, g-emein; folglicb geben die liarmuDiacheD 1* 
belieliigen Paokles von S, für sänimtliche Kegelschu 
und ®, d. h. alle'Darcfamesier derselben, deren sag«« 
jenem Punkte gericbtet sind, nach einem und demsel 
Punkte van S,, sind also unter aicb, sowie jene unter 
lel. Demnncb sind auch alle Kegelschnitte von @ n 
und mit denen von €, äbulich und äbnlicbliegend (j 
kebning). 

Die dritte Scbaar @, dugei^en besitzt keine boI« 
S,; weil aber die haraionischen Pole ihrer gemeinachi 
kanten S und S, in Bezug auf alle ibre Kegelscbuitte 
lieh -entfernten Geraden S, angeboren, bo sind S und 
messer aller dieser Kegelschnitte, welche demnach i 



10. a 

derK.g.l 


t eine .Seb.ar 
cbniile eusse 


ähnlicher 
der unend 


nd afanlic 
icfa-entfer 


Wechsel - 


e t^eitnoie gee 
Systeme ebenf 


ein, HO be 
IIb BUB äbn 


teht das « 
liehen unc 


'^^'"Jt" 


Ke^eiecbDilte 


n, und zwa 


sind sied 




uch mit er 


tereo luiF 


gee«» k.. 

frtr.cl.Diii 

Durclimes 


leht'jas ueder 


E aus laute 
neioschnftl 


che Sekan 


11. Di 


e beiden Wecli 


sel-Svstem 


e einer Sc 


Keg.lscbD 
jedei Für 


itlen, welche 
einscbafttiche 
sich und beide 


zwei Üurch 
n Sekanten 


labe'n^bea 
der ans la 


iichei DGll 
Jeoacbd 


äbniicb-liege 
em die unendlich 


u7enKege"l 
- entfernte ge 


schnitten, 
meinsehaftlic 



S, Ton @, nnd @ reell oder ideal ist, ist es auch die 
selpnokt- Kegelschnitte von @,, und es besitzen folglic 
teren im ersten Falle entweder zwei reelle oder awci 
zweiten aber allemal eine reelle und eine ideale gemaii 
Sekante S, S^. Besteht also @, und folglich auch @ 
BUipBen, wo iV, ideal sein muss, so besieht @, aus lai 
kein, iodem der ge m eins chaft liehe Mittelpunkt jetzt ansi 
Rci;el schnitte von ®, liegen muss. Da nun j«de Gera 
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«Mb TOD Kegelscboitteo mit xwei sut^eordoeten f^emeiDscbaftlichen 
Sckantea in srtlclien PuDklenpaareD schneidet, welche eine IdvoIu- 
tioo von Punkten bildeo , udiI liierzu auch die DurchschDitlsnuDble 
der g'emeinschaftlicheD Sekunten als zugcordoete gcliöreo; du fer- 
ner die BerüIirungapuDkte der TaD^^enten, welche vuo einem Punkte 
p an eia «niclies System gezogen werdeti, in einer Geraden J* lie- 
;h diese Tnngentenpanre sRmmt den gemeinBehaftlichen 



ilden, diese Tangenten- 
mes S, die Asymploteo der bctref- 
bildeu die Äsymploteopaare dieser 
] (tlrnhlen, und zwar heBfehl diese 
D Gebilden, wenn ea keine Gerade 
eine reelle und eine ideiile gemein- 



Sekacten 

!aare uUer im Falle des Syate 
enden Kegelschnitte sind , an 
ScfaaaV (S, eiae Involution to 
■olhwendig aas gleichliegeodt 
f.. y, Riebt, d. h. wenn S. 
scbaftliche Sekante besitzt. 

Besieht nun die Schnai* @i aus lauter Kreisen, so stehen S 
n4 S, senkrecht auf einander; denn in diesem Falle ist S^ die 
btmoniBche Polare des UDendlicb - entreroten Punkte« von S für 
lue jene Kreise, und je zwei zugeordoete Durclioiesaer eioei Krei- 
m siaii rechtwinklig zu eiosuder. Also bilden die Asjni[)toten- 
Wre der Kegelschnitte von @, eine Involution der recbtea 
Winkel, indem ausser S und S^ nuch noch die Achsen dieser 
hTolDtion zu einander rechtwinklig 



Berührungspunkte aller Tangenten, 
beliebigen Punkte dieser zweiten Sei 




belichige Punkt 



eren z 


ur gern 


inscbaftlichen 


r ide4il 




achdem die der 


ist, UD 


d'söwU 


erstere von je- 


rden a 


Jch leti 


terc von jedem 


ungapu 


nkten s 


olcherT«ng.,n- 


ü Mitte 


punkte 


deaselben con- 


gspimkte aller 




.e eine 


und di 


«elbe parallele 


feiner 


gleich 
Öyperb 


eiligen Hyper- 


eitigen 


ein, welcbedcn 


der Ebene en 


sprechen, sind 




eo Kre 


seu die zweite 



«.7. 
I und Eigen 



eine GemJe uls 
I PuDkteD, und e 
tion von Slr;iblei 
icbnitt zu fiDileo, 



KicIitun^BliDie einer 
1 Punkt als Mittelpu 
beliebig: gepfelte 



I 



für we-lchen der lisri 

: Pol jener GcrH<te«J 

!T zweiten beliebiir {*•■ 

enen Geraden lie ' 

gehe. 

AuflosuD^ (links). Sind auf der gegebeoen GemdeD S^ 
inTolutoriseben Punklenpaare a, a, ; b, b, ...., und um den ^ 
benen Punkt t die iovoluturiaubeo }jtrahlen|iaare 0, a,; ^, ' 
beliebig gegeben, and sclineiden letztere die Germle S in den 

ten a', a',; h', h' , ao sucbe man das gemeinBchsfVliche I 

zugeordneter Punkte p, q der Involutionen Tun 0, a, ; t>, b, 

von a, fl'i i K b'i ...., verbinde einen beliebigen dieser Poril 

■L. B. p, mit dem zweiten gegebenen Punkte i du 

N , und den anderen, 4/, mit » durcb eine Gerade P, Jedt n 

mun ein lieliebiges Paar der Strablen 0, u, ; £, ^, . , z. B. 0,4 

und verbinde den Punkt «,, wo z.B. », die A' aclin« 
Punkte «, , der in der Involution von a, S, ; ti, b, . . . 

t und S zugeordnet ist, durcb eine Gerade «,, 



cbe P ii 



»clineide. 



bene Involution von Strahlen ainl 
;ucbe man deren Uaupistrableo j 
I mögen; verbinde einen dieser P 
^ine'Gerade, welebn S \v. i sebni 
erten barmoniscben, dem i) zugeardod 



Besteht n 
gicichlieeenden Gebilden 
welche ^e A' in 9, ^ schi 
(,, ^, z. B. g. mit a dt 
suche zn 6, a, g den s 

Punkt g, und coostruire einen Kegelschnitt ä. welche 
g und b berührt und durcb g, gebt; ho iet 31 der g'es'ucble, I 
zwar N barmonische Polare von » für 31. I 

Beelebt aber b) jene Involution aus gleicbliegenden Gekila 
EO suche man, wenn <, der Durchschnitt' von P und X ist, ) 
Punkte B^ jff , , welche sowohl mit «, «, als mit q, a barmaJ 
sind, und verbinde einen jeden derselben mit den Pnnkieaiia 

a. «,; b, b, durch die Strahlen o', a" und o',,«",; ff, Fm 

6',, i" , so geboren die Punkte B, B^ und die ÜurchschOTl 

je zweier älrablen «' und a",; a" und a' ,\ 1/' um' 
h\..,. dem Cmfange des gesuchten Kegelsclinittes %\ nu. i.ii:^"|., 
4,«, abwechselnd zu q, a, so existiren keine Punkte B, B, n'g 
kein Kegelschnitt %. 

Beweia. a) Da 3t die g, ^ in g, ^ berührt, so ist A bar« 
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•ücbe PaUre tod *, nnd <ta g, b die BauplstrableD der gegebe- 
ivoIutioD sind, ao ist dies« eine [ovoIutioD zugeordoeter har- 
clier PolarfD für Sl. Ferner ist, weil «/«, «7 ein iiigeordne- 
Ica Puur dieser lovalutioD, P die harmouisclie Polare von p, also 
auch p. q zugeordoele Ijnrinoniaclie Pule von 1$. Du ferner ä, « 
nit g. f), harmonigcb, so geht die harniouiscfae Polare tod i dnrcb 
; durcb denaclbcD Punkt gelit aber aucb die harmnoisdie Putare 
an fi; also ist a der barmouiacbe Pul vuii S. Deronacb gebt aucb 
ie barmoDlscbe Pubre von a' durcli a, zugleicb aber aucb durch 
den barmuniscben Pul ra, von a, wekber im Durcbaclinitle von a^ 
nnd A' liegen rnuss, fallt also mit a^ zusammen. Nun sind zwei 
■ rdnele PunklenpaaTe p. 1/ und a'. n, der gegebenen Involution 
ngeordnete harmuniscbe Pule von ü für Sl; uIhu gill dasselbe 
11 allen tolcbeu Paaren. 
It) Giebt es unter den jetzigen Bedingungen einen Kegelschnitt 
9, so gebt die barmoniscbe Polare vo-n p durcb 9', aber aucb durcb 
^D barmoriiBcben Pol von np, welcber auf »q liegt, fällt also mit 
f lusammen. Ferner gebt die bitrmimi.scbe Pulare von a' durch 
auch durcb den bamooischeD Pul von 0, welcher im 
DiircbschDitte von a, und jV liegt, — denn die harmoniiche Po- 
* geht durch i und p — fällt also mit a, zusammen. 
Folglich ist der barmoniscbe Pul von S, und da nun a, q und 
f,«, zugeordnete barmoDiarbe Pole von 7* sind, und die Girade ^ 
W Kegelschnitt durchscbneiden uiuss, weit die gegebene Invulu- 
' 1 von Strahlen aus gleicbliegenden Gebilden besieht, folglich i 
nhalb 9t liegt, so giebt es nxtbwendig zwei Punkte B, B,. 
tickt es also keine Punkte ß, B,, so giebt ta auch keinen Ke- 
fcbrhniit 91- Doch sieht man in diesem Falle, wo », t, mit //, et 
i^echseli), dnss dies nicht stutlfinden würde, wenn man nur den 
Flnkt t auf die andere ISeile von S verlegte. 

, Ä(«', Ä', c', rf.... a", i", c", a". . ..) = Sla,i,c.i .. . . 

t,,t,, c, b ) = «(fl,, 6,, c, b, a,i, z.\)....) = B,(ar,, 

' - - ' *■ ' ,<f ), so ist ß(a'.6\c',d'.... a", 

f'.iT.ir. .:.) = B\{a\.l>-\.c\.ir «',,//,. e',,d', ... 

kcen die Ourchsi-bnitte tun m'. n", und B,B, auf ein 

HlKlinilte, und da auch /', fr zu a, 0, : &, b, .... «ehoren, 

Bp, B,f* Tangenten destielben, nnd 7> harmoniscbe P«lare 

"kber gehl die harmoniscbe P'ilare von « durch p und, we 

■it ß, B, barmuntach, auch durch «,. fallt also mit A' z 

El«&so t^eht die baraiDoische Polare von a dnrcb p und, weil tf,a 

Vi B, ßt harmoniscb. durch 7, fallt aU» mit .V zusammen. Und 

L Bun ßB, durcb den bnrmnnisclien Pol von S geht, so schnei- 

I je zwei Striihlen a'. a",\ V, li" die S in zugeordneten 

noDiäclien Polen. 

Die linrmouiscbc Polare von a' gebt also durch a, und aucb 

rch deo harmonischen Pol a von S, fällt also mit o, zusammen; 

dl seilt aber auch durch den harmottiacbcn Pul von m, der auf N 

Hlgt: also ist cc, dieser Pol, and a, zugeordnete harmonische Po- 

'"e von a. Ks haben also die gegebene Invilutioo von Strahlen 

' ilie der zugeordneten harmonischeu Pularcn von > zwei zuge- 

He Puare a, a^ und «/', »q gemein, aiod also identiscbi w. 

JSan denke sich nun die Involutinnen auf S und um » mittels 
I beliebigea Kegelschnittes gegeben, den Punkt i aber verän- 



-1. 




I 



derlich, and «nnr jeHcsninI aowulil 
äberzeoet man eich f^nnz atrene; von 
2. iHt ein KegelseliDitt, « 
beliebig gegeben, so gleit es 
Rclinitte, wele' -■ - ' 



nit 7 uIb mit p vCrtOBdet, i 
fnlgeiidem Sstze: 



nd di< 



haben 



aU Ti 



ange 



ersde a 
clischni 



, welcliB » 
cbeideo/dads die hai 
chnftliclien Tnngentei 
UgelBcliDitte der 



^Olfl 



U ge, 
rei ba 
der und 



naf di< 
denen T.er 
eben Tani 
ten »der e 
Denkt i 
e, ©.... i. 



lieblicb mit de 



nacbaflj 






i Kegels. 
eh dadurch vod 
harmoDiBchen Polnrea des 
ntendnrchBcbnittes io Bezug 

cbaftlichenSeknute, und die bar« 
eben Pol« 

und das» zu gleicher ! 

er gemeinaclisftlicheo 

stell oder zweiten Gru| 

n angehärcn, w( 

endurclisclinitt 

n iener Puokle « 

r ConstMiction dieser Kegelscbnitta iji 
«elbe SlralileDgiiinr 0, a, gebraucht, i " 
ausser dem Punkte p auch nncb die Punkte a' imd a, un< 
nnd ea ereclieint a, als der nerspektiviacbe Durtrhscbni 
Slrablbiiachel, deren einer vun den linrnonischen Pnlaren ^. £ 
O.... dea Punktes #, der andere von der. baruiunucheii Puli 
<»„•//„ c„rf,.... des Punktes c' für 31, »,(£,©.. .. j:ebildet 
Nuu aber geben a„ 6^, c,, d, , ... durch die barmnuiscbeii P 
ß,r,6.... von .S*, und di«Be liegeu in cioer Geraden 7»; aUn lwl| 
sich behaupten: 

ä. Hdt eine Schaar von KegelscUniltcn eineSt 
und einen ibr zugeordneten TangenteadurcUscbm 
mein, HO bilden iu Bezug auf alle diese k egelicbiitOj 
die barmonlEcben Polareu dieses Punktes und J' '"' 
monisclien Pole jener Geraden zwei projektivisi 
bilde, in welcbco allemal zwei deniaellien Kegelf 
zugehörige Elemente sich entsprechen, und im 
dere ents|iricht der geneinscbal'tlichea Sekante 
ibr selbst enthaltener Punkt, und dem gemeinsi 
eben Tangentendurchschnitt ein nach ihm setbai g 
richteter »«trabl. 

Eine beliebige Gerade ^ Tverdp von der 
Sekante « von H, S9, S, £ ■ • ■ . im Punkte 6 u 
Dischcn Piilnren a, L\ c', ff.... ihres geineinschaftlicheD Taaf 
tendnrcbsehnittes t in den Punkten a,b,C, )>.... geschnitten, r" 
vorausgesetzt wird, dass a', //, c' .... durch eintrlei Punkt ^|l 
hen; ea seien a, ö, c , tl. . .. die harmonischen Polai 
a, {), c, b fiir 91, iB, ^, :3^ , welche also sämmtlich riutt 



geben müssen; 



ich a, b, c, ))■ 



. gehen; 



ndlich s 



] die Strahlen, 
n o", Ä". 



harmoniscben Puioren des Punktes i für Itl, 99, H, 2^. 



müssen. Diess vorausge setzt, so sehn« 



I is und einzeln w 
nSfürS,»,«,®.. 



uf dieUmfi 
elschnitte 



Mlttelpo 
KegeUch 



Mii 



Ke- 



tikfc 



ihrer Uvolutioi 

«cliHfllichen Taagentev- 
MurcliBclinitte diejenige Ge. 



rühri 

• niHCll« 

chaftli 



Pole der 
cbeD Sek 
iffende Gr( 



■ tSIf). 



n die Darcka 
dieser K.j 
.renzogeordl 
irallelsiDfl, 
itlc, deren j 
ciioftliehen 



t je 



CD Du 



: Pole 



Tallel 
nnd ausserdem d 
schaftliclie Sekar 
jenigen l'unkle, 



, g-e 



ToDgent. 



te, we!« 
Iien foU 
scLaftlic 
chschnÜ! 
ende G 
itten « 



Es seien S, A\ zwei zugeordnete gemeinschaftliche Sekt 
-nveier Kegelschnitte 31, S| und « ein üenselbeo zagenrdbetei 
Ineioscfanftlicher TangeDtendurcliBcbnitt; ferner Hciea a, li diel 
monischen Polaren von h für St, 35: durcli * gehe ein beli« 
«iruhl, welcher 31 in a, a,, 33 in b, t>, ecl.neide; endlich sei< 
«', ; //, b\ ilie TangeDten in a, a, ; b, b,, dpren erstere sich i 
letztere in jS, schneideo; so sind die Geraden a, L mit S, Si 
'Inonisch |§. 5. 5, e.), und die niif a, h liegenden Punkte o 
' gehören einerlei Strahle von » an, nämlich der lugcordneten b 
vischen Polare ran «a tiir % und 9 zugleich, Es werde nun 
beliebige von jenen vier Tangenten, z. B. »', vn , , 
von ti', l', in ff, ff, und von i in (¥, gescbnitlen, so sind J 
I Punkte €, d, mit a,, /!, harmonisch, weil S, S, mit a. ä h' 
»isch, und 2) wenn o, derjenige Punkt ist, in welchem dt« 
monisclte Po'nre von a für SB die Tangente a schneidet, si 
a, a, Wechselpunkfc für 9t. $, also die Punkte d, 6, auch « 
ach (Corullar zu $. 5. 12.), Ebenso aber oucb 



Punkte (T, tr, 1) mit den Punkten 
■ raden //, 6\ mit «/$,, 6 es sind, u 
' weil die barmonische Polare von 

«eben Po) von »/a für @, und d 

*',*', mit jS,a. /¥,a, bannonisrh hI 

tenpaiire S, 6, nnd 

A' und ^ auf S, u 

n. B. w. 



6. Legt , 



L durch ( 



il d» 
it den Punkten' 
von a für S durch j?,, den ban 
nd durch a, geht, also die Gl 
rh sind. Hieraus folgt, dass die 
itisch sind, d. h. dass die Tan^ 
deren a' und i', auf S, coOve^ 



einem Punkti 



liehen Sekante 



jefciger Kegeluchnilte ir- 
fCBiI eine Gerade, welche 
eden derselben in swei 
'spkten schneidet, so tiiU 
en die TangeoteD io die- 



Dkte 



olls 



ea Vi: 

iv^onale mit dem Wech 
iUtrable jeoer Gemden 
le beidea anilereD mit dei 
>nem Taa^entendurch 

ibDilte zueeordneieD ge 
einscbaftlicIieD Sekaniei 
eider KeKelacbuitte zu 
inmeD fallen. 

7, Hat eine Schnnr va 
der ideale Sekunte und ei 
der idealen Taii}i;cD teoilu 

■ bilden dieToD^enten al 
tr dieser Kegel sc hoitt« 
cren BerüLruDgspunkl 

lit dem ((emeinsciiaftliche 
TangeDteDdurchscIinitte 
1 ffci')*'!^'' Linie lieg-en 
n*ei StrabIbÜsrbel, dere 
ptttelpUDkte auf d 
Hinscbiift lieb 
».gep. 



Kegel- 



Seka 



liebiger Eegelaclmitte an 
dieaelbeD swei Paar Tno- 
genten, so bilden deren Be- 
rührungspunkte ein voll- 
Htändiges Viereck, vondes- 

l'aar im Wecbseipunktc je- 
nes Punktes, die beiden an- 

7Ugeurdneten gemeinscbfift- 
licben Tan^eal. " " 
scbnitteo beider 
scbüilte convergir 

Kegelschnitten eil 

:bBcbiiitt gemein, 

so bilden die Ben 
punkte der Tangen 
ebe vun einem bi 

eben SekanM 
Kegelschnitt 
den, zwei G 

" Tan «er 



an alle diese 
gelegt wer- 



sind. 



Da nun tdd allen diesen Tangenten (links) je zwei demselben 
welschaitle apgebürige sich auf dem >VecliHel<<trnhle der Geraden, 
Mche ihre Berübrungepunkle entliülc. scbncidcn, und allemal die ' 
* n einFn, die andere dem andereu der crtvähoten zwei Strohl- 
»Dgebört. so folgt zunächst: 



In jedem Sl 
BCi DBcbnftlich 
HBtend urcbschn 
«äbnteD Scb 
hnitte 



hie de 



fall« 



Pnnktenpnare i.lle 
nerlei KegeUcbnitti 
itimmte Weise an^e 



tte als auf der | 

ebaftlichen .Scka 

hrecliendc Punkte v 



Jeder Punkt der ge- 
nschaft lieben Sekante 
genannten Scbaar von 
Kegelschnitten Ist derMit. 
elpunkt zweier projekti- 
iscbeu .StrahlbÜBchel, de- 
en enlB[precbende Strah- 
Icnpaare allemal zwei Tan- 
nen einen und desselben 



lieben 
schnitt 
Strahlt 



chatllichen Se 

Is im gemeinschaft 
Tangentendurch 
ntsprechendi 



vereii 
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Und du aas ilem mletzt Bemerkten zug:Ieich folfTl, dasB 1 
r der beiden StralilbÜBeliel (links) mit dem vod den hnrinaid 
s g^emeiDSchuftliclien TiiD^entendurchscIiDittes f^eU 
nerspekliriacli ist, and da dasselbe von olleo andereo dert(lt 
- straiitliüscIielD gilt; da diese als» alle mit einem nitd denH 
StrBhl[>iiEcIiel p, also nueh unter einander projektivisch, nnd^ 
vreil im fremeinBulialllichen Strahle eotsprecliende sich Terd| 
|ierspektiviach sind, su fulgt weiter: *. 



9. Alle Strahlen des ^e- 
neinaehaftliclieo Tangeo- 
tendurclischnittea sind auf 
vierfaclie Weise in Anse- 
Lung der Punkte, in wel- 


9. Je zweiPnnkte dri 
meinschoftlicfaen Sei 
sind die Mittelpunkt« 
Stralilbüsebeln, welch 
vierfache Wdse in A 


chen sie die genannten Ke- 
gelacliailte schneiden, per- 
spehtivisch, und in-ar tie- 
ften bei je zweiStralilen die 


hung der an die gesaN 
Kegel. cLnitte geh» 
Tangenten perspektii 
sind, und zwar n^elies 


vier Projektionspunkte auf 
der gemeinsciiaitlichenSe- 
ka^ite. 


vier perspektivti 
Durchschnitte durch 
gemeinschaftlichen 1 



Hieran würdeu sich nun nach eine grosse Menge ran ^ 
über Systeme ran Kegelschnilicn mit einer ^emeinsfhnfn 
Sekante oder miteinem gemeinschaftliclien Tnngcntcndurcliadl 
Und über die dieselben berührenden Kegelschnitte, über Osel^ 
unil doppelte lierührung. durch nelclie letztere erst d 
wickelten Ij^igenschaftea in ihrer grössten Allgemeinheii 
eigeollichen Wesen sich darstellen, endlich Construciinnen i 
gelacliniite mittels sogenannter imaginärer Bedingungselemei 
anecliliessen. Indessen dns hier Mitgetlieille scheint dem f' 
gonge angegebenen Zwecke zn geniigen. Der berühmte F 
der Gesetze, welche liier nngewanitt worden, hat dieselben i 
nere Natur der Sache genannt; dass sie dieses sir 
sie in Einem zugleich Princip, Methode und (: 
der fortschreitenden Betrachtung sind, dafür dürften die ßig 
teo der invulutorischen Gebilde, so unvollkommen t 
Hnmer dargestellt norden, als ein Belag mehr erscheinen. 



xrx. 

lelträge zur systematischen Darstellung der 
allgemeinen Arithmetik. 



Herrn L. BalUuff, 

r der Mitheinttik an der BÜrgtrachule 



iBCD nnil einfache ItcLandluDgszeichen. 

[ 1. Die in der Aritbmclik vorausge setzten Grundbegriffe 

■per Begriff der Grösse. 
■ Der Begriff der Glelclibeit sweier Grijssen. 
HjCler Begriff des Addirens einer Gröise za, und des Sublra- 
nnei' Grösse vod eiier andern. 
^Postulat wird verlangt: 

» GIeJcfaheit zweier Grüssen erkennen zu können. 

iriisae zu einer sniJern addiren und von derselben 

können, wenn beides möglich ist, 

isen Iieissen gleichartig, wenn sich die eine zu 

lem «ddireu nnd run derselben subtrtihireD lästt. Es kann 

lEsehen gleichartigen Grössen von Gleichheit oder Cngleich- 

^ Rede seie. 

Die in f. I. oDgpgebenen Grundbegriffe sind keiner 

!o DeÜDitiiin fabig. I^s muss über durch Gruudeätze so 

ibnen ausgcsiigt werden, doE« der Umfiina^ derselben 

inen festgestellt ist. Die Gesammtheit dieser Grundsätze er- 

ha eine DeQaitian der obigen Begriffe; sie konn »her nicht 

^t eigentlicbe Definition betrachtet werden, da ibr die Form 

ftwlcheD fehlt uud dn keine Auflösung der §. 1. angegebenen 

ihr hergeleitet werden kunn. 

Die zur Peatslellung der obigen Grundbegriffe dienenden Grund- 

he lind aber ebenso willköbrlich, wie jede eigentliche Definition 

I Arithmetik, Hno rechnet eben nur solche Dinge zu den Gree- 

•len nennt nur solche Verknüpfungen zwischen Grössen Addi- 

Dnd .Subtraktion, die diesen Grundsätzen genügen. Mo wie 

die allgemeinen Sätze der Arithmetik auf eine besondere Art 

■ Crossen angewandt werden sollen, muss erst naclige wiesen 

oita, d»s9 auch jenen Grundsätzen durch die betreffenden Defini- 

I» genügt sei. 

'«tläufig satten hier folgende SüHt als Grundsätze nufgesidit 



I 



1 J=iB, B=C folgt die Glei 



I) Sind J, B, C glei 
F UDcl C gleicbartipr. 

II) Aus ileo Gleicbuugcn 

\.4=c. 

III) Eb tat J+B~ C=J—C-hB=B + yi-C 

IV) Aus A = A, B = B', C=C- fülgt .^±ß±C 

V) Es ist A — B + Bz^A, aFso aiicb A-\-B—B = 
\\)EmUt J-^-(Bt^C^D] = A+B±C±D. 

Aus diesen S&tzeu folgt der Lehrsalz; 



VII) A~[Bd 



= 0) = 



\'A[\e diese Sätze gelten alier Dur unter der Vortiussetzung, d 
l'eiiizetDeD lorkontmeDden SummeD und Differeoien nioglieli s 

Dass diese Grundsätze keiuen Widersprucli in sich Belbst 

rihalteD (die etnzi(;e lledingung, die die nillkülirliclie Aulstel 

derselben beschränkt), folgt: duraus, dass sie z. B. für Lih 

gelten. 

$. 3. Ein Bebnnitlungszeichen rst ein Zeinbcn, welches 
Behrcibt, dass mit einer Grösse gewisse VerÜndcrungcu vorgei 
BeD werden sollen, durch welche eiue mit der hehaadelten gl) 
artig'e Grosse entstelt. 

Die kleinen Buchstuben sollen in dem Folgenden Bebnodla 
Zeichen, die grossen GrÜssenzeicben sein. Für beide gilt ( 
kannte Itescbrankuag, dass in einer Onteraucliung ein und den 
Buvbslabe eine unJ dieselbe Grosse oder eiue und ilieselbe Uefa 
lung einer Grosse bezeiclinet. 

Das Produkt X . a oder aX liezeicbnet eine Grösse, wt 
entstelt, wenu man X nach der Vorschrift von a bebandelt. 



Der Quoli. 
Produkt in a== X ist, 



Ode 



X 



eiclin 



i he 






I hat 



= X. 

rdeii, äasa der »oH 
e der Dividend des 4 
Multiplikator oi , 

" dukt oder detil 



kand oder die Einheit des Prudukles 

tienten immer ein GrosBenEei< 

sor immer ein Itebandlungszeichi 

tient bezeichnet eine mit den IHu]li|ilikanden uuer uivia« 

gleichartige Grösse. 

Die Gleichung znisi'ben zwei Behendlungszeiclien: a^i 
zeichnet, dass die Produkte X.a und X.A gleiche Grössen 
(bezeichnen), welche Grösse auch A bezeicbnpt. Etezeicbn« 
eine heslimmle Crüsse, so darf man aus der Gleifhbeit von J 
UDd B . & noch nicht die Gleichheit von a und & folgerm I 
dann ist dieser Scbluss erlaubt, wenn man für £ jede Gräsie sc 
kann , obne dass die Gleichung £ . a ^ E , A aufhört ricbtij 



Aus den Gleichungen a = 
der Gleicbuiig o=Ä fol^t .V . , 
folgt X . 6== X .c. Dttber i 
jede Grosse bezeichnen kann, 

infnchsten Behs 



aoluteo Zahler . 

die durch die Gleicbuugei 



6, d = c folgt ß = c. 
r= A.ii aus der Gleicl 
l auch X.a= X.CiB 
>och « = c. 

gszeichen smd die 






VerTielfacbung der Einheit a 



i.l=A, .\.2=X-t-Ä. X.3=i:.3+A'=X-t>A-|-X, etc. 
Main wertlen. BeicictiDeo p und fr ganze absolute ZuhleD, bq 
reiten folgeDÜe Sülze, die hier Hnr^cerSlirt nerdeii, um eine Giu- 
keilung der BeliandluLg-szeicheD überlinunt darauf zu begruDden. 

I) Aus X== y folgt X.ji= Y.p, und alle Grössen, die durch 
u Zeichen X.p, wo X uud p gegeben e'idiI, bezeichnet werden 
Örfpo , sind gleich. Das Produkt einer gegebenen Grösse in eine 
egebi^De gnnte Zahl isr also voIlkninoiEn bestimmt 

II) Es ist (X±r±Z).;-=Ä'.^zby.pd=Z.;>. 

III) Ka ial X.p.^^X .q .p. 

IV) Ks ist, wie leicht zu beweisen, J — A = B~ii. Die 
IfFerenz zweier gleichen Grössen bezeichnet man mit O und jede 
rösae, die nicht ^ O ist. suli io dem Folgenden eine angebbare 
rösBe heissen. Da kann alsdann als Gruudsati vorausgesetzt wer- 
in, diisB das Hrudukt einer angebbaren GrÖBse in eine ganze ab- 
llate Grösse wieder eine angehhare Grösse bezeichnet. 

%. 5. Sind jetzt p und ^ Itehandluagszcicben in der allge- 
einsten ßpdeutnng des Wortes, bu können folgende Unierschci- 
ingeu gemacht werden. 

I) Ist X eine gegebene GrÖBBe, so sind entweder alle Grössen, 
ticKe durch X.ji bezeichnet werden dürfen, einander gleich und 
n X= F folgt mit Notbwendigkeit X.p:=: Y.p, d. b. die durch 
C.p bezeichnete Grösse ist vollkommen bestimmt, oder die Belinnd- 

r liiDheit, welche ;» vorschreibt, genügt diesen Bedingungen 
Im ersten Falle soll das ItehaotlInngBzeicben p eindeutig, 
ten Falle vieldeutig oder unbestimmt gentinnt werden. 
tne ßpwühnlicben gHnzen Zahlen uud BrScbe sind bekanntlich 
brdentige Behandlungszeichen; dagegen ist 5 + '0:^4 ein zweideu- 
^es Bebiindlungiizcicfaen, indem X .(5-H\^4) sowohl dem SIticben, 
£ auch dem Tfacben von X gleich sein kann. In dem Folgen- 
|ts aallen die einfachen Buciislahen einileutige Behundlungazeicheu 
lün. 

II) Es ist entweder (Xd: 
Ihr diese Gleichung lindet i 

, velche Grössen auch X 
&hl heisseiu 

Ell ist leiobt zu ersehen, dass hier der Begriff der Zahl weiter 

;h geschiebt. No sind hier namentlich 

lejeaigen Uebnndlungszeicben mit zu den Zahlen gerechnet, mit 

'* ' sogenannte sjmheliscbe Rechnungen vorgeniimnen werden 

Fällt z. B. die zu behandelnde Grösse unter die Form 

tyC-^}' wo ^[x) eine beliebige Function vun a^ bezeichnet, so 

! Zeichen -r-, ^i. I da 






zZ.p 
^ rich- 
loll "p eine 



dar.{ ) mit zu den Zahlen, wüh- 

:bt dazu gerechnet werden dürfen. 
X X ,p . c.^ X . ijr .p , Bo sollen p und y 
t ige Keliandlungszeichen beissen; ist dagetücn diese 
nicht allgemein richtig, so salleo p und ^ ungteichartig 




d also z. G 
GsUen Dnler sich; j- und f^^; 
■tionale oder irralionale Zahl. 



nlle 



rationalen und irralio- 
d jede von x unabhäo- 
luss noch bemerkt wer- 



den, tlaia sui der Gleicliartigkeit vou jt uod ^, und vod f i 

keinesnega die Gleicbarligkeic von p and r tolgt. So ist 1. 1 

d 
gleicIiBrti)^ mit a\ a gleicliarli^ mit x. aber nicht -j- mit x, 

IV) Bezeicliuet diis Prudukt einer Jcd^D arii;ebbiirea Grüi 
p wieder eine angelibare Grösse, so siill p ein Bugekbares 
luni^szeicLcn geuuitot werden, p buII über nicht luebr i 
leiaaeo, wenn dus Piudukt auch nur einer eiozigea aagdb| 
Grüaae in ;> = ist. 

So ist -|~ Dictit aDg;ebbar, indem -v-CnJ^j^O ist, obglelck 
nogeLbar sein kann. 

$. 6. Aus den in dem Vorigen aufgestellleo Begriffen erj 
sich mit Leicbtis-keit folKenUe Leiirsätze: 

I) Aus \= Y, a = f..lf;t S..a= Y.t, wenn a und h 
deulig sind. Denn da a eindeutig ist, so folgt aus ^^ Y 
= r.«i aua « = <^ fol^'t r.a= y.Ä. Daber ist X.« = 

II) Wenn a eine Zulil iat, so ist ( A'db r± Z) . o =: 
±y.«±Z.A. Folgt uomitlelLor aus §. 5. II. 

III) Sind und ii ongebbare, eiudeutige Zahlen, so folg 
X.a=Y.l> und a = b uucli X=Y. 

Aus o = Ä folgt Y.a^Y. Ä, daber ist S..a=Y.a, 
0= X. a— Y. ff = (A:— Y).a, da a eine Zal.l. Wä/» 
X — Y QDgebbiir, so müsate, da a angebbar ist, aucli (X — 
angebbnr sein. Da dieses uiclit der Fall ist, so musa X — Y 
uUu X=Y+0^Y+{J — J)=r-i-J — ^^rs6Mf 

IV) Aus X=Y und az=Ä folgt X : » = Y:&, wenn i 
d aogebbar sind. Denn es i«t X:a.a=X, Y:&.6=iT\ 
X'-a ,a= Y: 6 .6; mitbiuj da a und i augebbar nud gleich 
X:a=Y:6. (III) 

V) Bs ist (X±r±Z):a=X:«±r:«dhZ;«, WB 
eine aogebbare ZabI ist. Dean 

(X:«±r;«±Z:«J.a=X:».fldbr:fl.«±Z:«.i 
== X ± y d= Z = ( X zt r d:: Z) : <i . a j 

daher, neil a ougebbar: 

X:a±r;«±Z:« = (Xdb l'rfcZ):«. 

VI) Sind a und & gleichartige Zabicn, so ist: X.e.ia 
.l>.0, X.a:(i=X:6.a, X : a!i= X : Ä :«, wenn alle^ 
menden Divisoren angRbhar sind. Der erste Satz fulgt nus i\ 
klarutig gleicburtiger Zahlen. Für den zweiten hat muo X.hM 
= X : . ö . a ^= X . a ^ X . a-.&./i; also , wenn i a 
X' li . a = X . a i /i. Aehnlich ist der Beweis für den i 

Ist a eine angebbare Zahl, so ist X , a ■ a ^ X:a-f^ 



Man durf ab 



nicht unbedit^t setzen; (A^)' 



dx- 



= A(Xiä 



UebaDiltungazeiclieD. 

$. 7. Sind 0, li, c einfaclie Beliandlang'szeiclieii, so ist <i±j 
±c ein UehatidluDgEzeiclieu, welclies vorscLreibt, düss die Einbeit 
■it o, mit und mit c mulli^licirt uuil dusa die entatelj enden Pro* 
Juki« addirt oder aubtrabirt werden sollen. a.b:e scbreibt vor, 
4iiB die Einbeit mit a mulliplicirt, das ErgebDiss mit b mulliplicirt,' 1 
lud da« jelxige Ergebniss durch c dividirt werden sull. Die De&- 

D dieser Xeicbeu ist dnlier eoihalten in den Gleichuneen: 



It Blieb 

ergiebt 



c , K.. {a.b -.€]■= X.a .' 



ft«a diesen 

rmtionaler 

sieb leictit zeiget 
I lebandluiigäzeicheD sind , 
f limren vorkommen. 

%. 8. Lebrsätze: 



leicht die Bedeutung zusammengeaets- 
as einTacben BebaniJlungBzeicben. Fer. 
dasH a^&dzc und a.b:c eindeutig« 
enu in den lelztem nur ang^bbare Di- ■, 



b = b\ e = e fo^t«±Ä=bc = fld 
! — c = a — c-f-Ä=AH-a-^c etc. 



. I) Aus a : 
[,U) Es iüt 
IUI) «^-Ä— *!=(», « — i + i:=a. 

kl?) B-K^ + y — »)=:«-|-^ + y — ». 
fV) a — (a: + y~x.) = a — x~jf-\~%. 

\ dieser Sätze sind eiuandei 
i B. für i\.: 



t äbniicb. Sa tU 



X.(«-i-Ä-c}=X.ff-t-X.i— X.e; 



i.o+X.Ä~X.c=X.«— .\.«+X.*; 

iibfr ancb ,T. {a + * — c)=: X . (« — c + Ä). Da hier aber of- 

nbar X jede Griisse bezeichnen kenn, so folgt aua der Erklärung 

ler Gleichung zwischen Behandlnngszeicben a-^b~c = a—c-\-S.. 

' \\) a -\- t — c ist eine Zahl, wenn a, 6, c Znblen sind und 

ij btffit jeder ZabI gleichurtig, welche mit a, &, c gleicbartig ist. 

Beweis. Es Ist 

:r).a+(X=br).Ä— (x±y).c 

b y. o-H X.Ä± Y.6~ ,\.c=F r.« 

+i—c)d=y.{a-i-&—cy, 

f lilUn igt « + £ — c nach %. 5. tl. eine Zahl. 

IeI m eine mit a, i, e gleichartige. Zahl, oo ist 
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X.m.ia-i-6 — c):=X.m.a-\-X.m.6—X.»i.e 
^X.a.m-t-X.&.m — X .cm 
=z(X.a + X.6—X.e].m 
:=X.{a-\-l> — c).at; 

dalier iat auch a-i-& — c mit m gleicbartig (§. 5. III.J. __ 

ist ein BehuDdluDg&zeicIiea , deßuirt ilurcb die Gleichn 

X.0=^ 0, wo X jede Grösse aciu kiiDD. Es eri^iebt sich hie 

dass ^ dpr DifTereoz zweier gleiche» Zulilen, aUa auch eine 

uud mit allen Bodern Zahlen gleichartis Bei. 
$. 9. Lehrsätze: 

I) a.h-.c \iX eine ZuIjI, neuD a, l>, c Zahlen sind, undt 
mit jeder Zulil gleichiirlig, welche mit ei, b, c gleichuriig ist, vofl 
aUE^eaetzt, diias alle in diesem Ausdrucke vorkuuimenden Divisurei 
augebboi: sind. 

Beweis. Es ist, wenn a, b, c Zahlen und c aneebbar: <J 

-i-r).(«.*:c) = (Xd= r).o.(J.c = (-V.«± r.ff).i:i 

= (X.«.Ä=br.o.Ä):c = X.a.Ä:c±r.«.Ä:c = ä 
.{a.b:c)^Y.{a. ii-.c); also a . l, : c eine Zahl {$. 5. llj. ., 

Ist ferner m mit a, b^ c srIeichartiB;, st i^t X.ia , b : cS . 
= X,a.bic.m = X.m.a.b:c = X.m.{a.b:c)i 
a .b : c mit m gleichartig ($. 5. III.). 

II) Siod a, b, c glelcliurtige Und aDgeljbnre Behnndlungn 
dien , so ist X : (a . b : c} ^\. : a : b . e. Denn X : 
, b : c -^ X ^ X '■ {a . b : c) . a . b : c, wuraua sich leicht der 1 
satz er}(ieht. 

III) Aus a ::= a\ b= b', <; = c' fol^t , wenn die Divisoren' 
^ehbar aiud, u . b : c ■^ ^ . b' : c'. 

IV) Sind a, b, c gleichartige Behnndlungszeicben und e 
gebbar, so iat u . b ic^a:e . b^\ c . b . a etc. I 

V) m.{a.b:c}=.m .a.b.c, wenn die Divisoren aogej 

VI) m:{a.b:c)^m:axb .c, wenu die Divisoren an^ 
und (X, b, c gleichartig sind. 

VII) {a±.b).m^a.m:^b.m, wenn m eine %M.. 

VIII) {a^b) : m = a:mz*=b:m, wenn m eine angebt 
Zahl. 

IX) «.(«±Ä)r=m.od=™.Ä. 
Die Beweise der Sätze 111. — IV. s 

So iat für III. X.(a.Ä:c) = X.».Ä:c, X.{a:c.b) = X.a; 
Unter den Voraussetzungen des Lehrsatzes ist aber X . , i 
= X.a:c.Ä: dalier auch X.(a.Ä:c)=X. («:<;. Ä), " ' 
sich hier Tür X jede Grösse gesetzt denken kaoo, so ist 
Erklifrung der Glcicbhcit a .b:c:^a -.c .b. 

Ans den Sätzen der beiden lelzien Paragraphen ergicbt 'i 
dnss jeder ralionule Aufdruck aus ganzen absoluten Zahlet '' 

einem Ausil ruck von der Form _ 1 ist, wo a, b, c, d ganze') 

len sind, vorausgesetzt dass in dem Auadrucke 

TisorCQ vorkommen. Es wird tiahci a 

Summe nnd die Difl'erenz zweier [ganzen 

berecbiien koune. Bezeicbnet (+ar) die Summe + a'unil {-4 

die Differenz — a, so ist ulso jeder rationale Auairuck aus gaii 



^ 



Eahlea =d= — , also'gleicb einer reellen, ratioDalen Zahl. Bier- 
ins folgt dann wieder, doBs auch jeder rationale Ausdruck aus reel- 
10, rationaleii Zablen =: einer raliooaleti, reelleo Zahl ist, immer 
iBter der Vorausseliung, dase nur uugebbure DiviHoreD vurkomtuetk 



C. Cngif 



chlie 



i und I 



OD Gri 



3 Zahli 



; absolu 



^, 10. Zwei GrÜBSea beissen einatimmig, wenn sie in allen 
Iren in Betracht koiumendeD Li^enBcbufteo iibereinatiniineii und 
acb Dur durcb ihre etwa verschiedene Grüsse von einander unter- 
Kheidea. Sind '^ und Zf zwei eiusiimntige Grössen, und ist^ — ß ' 
uae mit uJ und B eipülinimige aogehbare Grösse, so beisst ^ deat 
ibaaluteo Werlbe nach grösser als ß (val. abs. .^>vol. abs. B). 

2ur oäbern Busliinmung dieser Begriffe dienen fulgeude Grund-' 
nde, die also zu den in $. 2. uDgel'üLrtea noch hinzukomneD. 

I) Die Summe mehrerer einstimmigen Grössen ist mit den ein- 
nlaeD Theilen einstimmig und angebbur, wenn nur einer der Tbeila 
Mpbbar ist. 

H) Zwei einstimmige Grössen sind entweder einander gleich 
Ifer die eine tat grösser als die andere. 

III) Von jeder angebbaren Grösse lüsst sieb ein Vielfaches an- 
pben, welches grösser ist als jede mit ihr einstimmige Grösse. 

Üer ii) $. 4. IV. angenommene Gruudsatz ist eine uuniiltelbara 
icbt also als Grundsatz nicht weiter beriicksicbligt 

Ans den eben angejtebenen Salzen lassen sich die verschiedenen 
Arsälze über die (lu^leicbbeit eiuslimniiger Grössen mit Leichlig- 
nix berleiten. 

$. II. Ist die durch \' . m bezeicbncte Grosse immer mit X 
|iltiinnii£r'. so Iieisst das BehaDdlungszeSchen m ein absolutes. Ein 
lldandluags^eicben vuii der Form 0-i-m heisst ulsdaun ein positiv 
r Form — m ein negatives BehandlungszeicbeD. 
Il btiast grösser als & oder kleiner als 6, jenachdem a — £ eiacia 
"iMliven iider einem negalivco angebbaren Beliandlungszeichen ' 
ttcb ist. 

Die uns diesen Definitionen sieb ergebenden Lehrsätze über dia 
inUicbheit verschicdeuer Behandluo^szeichen sind bekannt. Nur 
Dtinen Umstand muss hier noch iiufmerkaam gemacht werden. 



• Icr rpfileichlicit i 
arhliessen , di 



WM 



a und & darf man i 
a"^ li oder a -^^ b ist. Wenn a und b 
) ist dies bekunnt. Aber auch die Zahlen 






von beidei 



grosser i 



e Differenz 4- keine augebbare Zahl ist. Ist E.a^i^E.A 
^It diese Beziehung nur für di« ci ne Grösse E, ao kann man 
• BOcb nicht schtieisen, dnss auch a'^fi sei. 
»i 12, Es ist J = ö, wenn A - B md ß — J kleiner ist 
!e mit A und ß einstimmige angpbbare Grösse, wenn ^ und 
ntimniff sind. Denn wäre A nicht ^ ß, so wäre .4 ^ ß 
^>A, also eii,e der Differenzen A — B oder B — 4^ eine 




Das absolute Beb&DdluDgaseicIieD » ist gleicL 6, weoa aoHoliI J 



« — Ä, als 



ucl. b - 



jede I 



I aa grosse nba 
(tanie Zahl Lezeicljoen kaon. Deun ist X eioe Itelietiige Gi 
80 Ut X.{,a — b) oder X .(l ~ a)'^X .—; also anch I 
— X.Ä öder X.Ä — X.» dem abaoluleu Werlbe nach _ X 



Da Aber X.~ kleiner sein kann nla jede 
frebbare Grösse, so ist X..a=\.(,, und d: 
X gitl, »o ist a^= fi. 

$. 13. In dem Vori^eD war Bciiun von 
suluter Zntileu die Rede, in deoeu der !t) 
der Sub^rnliend. Es müsseo uuu zunäclii 
betrarbtet werden, deren Produkte in » 
wirliliche Bedeutung haben. 

Bctraclilet ninn eine Grosse X, in 
Grösse A udilirl dieselbe vergrösiert «dt 
X eine ulgebraiache Grössej und zivur i 
genannt werden, wenn A -^ IC^ A; e 
■*^ A ist. Eine Grosse, welcbe uiclit 
zu einer andern geducLt wird, und nun 
eine nbaejute Grfis^e beissen. 

Di« algebraiHche Grüsae X muss ofli 



mit X einBlimni^ 
s dieses für jeda Gl 



n DifTeretixeR 

Minuend kteiuer war 
: diejenigen tiröasea I 
liebe uegative ZkLIm 

ofern sie zu einer ■■ 
' verkleinert, so nesnl 
iitl X eine positiv» Gl 
:ie negstive, wenn A^ 



gen. 



rerdei 



indei 



Dit A t 



1 A Hddir 






lokliei 
ntlicb äucb ^ selbst, 

Rleicba 

werden kuoD (§. l.)f 

sonst bei ihrer ' 



ist al)i 

tion keine Verkleinerungen von A bervorbringen koDute (f. 
Das passendste Beispiel fiir diese Verliältnisge giebt das bekai 
ober etwas niodilizirte Beis|iiel von Vermögen und ScbulUen. 8 
man dns Vermögen einer Person als die ubselnte Grosse ai, 
sind die Einnslimen dieser Persuo positive, die Aua§;aben negi 
Grössen. Sieht man den Scbuldenslnud dieser Person alg abt* 
erhält es sich umgekehrt. 

loll A diejenige ubsoluie Grösse seis, A 
kleinerung betrachtet wird; X Y, Z 
Ben beseicbDcu. Es gelten aladano feig) 



In dem Folg 
Vergrösser ung od 
sollen ulgebraiscLi 
Dellaltionen: 

I) Es ist X = 



', wenn A -\- X := A + Y. 
IJ) Der Ausdruck X+ V— Z wird definlrt durch die 
chung ^ + {X+ F— Z) = .-/+X+ y— Z. Diesel 
tionen sind aber nicbt mehr rein willkiibrlich; es noss im £ 
theil gezeigt werdeu, dnse sie den in $. 2. aufgestellten ( 
Sätzen genügen, wus iibne Schwierigkeit angeht. So ist 
XH-(r— Z)= X+ y— Z; denn 

^+rx+(y-z)[=/i+x+(y-z)=j+x-Hy— z, 

^+(X+y_Z)=:^+X-l-y— Z |-.»(UeEI 

A-\-{X-\-{Y—Z)\-=A+\X-^Y~Z\; 
also 

x+(y-z)=x-t-y— z.... (Def.i.). 

Es ergiebt sieb aus diesen Erklärungen unmittelbar, diM i 
gleiche angebbare Grössen entweder beide posttiv oder beide ■< 
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6* *lad. BtiTigt die Addition von X zu ^ keino VeräDileruüe; von 
A trerv'or. so ist X^ 0, was uomitcelbar aas der Rulaiion .'!■+■ X 
=^^J-+- folpt. 

^. 14. Man erbält also den Befi^riff ciaer pusitiven Grösse, 
wenn maa sich eine absolute Grösse \ mit der Ki^eascliuft baliaf- 
l«t denkt, bei ihrer Addition za ji um die Grrisae A lu TergrÖsBern, 
and ebenso erliält maa eine Deg'ative Grösse, wenu man sieb die 
Griiase X mit der EigeDscboft bebaftet deukt, ^ um X zu verklei* 
nern. Vie auf diese Weise aus der nbsoluleu Grösse X entsteheude 
positive Grösse soll mit \-*; die eutstehende negative mit X'~ be> 
■eichoet werileu und X soll der abdulute Werib von X^ beisscn. 
K» i»t dano J -\- X->-= J -\- X, A~h X~ = A — X. Es ergeben 
ricli ferner leicht fulgeode Lehrsätze: 

l| A:++ r+=(X+ >-)+. denn Jl-i-(X-^+Y+) = J+X 
. V, ^ + (X+F)+=:^-^-X-|~r; daher .:/ + (X++y+) 
=^-|-(.V-|- Vl+ oder X+-1- y+ = (X-l- Y)+. 

II) i--i-y- = (.VH-ii-. 

III) X++ r- = (X~ Y}+ oder =(¥—X)-, jenachdem 
X:^r oder Y:>X ist. 

IV) X— y=*==x+FF. 

f. lä. Sind X und Y zwei einstimmige Grössen und bezieht 
nch das üinzufüfiea der Zeichen + oder ~ auf die Verßrosserunf^ 
oder VerkleiaeruDg' derselben absoluten Grösse, ao sind X"*" uod 
X~ nicht mehr einstimmig, iudeui sie sich uocb durch etwas Ande- 
res «is ihre verschiedene Grosse unterscheiden. Dagegen dürfen 
X*- und Y+, SU wie X- unJ Y- noch als einstimmige Grösseu 
betrachtet werden. Vm die Zulassigkeit bievon nachzuweisen, musa 
nseigt nerdcn, dass diese Grossen den in §. 10, autgeslellten 
fjrnadsätxen genüu;eu. Es ist aber: 

I) (X+-I- y+) = (x+ y)+,(x-+ y-) = fx + y)-; also 

Ü beitlen Fällen die Summe einsllmini{j; mit den TLeileu und aa< 
nltbar, wena einer der Theile ancetbar ist. 

II) Es ist X> y uder X=Y oder X< Y, also X= Y~i-V 
(der X= y oder X= ¥— V, wenn V eine mit X und Y ein- 
«inmige anf^ebbare Grösse bezeicbaet. Daraus folgt aber, dass 
X-*- = Y-*- -I- F+ oder = y+ oder ^^ Y^ ~- r+, so wie dass 
X-= y- H- V- öder = Y- oder = y- — V- ist, d. b. duss 
dem absoluten Werlbe noch X+ entweder ;> Oller = oder <! Y-*- 
■«4 X— entffeder >■ oder = oder -< Y- ist. 

I III) Es ffiebt ein Vielfaches von X, welches arässer als y, so 

\*iu als» ftX= y+ r ist, wn V eine mit X und y eiastinmi^e 

Cfa>»e bezeicLoel. Daraus folpt aber mX+ ^ Y-*- -\- F-*-, »X— 

■^ Y- •+- y- , so dass es ein Vielfaches von X^ gieb|, welches 

i absoluten Wertbe auch grösser «Is Y^ ist. 

Jede negative Grösse ist gleich einer Ditfereaz zweier positiven 

in welcher der Subtrahend dem absoluten Wertbe nach 

ils der Minuend ist und ein ähnlicher San lässt sich such 

tpiilive Grössen oussprechen. So ist X-= y+ — (X+ Y\+. 
•t man hei der Bezeicbnuaer der positiven Grössen den Acceot 
weg, so ist X+ = -H X oder abgekiirzt = (-f- X), X" 
e—X = (~~ X). Ist a eine beliebige Zahl, so ist 
J) «.flt = (X— X).o=X.a— X.o=ft 
■11) X=t.f+«) = (O±X).(0-|-a) = (±aX). 
III) X*.(— ff) = (ö=tX).(0 — «>=(=t:«X) ««!;'• 





womit sDgleioli nachgewie»!) ist, daai das l'roclukt einer 
Beben GröBHd in eioe neE^ntive Z^LI, d. h. ia eine Differeni 
ubsuluten Ziililen, deren Minuend kleiner iat als (ler SuhtnUil 
e\ue ffirkliclie BedeutuDp: bnbe. Die Sälze über die Produkt« i 
Qoolienlea positiver uail negativer Zabien laaseu sich aui 
oben gegebene» Brklärung der pusiliven und negativen ZaLlea 
l.eicbtigkeit herleiten. 



4. 17. Kin( 
gewisse BediiiguDgeD 
lungsieichen, welcbe d 



] Beliandlungszeiclien lieisst 1 



ulle 



r Bebl 



i diesen Bedingungen genügen, einander gli 
uder eip BebundTuniiszeichen lieisat gegek 
wenn sie entweder unmittelbar vorliegen, oder nenn man docbr 
mittelst der gegebenen Bcdingunpen eine Grösse oder ein Bekii 
lungsxeicLen bericileu kauD, wekbes di^m in Rede steLenden ^t 
ist. In dem Fulgenilen soll aber eine Grösse sclion als geg^ 
ungesehi.'n werden, wenn man eine Grosse darstellen kuttii, de 
Cnterschied vun der eigentlich zu bestimmenden dem absalN 
Wcrtbe nacb kleiner ist als jede nocli so kleine, gegebene, en^ 
bare Grösse, dnler ahnlicben Verhällniasen soll uucb ein Bebft 
tungszeicben als segeben angeseben werden. 

Ist .4^, J„ A^....J„ in inf. eine unendlicbe Reilie von Gl 
sen, so beisst diese Reibe eine uueudlicb klein wcrdeniie, wi 
Kich in dieser Reihe ein Glied anheben läest, von welchem bd i 
folgende Glieder dem obsdlulen Werlbe nacb kleiner sind als] 
gegebene noch so kleine angebbare Grösse. Die Grösse !( Ii«i 
die Gränze der Reibe J^, A ,, J^ . .. . J^ in inf., oder es ist 8 

'\\^J„, wenn die Reihe M — .^, S-^,, St--^, .... «— J 
inf. eine unendlich klein werdende Reibe ist. Bekanntlicfa be^ 
aber nicht jede unendlicbe Keibe eine Granze, sondern dia B 
kann aucb unendlich gross werdend sein, oder die Glieder kÜt 
z^iscben gewisseu (irnasen immer bin und her gehen. 

Wie diese Begriffe sich auf Bebaudlnngsieiclien ausdehnen 
Ben, ist leicht xn ersehen; es tritt aisdiion an die (Stelle der bdi 
big kleinen «ngehbaren Grösse eine beliebig kleine, gegebene, 1 
gebbare sbsoluie Zahl. 

Für die unendlich klein werdenden Reihen und für die Reib 
welche Grunzen besitzen, lassen sich leicht die in den folgend 
Formeln ausgedrückten Sätze beweisen: 

I) Ist lim .^„=0, \\iaB„=0, so ist auch linir.<^„±i 
= 0. 

II) Ut limn„ = 0. \\m6„ = a 
\m(ti«.fiH)=.*i, lim(.^„.0„)^O; wenn nicUt 11 

III) Jim(,^„± B„) = \\mA„ ± lim Ä„(denD lim (31 — .; 
= 0, lim(S9 — Ä„)=«, also lini({ä±S) — (^„zt Ä,))=: 1 

\\)\\m(A„.m^) = \\mA„.\\m a„. lim (o„ =b Ä,) = li« 
±limA„. !im{o„.*„) = lim«„.lim V 

V) 1im(v/„:£„)=lim.^„:lim/'„, liro(^„ :M = Um «„ : iin 
wenn nicht liui£„^0 ist. 



nicht liu 
Ist von ei 



r Grösse ausgesagt, dais sie die Grauxe « 
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ndlichen Reibe ^^ai -' -^n ia\n{. sei, «o ist diese Grosie voll- 

tonDieii bestimmt, voruuä^esetzt , dass dieae Reihe wirklieb eine 
GräDze besitiU Deno sind die beiileu Grüsacn % uod S GränzeD 
Jieser Reihe, so ist \\m{%^J„)= O, lim{S9 — J„)= 0, also 
«arh 111) li>n(a-») = lim[(a- J„)-{S — ^«)1= 0, „«■ 
affenbur nur müg'licb ist, neoo 91^39- Ist eine Meiliude gegeben, 
nach wclcber miin Bämmltictie Glieder der unendlicbeo Reihe ßtiden 
liano, Bu ist die Gräme der Reihe auch als gegeben anzuaeben. 
Auf ganz ühnliehe Weise kaan such ein Bebundlungszeichea als 
II.. — „_.;.i.„_ !.„,»: — [ yj,j gegelieu 



Gräaze ei 
werden. 

Endlich 
gleiche G'rÜDieti huhra 
werdende Reibe ist, vi 
lilz^-u. Denn ist lim ( 
lin(ff„ — *„) = odi 



Behar 



1 bestim 



ient noch bemerkt zu wi 
nn ihre Dilferc 
:Q;'eset£t, dass 
-6„) = 0, so 



i Reibe 



IX eine unendlich klein 
lie Reihen Gräozen be- 
ist Mm an — Üin 6n ^= 



l<:iD Behoedlui 



■UDg' vorgenam 



<ng ka. 



<t nneb dem Frühem ein Zei- 
r Grüsse eine beliebige Ver- 
Diese mit einer Grüsse vor- 
der uns einer Reibefolge von 
eiuzelnen OperntioneD zusammengesetzt sein uad diese Reibe der 
nit der Grüsse vorzunehmeudeu 0[)erutiuDen kann auch als ohne 
Ende fortgehend gedacht werden. In dem let: 
Bebandlungazeicbeu ein Iranscendentes oder e 
^oannl werden-, die Bedeutung einer solchen T 
■ber zunächst naher aus einander gesetzt werde 
Sclireibt ein Behandlungszeiclien « vor, dai 
cioe uoendlicbe Reibe von Oiivrnllunen vorgenu 
M s»11 Ans Produkt eioer Einheit in « die Gra 
ndlichen Reihe von Grossen sein^ deren Gliedei 
■an mit der Einheit zuerst die erste, dann dii 
dion die erste, zweite und dritte etc. etc. der d 
kenen Operetionen vorniinint. Beileuiet also s di 
beben Anzahl von Tlieilen bestehende Summe a, + a, +<r,-4 
«,+ in inf., so bedeutet .\ . s die Gräaze der unendlichen Ri 



Falle soll das 

Trunscendeote 

idenlen musa 



uze derjenigen ui 

! erste und zweiti 
urch * vorgesehrii 



Bedeutet < dai 



X.Oo. 



„ + «.), X'.<ß„ + /r, +«,).... 
, +o,H- + a„) in iuf. 



. \'.^„.o 



inlencbtend, dass das l'rudukt einer Grösse in eine Tri 
e nach ITmsIänilen etwns. Mögliches oder llnmöglicheg 6< 
kann, dass aber im ersten Falle dns Produkt X . « bestimmt n 
pgeb«n ist. wenn e» die Glieder der entstehenden Heilie sind. 

In Rianehen Fiillen ist eine Transcendente bekantitllch ein 
Hdliclien Ausdruck aus einfachen Behandlungszeieheo gleich, 
endliche Ausdruck * ^ 1 -+- ic -f- .r' -H ir' -t- . . ,. 
inf.. wo X eine absolute Zahl sein soll, so ist zuers 
tVenfaKs ein absolutes Behandlungszeichen. Aus der Erklärung i 



ZekhcDB « ergiet't sich nber m 
cIjdd^ entbält aber utTeubar ein 
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iiitfelbar«:= ! + «.«■ Diese 
a Widerspruch 

<]nr>a l -h ^ ■ » >■ i- 1° dieiera Falle kann 
Reibe keinem eodliclien Ausdruck gleicb 

erhält mau Dumittelbar » :^ .^-^ — . 

Eben so gut wie in der Aufgabe die Reibe I +.»;*-}- 
inf. 2u summireD, ein Widerspruch liegt, weiiD •■*:^i >Bt, 1 
Bucb in dieser Auf^nhe noch eiu Widerspruch lii-gei 
ist, Reicher urr nur bei unserer UntersuchuDg entg-nngen wäre. 
Es ist daher durchaus nothtveDdio;, die Richtigkeit iles oben anC 
analytiBcheui Wege gefundenen Reinltütes auch noch syntbetii 
' ------ ■ , vorliegenden Falle geht di' 




mlich: 



i freilich leicht 






= J.{1~ 



. + ^--1) + -^ . ,— 



Da di 

Seiten 


sea gilt, 

die Grä 


welche gance Zah 
nzenfnr« = =one 


» ist 


UDd 


kann inaD 
rbält: 


auf beul 


-*• 


-^ = 


\m^.{l + a^'i-x 


-+-■. 


• a^' 


-')H-J.I 


"Ä 


Ist ab 


r.r<l 


so ist lim j^ = 


0, daher 














- = limM.(H-„ 




*-f- 


...H-Ä- 


-') 






= ^.0-*-^~h 




af-f-.... 


in inf.) 


oder, 


da ^ jed 


e Grösse bezeichnen 


kann 








i 


~ = 


+ ^7+0:' + ^' + ... 


+ a 


" + .... 


IDf. 



;; 



Ich koDD hier die Bemerkung uirht unterdrücken, dass streii| 
genommen jede Auflösung einer Aufgabe, welche auf anuljtiscliei 
Wege, 7. It. durch die Auriösuug von Gleichungen gewonnen tflj ^ 
nocii eines synlhetischeu Uewcises bedarf. Ich glaube, dasi in dia i^ 
ser Hinsicht die Analogie zwischen unserin jeUigeu analytisch«! k 
Verfuhren und der Analyse der Alten grösser int, als mau es ge« 
wöliolicli anKunelimen scheint. Wird i. B. eine Gerade gesucht^ 
welche gewissen Bediu°ungen geuugen soll, so nimmt man bei dei t 
Aunlvse der Alten hekunutlicli an, man kennte diese Gerade scliDN . 
Aus den gegehenen Bedingungen der Aufgabe sucht man aisdaRi * 
andere Bedingungen herzuleiten, deuen man durch KoDstruktiol l| 
leichter genügen kann. Aus zwei Ursachen kann nun 



reni * 
■.bti .(, 
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HB Weg^e gefiiodene Auflöau 
tiDual den BedingUBgen Her 
tine Gernde p;enÜgt werden, i 
t\a Fehler liefet; oder es k«[ 



lg* fehlerhaft sein; es k«nn nämlicb 
Aufgabe vielleiclit gar aicbt durch 
1 dass sclion iD der ersten Aunahme 
Den bei der UmfonnUDg der Bedin- 
fUDffen g-eniaie Itediiigungen verloren gegnngeQ seio, so dnss zwnr 
tie konstriiirte Gerade den atigeleileten , aher nicht mehr den ur- 
tfrüiifrlicbcD BcdiaguDgen der Aufgabe genügt. Bei dem jetzigen 
inalytiaclien Verfnliren liegt schon darin, iIrsb man das Gesuchte 
dorcli ein einfnches oder zusammeogeseliteH Zeicbeo beieichnet, 
(ine seilen a priori begründete VoraussetsUDg, die Aen Bedingungen 
der Aufgabe widersprechen kann, uuii dass dieser Wiilerspiiicb im 
Verhiuf der Untersuchung sieb oicht immer 7U zeigen bruurbt, hat 
die Theorie der unendlichen Reihen genugsam gelehrt. Was dpn 
ttreiten Punkt anbetrifft, so hat man immer festzuhalten, dass die 
jurch die Anatjse ahgeleilelen Bedingungen ewar eine nothwen- 
dlge Fola^eruDg aUs den ursprünglichen der Aufgabe, aher nicht 
umgekehrt letztere aus ersteren sind- Das Gesuchte mnsa den ge- 
folgerteo Bedingungen genügen, nlier nicht alles, was den gefal- 
/ eerten Bedingungen genügt, genügt auch sämmllichen Bedingungen 
I der Aufg'ahe, Hat man aber keine un&tatthaften Voraussetzungen 
f aber die Natur des Gesuchten gemacht und kann man den gelbl- 
■ gerten Bedingungen nur durch eine einzige Griisse genügen, la 
■Dss diese auch sämntlichcn Bedingungen der Aufgabe eenügeb. 
Giebt es aher mehrere Glossen, die des gefol^orlcn Bedingungen 
^nüg-en, so ist es immer noch zweifelhaft, ob ouch alle gefunde- 
Den Grössen sämmtlicben Bedingungen der Aufguhe entsprechen. 
Bat man endlich über die Naiur des Gesuchten eine unstatthafte 
Annalime gemacht, bu können durch diese gewisse Bedinftungen der 
Aufgabe ersetzt sein, so dass auch dünn die Besiimmtheit der Auf- 
~ ' " " Richtigkeit des Gefundenen ahgiehf. 
inen Ausitruek /'(x) zu finden, wei- 
der Bedingung /•(2:r)=/(a:). ^r) 
' die unerlaubte Annahme, 4aes _f[x) 
die iileniische Bedingungsgteichung 
welcher durch a = genügt wiriT, 
elebes ganz bestimmte Resultat aber 
ihr der ursprünglichen Aufgahe genügt. 
^. 19. ßln Bebandlungszeichen a heisat durch Annäherung ^e- 
>n. n'enn eine Methode gegehen ist, mittelst welrher man eine 
I, so ilass der ohsulute Werth von a — a 



l«sung kernen ueweis lur < 
tiegt z. B. die Aufgabe vui 
(ber ^= e-' ist. so muss diei 
teniigen. Macht mnn nun ii 
^ I -(- ^a: sei. so erhalt 1 
l -t- 'iaar = 1 + 2ff;r + . 

hielte /(;r) = l, 



afl'enbai 



icht n 



' flndei 



: gross auch die gai 



gegebenes Behandlungszeiehen soll 
, obgleich es uuch einer rationalen 
»tioDule Behandlungszeiehen gellen 



. rtlionale £uu 
^■ftlainer ist al 
HwL Ein < 
I^Hn irrationales genannt we 
VZrtl gleich sein kann. Füi 

V tlsdann folgende Lehrsätze. 

I 1} Jedes irrationale Behandlungszeiehen a ist eindeutig. 

I Beweis. Es ist zu zeigen, dass ans X=Y folgt X.a=¥.a 

).A. i.). Es sei a' ein bis auf — angenäherter Werth von a und 

^^^ir, Ol» die Begriffe festzustellen, a'<^a und X positiv, ao ist 

^■|<a<r a +-^, also X.a'^X.a'Sx.a + X.—, Y.a' 



un a' uud --- als ratiimale Zali1i| 
i d. b. ™l. ab!. (X.o— r.| 



+ r.-i2v.«^y,«'. D> . 

eiadeutig sind, so ist X . «' = 

X, — . Da nun X. — dem absolutcD Werlbe ascb kleit 
koDD als jede an^ebbare Grosse, so ist \.a= Ti.a. 

II) Jedes irrationale BeLaodlungi^zeiobea ist eine Zabl. 

Beneis. i:s ist, Weoa man die Bezeicbnaoir des i 

Satzes beibebält, za zeigea, dass (X ± V) , « ='X . a d 



V) 



„, < 



(X+1).. 



:(-'<- 



(J. 4. II.). Nua ist(X- 

. (a'-t--^) .... (1). Ferner X.(« 

y.{a' + -^) ^ r.a^y.«'; also, da «■ und <^-\-~ Zabhi 

■lad, (X+y).K+-s-)£x.«+j'.>.^(X+y). «•....(* ; 

Ans (1) and (2) folgt aber — (X + I) . .i- ^ (X + D .J \ 

-(X.«+y.«)^(x+y).^i «itbio, j«(XH-jT.i- ud 1, 

_„ kann, als iede ansebbare Gross« 

+ y... 



0< 

) kanD, als jede angelibBre Gr 
- r+ r= -Y, ah 



X.ä 



tip. (X — 1") . « ■ 



ist mit jeder Znhl m gleicliartij 
len g-leicliirrtig- ist; also auch n| 
id ileuzufulge wieder mit »Hen iir ■! 



r ist X - 
daber nach dem e 

= x.«i Biso (x-r).. 

lil) Kiae irrationale 
welclie mit allen ratiunali 
allen rationnlen Zahlen se 
rationalen Zaiileii. 

Beweis. Es int zu zeia^en, dnsa X . »t . ai= X .a. m (f,4. 
NuD ist, wenn man der Einfacblieit wrg'eo m als positiv 

X . {«' + -^j . «I ^ X . « . sw ^ X 

<x.-.„.+i,. 

ist aber X . o' . » = 
X . « . -^ 2 X . « 
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X . *» ■ *»'__ X .-M.'l 
VorausaetzUDgep des Lehrsalzea so Folg) 



IV) Eline jede irrationale Zslil ist 
Es gleit also keine irrationale Zahl, d 
bare Grosse :=0 ist. während eine an« 
cirt ein angebliarcs Produkt f;ielit. 

Beweis. Ist E eiue bestimmte ai 

Grösse und \%tE.a=0, sc 
__Wer(Ii von m irt und E als 



M = X . 
— X..m.-—, als« X . a ^1 

oder i 

an„rei « 
Grösse mit ihr mnltipli b 

illkühf 
ist, wenn a' eiu auf — angenäbei 

betruditet wird, a — "^ < * „ 
i 



Iso —B. — <iE.(a' — a)=iE.a—E.a<:E.- 
■i'lIiiD auch —E. — <.E.a'<.E.—. Da a' eine rationale Zaiil 
!n, so kADn inaD a' = =b~ ielzeu, wo ft uail q absolute gsose 
IkbIeD «ind. Dauu ist — E . — ■■<±£.p:y<:ß,— , also 
q-^E. — oder E .p .n^qE. Oa p.» und q gaozo Zah- 
D sind und B nngebbur ist, bo ist tliesei nur möglich, irena 
i-<7y, also p-ff-i — iet. Es ist daher aach ^a'<a-\ , 

— ^•^:=^-"'=3^-'ir- A"* eiocr friiliero BedioguDg 
gl aber — X . -^^ X . « - \ . «' ^ X . --■, daher - X.|- 

Si.a X . — -, was, da » heliebig gross seio kano, nur mög- 

h ist, wefin X..a-^ O ist. Ist also a uicht angebbar, gicht also 
BK anf^ebbure Grösse £ in sie multiplicirt ein l'ruduct ^ O, 
iat das Prnduct jeder Grosse in sie = 0, also n^O. 

^. 20. Es ist leicht zu betreisen. dass die äumme. die DifTe- 
BK, das Product und der Quotient zweier luationaleu wieder 
per irrationalen Zahl gleich sind, deren angenäherte Werthe man 
hält, wenn nun die anp;enälierten Werthe der gegebenen Zablen 
Idirt, subtrabirl, multiplicirt oder dividirt, und cTuss mnn aaf diese 
FaiBe die Aonäberung beliebig weit treiben koua, ausser wenn der 
i*isor des Quotienten =0 ist. Alan kann nUn auch jeden ratin- 
ileo Ausdruck aus rationalen oder irrationalen Zahlen, in wel- 
kem alle Divisnren von verschieden siad. einer rationalen oder 
mtionalen Zahl gleich setzen, und im letztem Falle beliebig gc- 
itn ia rationalen Zahlen berechneo. 

Im Allgemeinen folgt die Gleichheit zweier Beliandlangszeichen 
Kit dann, wenn man nachgewiesen bat, daas jede Grösse in sie 
KnltipHcirt gleiche Frodurte giebl. Rationale oder irrationale Zah- 
lia Bind aber schon gleich, nenn nnr eine angebbnre Grösse in 
lU multiplicirt gleiche Producte giebt Sind nämlich a und f/ die 
Miden Zahlen, E eine angehbare Grössp, und ist E.a=zE.b, 
iiB ist B .a — B .li = E.{a — '^)=0. n — Ä ist ober ebenfaUs 
inner rationalen «der irrationalen Zahl deich und, da es nicht nn- 
Ubt>nr iat. nach §. Ift. W. =0; also a = f,. 

Es iat ferner leicht zu zeigen, doas irrationale Zahlen gleicb 
^d, wenn ihre ani^enäbertcn Werthe gleich sind. 
^ %. 21. Ist * = fl„-l-nf, +ö,-|-....*7„H-..., in inf., wo «„, 
«,.... 0» .-■■ in inf, rationale oder irrationale Zahlen sind, Ist 
er ^r = "<■ -1- «r+i -1- — in inf. und lasst sich endlich nacb- 

II , dass lim Ar = 0, «lass nlso A' < V '""' -^ ~ "^ ^^'■' 
'pa ist es leicht zn bewciseD, dass 4 einer irrationalen ZabI gleich 
IRB angenäherte Werthe 0,, aa+a,, a^-i-a^-^-a^ lu ioC 
9TiBgekehrt tässt sich jede irrationale Zahl in eine Summe aus 
Beb vielen Theilen verwandeln. Sind nämlich ir,, a,, a, .... 
isf. die angenäherten Werthe von «, so hti^^ao+ia, — 0a) 
TWOT- IS 




-+- (a, — «,) H-K ~ «.) + . . 
auch a = "o • „ ■ r* ■ ■ - ■ ■ ":; 



iof. 



Bieraua ergiebt sich uomiltelbar, dass, wenn x^i 
4-0, + ...L in inf., y = &a + £, +^, + '■•' in iDr. ist. und wd 
r und ff irrstionalen Zalilen gleich sind (die Reilien convergir« 






> cioe Zuhl uod im 1« 



ten Falle angebbar ist. 



80 läsat sich immer eine rationulc oder irrationale Zahl t 
welcher B mulliplicirt ein Pruduct = A giebt. Mno kann 1 
kannllicb eine dieser Bedingung genügende rationale Zuhl findeMj, 
wenn A und 8 ein gemeinschafilicheB Maass liesitien. Ut dieses nicU 
der Fall, so giebt es ein Vielfaches von B, welches grösser ist 
als A.n. Da kein Vielfaches von B^=.A.n sein kann, sn mun 
A . » zwischen zwei auf eiaander folgenden Vielfachen von B, den 
rfachen und (r + ljfachen liegeo. Man hat dann: -i 



J?.r<^.n<ff.(r+1) e 



T A<^B.^^B.- 



Es ist dann erlaubt A^ B , — -^ ^ za setzen, » 
ist. EbeuBU kaou man setzen : 

A.=Ä.^ + A„ wo r,<«, A.<;^ 
A, = //.^ + A., wo r.<«, a.<^ 



ro A<Ä.- 



I 



und erhält dann 

-<'-«(¥ +1^ +S +■■ „-5n) = A.<:^,. 
^=«S(^H-^+^H-....J^)=a.(^+^+^+...i.i 

Bezeichnet man die letzte Summe aus unendlich vielen Thcilen n 
und die grössle der Zahlen r,,r,, r,, io iaf. mit ß, so ist «>■— uaJ 

'<-^ + e(^+^+;^ + .... in inf.) = ^ -t- ;^^i^ 
hier ^ höchstens « — 1 sein kann, so ist«;> — und * — ^ — fl 
■■'■1 — ein bis auf — ang:enäherter Werth von ». Da mau s| 
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• beliebia; gross HnnelimcD haan, so 

dieser Stitz auf positive und De^^ative Grci 

|1iuiD, ist klar. 

I Sind a nod 6 zwei rulioDsie oder irrationale absolute Zableo, 

W ist, weoD a Dicht gleich A, eine von beiden Zablea grösser als 

He andere. Denn bezeichnet E eioc bestimmte positive Grösse, so 

itad aucb E.a und ß. h solche (^rösaeD, Beide CröBseo sind also 

«tweder giejcli oder eine von beiden ist gröaser als die andere. 

t E . a ■=^ E.ö, so ist auch a-=b, es muss also eine von bei- 

;n grösser als die andere sein. Ist z. B. E .a> E .b. sd ist 

K4t — E.{>=.E. (« — /,)= einer anpebbar 

kB kann als» nach den vorigen Salze J?.(a- 

■ S eine absnlute. angebbare rationale oder 

■MrtBt aber nach $. 20. a — 6^ä, also m'^li. 



r eine Irrati anal zahl. Wie 
I ausgedehnt werden 



I positiven Grösse. 
o)^ E .S setzen, 
rationale Zahl ist. 



Begriff der Potenz. 



$. 23. Ist a irgend ein Bebandlungszeicben, und n eine ab- 
liste ganze Zahl, so bezeicbuet a" bekanntlich ein Product aua 
Fftctoreo, welche sämmilicb ^a sind, a" ist also ein Beband- 
lB)^xeichen, welches anzeigt, dosa mit einer Grösse » mal hinter 
Inander die durch a angezeigte Behandlung vorgeDummen werden 

Ist ein angebbares Bebandlungszeicben und x-^-y — s einet 
keolutea Zahl gleich, so ist a^-^-^ = a^ . ay : a^. Für den Fall, 
au ^-^-y — x Null oder einer negativen Zahl gleich ist, soll 
lese Gleichung als Definition der Potenz dienen, so dass also, 
«rlinßg wenn jt, y, % beliebige ganze Zahlen sind, a'^-^—^ ^ a'' 
«y : «» ist. 

Es läBst sich leicht nachweisen, dasa aua m=zli, ±a;±vdhx 
s= ± .ar' =t jF* ± a' folgt a=t3±y=i^=' ^ a±»:'=ty'±»' 
h» ist. 



wenn a angeb- 

f. 24. Ist a eine absolute, rationale oder irrationale Zahl und 
reine eanze Zahl, so giebt es eine absolute, rationale oder irra- 
fianaje Zahl «7,_welcbe der Bedingung tv^a genügt. 

* eine beliebige ganze Zahl; man bestic 



1 Zahlen : 



. in I 



dnss B 



den Bedin- 






Ü + Ä)' 
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(» + ir + ^1"= I' + ^ -*- vi' ■■••• 

in iif. 



'<("- + ?;>'■ 



Hieraus folgt 



(«-, 



< i(« -'-')"''■■■■ (il» '""+ ^< » H- I. 
Do « ^ 1, 80 folgt hieraus: 



oder 



o= lim(w^') = (lim w„y = »^. 



um also die Bichtigkeit des oben ausgesagten Satres ni 

Ben, braucbt nur nocli gezeigt zu werJen, dass w^ = ein« 
nalen oder b-rutionaleu Zahl sein musa. Es ist aber: 



'*I^' 



(da Sn<;'n, alBo liöcliatena = 



^-ly 



x-i ^ ein bis » 

beliebig grosse Zufal sein kann, bo igt 
ibar auch eioe absolute Zab). 

. vriDObmiDseiuem „Geist de 
dieses Satzes scheint mir bei der hi< 
ichlUDgsweise Dicht vollkoinincD streng 

ilicb auf den Satz, dass 



igenäberter Werlh roo u>. Da dud « 
rc^ eioe irrationale UDd 
rAnaly 



is" gegebene 
Bcblagenen 
Er stützt eicb 

l/Ä, wenn a''<^6, vorausgeaetct 

UDd \/i absolute Zahlen sind. Bei dem Beweise dieses 

nnss nun aber voraussetzen, dass \/6 entweder ^, oder = 

' uicbt oboe Weiteres geschehen durfte. 

lubte deshalb obigem, freilich wcitläuf tigern Beweis deu Vor- 

Kicbnet a eine rationale oder irrationale absolute Zahl, so 
: äholicbe Zahl bezeichnen, bestimmt durch die Be- 

^ (\/ay^a. EiD anderes BehandlungszeicheD als eine ratiü- 
: irrationale absolute Zabl, welches dieser Itedingung ge- 
igt, soll durch \V^a bczeicbuet werden, lat dann die ratioDale 
Her irrationale aheolute Zahl a^li, so ist auch y/a:^\/li. 

\/a und \/b rationale oder irniliouale ahsolute Zah- 
id, so ist nach §. 22., wenn l/a nicht =\/b ist, \/a 
Daraus würde aber folgen (l/'a)'' ^(l/^)' oder a^^, gegen 



t also \/a ein eindeutiges Bcbandlungszeichen. Die ühri- 
{(uBchüfleu diesen Zeichens ergebeo sich aus der Big'enachaft 
lale oder irratiouale absolute Zahl zu Bciu. 
es Bebandlungdzcichen als eine absoluta, ra- 

r irrationale Zahl, so soll \/a eiu BefaandlungBzeiclien 

. der Bedingung (^0)'' = a' genügt. \^a zei^^t uisu 
ehe Behandlung der Grösse X an, durch deren rmalige 



Wiederholung; die GrÜsse X . a entsteht. Giebt es mehrere Be||| 

luDgeo, welche dieser Bedingung geoügen, so soll \/9 nur eu 

dieser BehandluDgeu bcEeichDen, so dass \/'a immer ein eindeut 
ges Behandlungszeichen ist. 

$.25. tat a;.ff:x=: einer ganzen Zahl, so ist a'-V 

= V^{a^)S. Für den Fall, daas jt^.y.s keiner ganzen Zahl, boi 
dem einem Bruch gleich ist, anti diese Gleichung zur Definili« 
der Potenz mit gebrocfaeaeu Exponenten dieoen. Ist a eiue ratii 
nale oder irrationale, abealute Zahl, so ist a'-S'-* einer äbnlicht 
gleich. Unter derselben Vornuasetzung, und wenn man die obi 
gegebene Bedeutung des Zeichens X/" festhält, ergiebt sich auCl 
dasa «■^■y ■ «^ = h^ -v'-- •', wenn a ^ &, vr , y: 5 = a^ .y':%' ii 
Das« üherhBu|)t die gewöhnlichen Sätze über Potenzen für solcl 
Potenzen ganz allgemein gelten, leuchtet leicht ein. 

§. 3ß, Ist w eine irrationale Zahl, so kann nach dem Prühi 

X = »to + ")■ +^, + mn~\- ■.■■ in inf. gesetzt werden, 1 

alsdann x auch einer rationalen ZabI gleich, so ist 

a^^o**" . rt*»! .a*"» .ai"'i «"'« .... in inf. 



irrationale Zahl i 

später noch 9 
■mlidiT 
toll obi] 



= lim(o'"o.<*'"'.(i^». 
wenn a eine absolute, rationale oder 

Der Beweis kann hier übergangen werder. 
fieweia vorkommt, der dem Beweise dieses Satzes gno 
Für den Fall, dass x keiner rationalen Zahl gleich i 
Gleichung als die Definition der Potenz a^^ gelten. 

Ist a eine absolute, rationale oder irrationale, angebbare Zat 
so ist auch a' eine obsolute, rationale oder irrationale Zahl. 

Beweis. Es sei »*„ -\- In, + ot, -1- . . . . »i„ = Xn, nt^ 
-\- ^in-Vi + ••.■ in inf. ^=. ^„, und um einen bestimmten Fall v^ 
sich zu haben, sei «>-l; dann ist ar^z=a^'" .a^", also a^ — «Ä 
= «^"(fl^ — 1). Da x„ ein aogenÜberter Werib ?on x und x—a 
^ An i^'i Bo kann man n so gross nehmen, dass vol. abs. ^h<1.-z 



-WO r eine beliebige gani 



I Zahl bezeichnet. Dann 

<ti*''. Da d'' ^1 ist, so kann man a'' z^\ -\- 3 setzen, wo^ 
eine positive Zahl bezeichnet. Es ist dann <T^(l + (f)''>>I+'i 
alsaif<^ — -; — . Nimmt mnn also r gross genug, so kann (fkteinJ 



'l-\ 



sein, als 



jede angebhare ahsolate ZabI, Ferner ist — j- ^ — 



- 9, wo die positive Zahl 3" ebenfalls kleitt 
sein kann, als jede angebhare positive Zahl. Es ist dann als» 1 — 
< «fin < 1 + rf oder — J- < „A« _ 1 <- ^_ d; mitbin val. 1^ 
(ar^ — «r^-X o^^iJ. Hieraus geht hervor, dass «■^'' ein belM 
nah angeoüberter Werth von a^ sein kann, und da man a^"| 




Ist « < 1 , ao ist ^ > 1 und a=^ = I ! (^)^ Da duq (^)' 

le irrationale Zahl ist, ao gilt dasselbe für 1 : (— ) oder für a", 

Ist 4ie irratioDale Zahl ^ = y, oder sind x und y verschie- 

hne ReifaenentwickeluDgen einer uod derselben irrationalen Zaiil 

nd ist die angebbare , absolute, ra.tioiiule oder irrationale ZabI 

^ Ä, so ist a' z= li*. 

Beweia. Siud Xa> f/a zwei bis auf — angenälierte Werthe 
. kleiner als diese, ao ist jr» <! ^ 
■, alao, da y^x, Xn — Vn~ — <^^i 



md y und zwar z. 1 



, 1 



- yi, -\- —^ 0; mitbin vat. aba. (^r, — y")*^"^* I'«''''*'" 'st 

f«**» — <»5'" = flJ'"(a*''~i'" — 1). Da nun ^n — Jfa dem absoluten 
r IFertLe Dacb kleiner sein kann als jede angebbare Zafal, ao läset 
I sich anf äbniiche Weise wie in dem vorigen Beweise zeigen, daas 

dasselbe von «*" *"" — 1, also auch von o*" — tff" gilt. Hau 

Lbud also setzen, da aV"^^": 



- ^ < «^'' - *y < -H -^ 

\mi cbensii: 

voraus unmittelbar die 6Ieicbbeit von a^ und 6y folgt. 

Die bekannten Sätze- über Potenzen lassen sich dann auch 
lacht auf Potenzen mit irrationalen Exfionentea ausdehneo. Ist , 

!A. x = ia^ + m,-i-m, + ....\B inf., y= »o +»,+«, -f- .... 
üf., 80 ist 
Eh.,, 
vte a 



^ . «? = «■» . o"' . a 



..in inf. «"o 

ri....(aiflF. 



etc. etc. 



be» ist einleucbtend, dasa diese Sätze streng allgemein gellen, 
Klmge man das obea über die BedentUDg dieser Potenzen Ge- 
igte genau featbält. .^^,.^-i.-. 



nd Z>hl3l 



M 



l-Wi 



wurde keine bcBoodere A 
tliiterincliuD^L'fi p;elten fü 



%. 27. lu dem FcÜIk 
iCD betrachtet, sandera 
welche den früher angej^ 
aber tod eiocr solciieit Ueliandluiig der Einbeit di 
DUr auf eioe besondere Art von UrüBsen Anwendi 
biB jetzt g'efuoden bat, wird es Blieb erlaubt 



(tH 



einzoscIirlinkeE 
irgcacbriebeaen Bebandlunc 
' beaiiudero Art vuo räumlii 



dufcb imiiginäre Znblei 
der Kall, die our bei c 
aaafBbrbnr ist. 

%. 2S. Soll die Lnge eines Punktes J auf eine 
gedachten, geraden oder krummen Linie bestimmt wei 
niBD den Paukt ji mit Ueatimmtheit von allen uiidern 
ser Linie unterscbeideu kann, so muss man die La^e 
Punktes dieser Linie als bekannt vorausHetEen. 
geradlinige oder krumnliniße Bolferoung OjI gegeben 
Lage des Punktes rt im Allgemeinen noch eine zv 
Um diese Zweideutigkeit aufzuheben, denke man lii 
zweiten Punkt J/ der Linie gegeben, der eiue grossBi 
von als jl hat. Cm nun den Punkt .1 zu erhalte 
Ton aus die Entfernung 0^-t entweder su ubtrageo, 
Knlfarnung IHO vergrösBcrl oder dasH sie dieselbe ¥C 
eratou Falle kann man aUdanu die Enlternung als 
im zweiten als eine negative Grösse betrachten. Beka 
man diese, positiv oder negativ gedachte Entfcruuni 
nate des Punktes ji. Eine Lioie, deren Punkte ma 
Citordiaaten bestimmt deukt, beisst eine ('<ioriiin;>lei 
mau unterscheidet in ibr die [lositivc unil die negative 

Sind X, X' die Cuordinuten der Punkte j4 und ji' 
allgemein MA = JffO-i- S, MA — MO-V- -Vj dabo 
«ba. {MA — MA') = wii\, abs. (X— X). 

Es seien und 0' zwei Anfiings|Junkte der Co< 
derselben Achse, X und X' die Cnnrdioateo tuo A 
und f/, und ea sei X„ die Coordinale von O* in B 
Anfangejiunkt 0. Netzt man voraus, dass in beiden- 
Zeichen der Couriiinalen mit Hülfe desselben PuDiitet 
Bei, der also nicht zwischen den l'Uiikten 0, 0\ A ti 
ist streng allgemeia MA = IHO-i-X, !aA = lU& 
+ Xo + X'i also X = X„ + X'. 

Um die Lage eines Punktes A in einer Ebene i 
setzt man bekunntÜcb die Lage zweier sieb io demael 
[tunkte O rechtwinklig schneidenden diordi nute nachsei 
vurauB. Denkt man sich alsdann durch A zwei Pars 
beiden Achseu gezugen, sd ist die Luf^e derselben, 
Luge ihres l)urchschnitts|junktes A vollkommen gegi 
Btimmt, wenn man die i'ourdinatcn der Durcliscbnitte 
lelen mit deu beiden Achsen kennt. Diese beiden C< 
und Y nennt man bekanntlich auch die rechtwinkligei 
des Punktes A. 

Es seien X, Y; (X), (r); X\ Y' die Coordinate 
tes in Bezug auf drei Cuurdinatensyüieme mii parallel 
gerichteten Ualbacbsen , deren Anfangspunkte 0, ( 
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(O) lieee auf der Acbse der X hüiI seine Coordinate iu Beiu^ uuf 
O sei X„i O' iiege auf der Aclise der (Y) und seine Coordiaate 
in Bezu^ auf (f>| sei Y„, so sind -V„, r„ die CuoritiDuieo vuo 0' 
u Bezug auf O. E^ ist dann 

r=(r) (Y)= r„ + y 



X=\„H--V, 



= 1^0 + *■■ 



$. 39. BegräDzte Gerade, 
■i'lliea AofHü^siiuokte aus in deraelLeu Kbene oacli veracliiedeoeq 
Richiuni^n ^i-zo^cn denkt, siillen Ütralilto geaunnt werden. Ver- 
Mliieili-ne Srraiilea kÜniien sirli durcli ihre versclireilene nliBiiluie 
Län^e und iiucii durch ihre verschiedene Richrunu; unterBclipiden. 
Steht Diao den Anf'iugspunkt der strahlen auch als Anfan^s|iUDkt 
4er Cuurdinateii un, so ht der Strahl vullkummen lieaiimnii und 
^cgelien, wenn die Cnordinnten seines Enil|iunktc9 ^eg-eben siud. 

Sind die l'oordinnten des ßndpunktea eines KtrHÜls in Itezue 
uf deo Autant{s|iitnkt j1 und ß, zielit man durch einen Punkt ^ 
denen Coiirdinaten X^, Y„ sind, eine Kf r»i\e JUJV, welche mit 
Un g-rtfebi'nen Siralil gleiche KiL-lituDg: und Lan|te hat, so sind 
4ie Coorditieten don Puiikr>>s A in Ifezutr mit' ein durch flf gelet;- 
Ms, de»] anfäniclicben jiaralleles Achsen sr>- lern rbenliills .^ unil B. 
h Bezu^r Huf diia nDfän<;Uche Achsensvstcm selbst sind iliiher ilie 
Eeorditiuten des Punktes .V X, + .4, V, -t- &. 

Für solche Strahlen sollen fol}i;eHde Uednitionen ^reiten: 

I) Zwei Strahlten sind gleich, wenn Me urlpiche Lant^en haben 
Bld von demHelbeo Anfiini^spunkt nach derselben Kichlung laufen, 
wenn sie nUu i 'entiscb sind. 

II) Eb seien 0,4^ und OJ^ iwei Stniblen. Zielit man von 
i, eiue Ger»'!e .'f,.7,, welche mit dem Strnljl OJ^ gleiche Rich- 
Hog DDd I.nnge hat, si> nennt man den Strahl 0.4, die Summe 
fer Strahlen 0^, und Ö.^,{Slr. O.J,=Str. O^.-HStr. 0.4,). 
Zieht man von ji ^ eine Uerude ■■t,^,. wpiclie mit dem Srnihl OJ, 
ftciche l.auire. aber die entgegengesetzte Richtung hut, si) npnnt 
HU den .Srrulil 0^. die Difierens der Strableu 0^, und OJ^ 
(Str. l'>,^,=Slr. OJ,— Str. OJ,). 

Um die Summe zweier Stnibien zu renstniiren braucht man 
daher nur aas diesen beiden Srralileu das Parullelnrramm zu con- 
Uruiren ; die durch gehende DiaKouale desselben ist die Summe. 
Co die Ditt'erenz zu finden, uiuss niiin ein Parallel ngramm bU9*I9.^, 
ind dem Eutgegeng^.setsten vou OJ, consiruiren; die durch 
gebende Diagonale desselben ist alsdann die DilTereni. 

Gs musa nun noch gezeigt werden, duss Strahlen den in $. 3. 
■nfgesiellten Gruadsätzon genügen, dass sie alsii als Grossen he- 
traebtet werden dürfen, nie Kichligkeit von I) und II) ergiebt 
tieh uaniittelbar und die Beweise der übrigen Satze sind «inander 
gani ähnlich. Dm z. B. zu zeigen, dass 

(Slr.Ö-^,dbStr.O^,)=Str.».<,+Str.ö^,±Str.Ö,*,. 




die Coordinaten vnn 



J,,J,,J, mit X,,Y,i X,, 
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y,; X,, Y,. Die CoordiüaleD iles EndpuDkteB des ita Str« 
OjM, eotgeiceDgeseliten Sirnhtes siud doDD — X,, — ¥,. Au i 
ErkläruD}^ der Summe und Diß'ercDi zweier Strableo ia VerUiJn 
mit dem im Aufang'o dieses ■'arui^rafiben bewieseaen Salie fa 
dano, dasH der Endpiiokt von 



Str. OJ, + 



(Str. 0^, ±Slr. O^i,) 
Str. 0.4,d=StT. OA, 



lespecltve 
die Coordinaten X,+(X,±A',), r, -f- ( V, =4: T, 
die Coordinaten \,+ ,\%±X„ F, -|- r, =b F, 

liul. Die Endpunkte der, durcli die beiden \o Rede stefaendi 
drücke lezeicIiDeteo Slrnblpo babeo nUo gleiche CoordioaleD d4 
tulleu lusummeu; die Slralilen selbst sind ulso gleich. 

Strahlen, welche verscbiedeDC Richtung haben, können mti 
lieh nicht Biebr als einstiuiinige Grössen hclracbtet werden (f. ISi 
Strublen, wekbe dieselbe Richtung haben, genügen iodessen, 
leicht zu ersehen, den in $. 10. oufgestellteu Grundsätmen nad db 
fen daher als einstimmige Grösseu betrachtet werden. 

%. 30. Wird ein Strahl mit einem absoluten Befaaudlu 
chen multiplicirt, &o ist das Pruduct ein Strahl, welcher mit dl 
Multiplicandeu dieselbe Richtung bat. Dieses findet also nan 
licli statt, wenn der Multiplicalor eine absulute ratiuDale oder 
irriitionale Zahl ist, deren angenäherte Werlbe absolute Zahlen i 
Wird ein Sinihl mit einer negativen Ziibl multiplicirt, su tat, 
leicht zu ersehen, das Product ein Sirabl in der entgegenguetil 
Bichtuug des Multiplicanden. Es muss nun »uuächst der Bm 
solcher oebaudlungszeicliea entwickelt werden, mit welchen bM 
plicirt der Stnihl eine iindere Richtung erhält. 

Man denke sich um den Anfangspunkt der Strahlen mit eiw 
beliebigen Halbmesser einen Kreis beschrieben, dessen Cmfang i 
der Ricbtnng eines Strahls /C iu einem bestimmten Punkt A, { 
schnitten wird. Den Punkt ^Ig kunn man als den Anfangsptii 
der Itugencoordinulcn auf dem Umfange des Kreises ansehen M 
willkührlich feststellen, nach welcher Seite die positiven Coordil 
ten genommen werden sitlleii. Wird aber durch O zugleieb 
rechtwinkliges Acbsensvstcm gelegl, so sollen die positives Bog* 
coordinaten nach der Seite liegen, nach welcher man die posilil 
Halbachse der X drehen muss, um auf dem kiirzestea Wege n 
der pnsitiven Halbachse der V xu gelangen. 

Die Richtung eines andern Strahls ist alsdann vollkommen 
stimmt, wenn man die Uogencoordiuate des Punktes ^ kennt, 
welchem der in Rede stehende Kreisumfang von der Ricbtuog 
Strahls geschnilten wird. Die Coordinnte des Punktes jt in Bt 
auf Aa isl aber gleich dem Producte des Halbmesser» in eine , 
sitive oder negative, rationale oder irrationale Zahl <f. Diese 2*1 
<p soll in dem Folgenden der beschriebene Winkel der Richtni 
OA in Bezug auf 0A„ genannt werden. Es ist klar, dass 
beschriebene Winkel einer Richtung in Bezug auf eine andere 
endlich viele von einander verscbiedeue Werthe haben kann. 

Das Bebandluugszeicben t soll anzeigen, dass ein Strahl 
unveränderter Länge nach der positiven Seite der Bogencoorl 



nftlen um einen Winke) gedreht trerileD aoll, desseo Baf;ea dcut 
Halbmeaaer (^leicü ist- Bezeielmet Jl einen beliebigen Slrnhl, 
so bezeichnet Jt.t einen Strablvan gleicher Länge, welcher mit 
H den beBchriehenen Winkel + 1 bildet, Ist n eine absuWte 
^aze Zahl, so schreibt mich der Crklarung der l'uIeDi e" ciae 
Minalii(e Wiederholung der dnrcb t angezeigten liehundlung, 
«Isu eine Drehung' des Strahls um den beHcliriebeoen Winkel 

-I- « vor. f =i/{ schreibt eine Itebandlung der Einheit vor, 
dureh deren rniulige Wiederholung eine Drehung des Strahls un> 
den Winkel ■+■ I entslebt. Dieser Bedingung genügt unier andern 

die Drehung des Strahls um den beachriebenea Winkel -i-— und 

da einer frühem Bemerkung zu Folge das Zeichen \/'e oder f 
immer eine bestimiute Bi-dcutung haLien soll, bu soll gerade diese 
Dreliong des Strahls um den beschriebenen Winkel + — durch das 

Zncben C oder ^Xc angezeigt werden. Nach der Definition der 
Patenz schreibt alsdann t' ^y/'t" eine Dreliung des Strahls um 

^n beschriebenen Winkel -| vor. Ist y> eine irrationale positive 

Zahl und y ^^i^ -f-ip, + v>, -f-,.,. in Inf., so ist nach einer frühem 
Definition e'l = (7. . tf: . tf . + in inf. ('f sdireii.t also eine Dre- 

hang des Stralils um den Winkel ¥a + 9!,+9>,+ in inf. ^jp 

Tor, Das Zeichen ;<r~V', wo 9 nud ifi ratiuuule nder irrationale 
poutive Zuhlen sind und f) — ip poaiiiv, oder negativ sein kann, 
■USB alsdiion eine Drehung des Strahls um den beschriebenen Win- 
kel tp — 1> anzeigen. Denn bezeichnet ^ eine solche Drehung um 
f—ift, so ist oflfenbBrii:.«V' = f'f, ulao, du *V' angebbar, t = lV:eV' 

Ist also ar eine beliebige positive oder negative, rationale nder 
irrationale Zahl, so ist c-' ein Behandlungszeicben, welches eine 
Drehnng eines Strahls um den beschriebenen Winkel .r vorschreibt. 

Aus der Lehre von den Potenzen, nder auch uniuitielbar aus 
dem eben liergeleileien Satze ergiebt sich dauu leicht die Richtig- 
keit folgender Satze : 

I) t'.fV^t'-t^, ilj (^ : ty =^ t'-S , III) C«'> = «*■"- 

$. 3L. In Bezug auf die $. 5. nugegebene Eintheiinng der 
Behandlungszeicben ergeben sich für f tul^ende Bestimmungen. 

I) «'^ ist ein eindeutiges Behandlungszeicbeo. 

Denn ist der Strahl Jt = Jt,, fallen also beide Strahlen lu- 
aammen , so fallen diese Strahlen auch noch zusammen, wenn man 
beide um den Winkel x diehl. Die durch Jt . e'^ und /t, . t' dar- 
gestellten Strahlen fallen alsu zusammen oder sind gleich. 

II) i' ist eine Zahl. 

H-\-Jt^ ist die Diagonale des aus den Strahlen R und R, 
eonstruirteo Porallelogramms. {R ■+- R,) . f-' erhält miin, wenn 
■MD diese Dingunale um den Winkel x dreht. Denkt man sich das 
gtnxe pM-allelogrkmm mitgedrebt, so erscheint (R -+■ R,) . t' als 
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lliagonule eiues Purallelo^^raDiiDB, dessen Seiten. durch Jl.f,R, 
dor^cstellt irerilen kÖDDeu. Man hat also üflcnbar lJt-\-JtA. 
:= /t , t* -t- /t, . (■*, woraus sich dann auch leicht (Ä — Ä,|, 
= /t.f'—/t, .t* erpicht. 

III) $' ist mit iillea poRitivcn oder nec^atiTea , ratianaleo « 
irrationalen Zahteu und auch mit tv gteichuriig. 

Ist R irgend ein Ülralil und a eine pogitive, ratioiiBle oder 
rationale Zahl, so haben /t . a . e^^ uod /t . (^ . a gleiche Las 
Sie haben aber auch dieselbe Richtunff, da die Richtung beiden 
der von /t durch Drebung um den Winkel .r entsteht. Eh uI a 

Ä . (■^ , (— ») und Jt . (— a) .f^ sind die entgegengesettl 
Strnbleu von R . t^ .a und /t .a . e'. Dn letztere gleich ' ' 
müssen socli erstere gleirh sein, 

/t.t' . ey=:R . s^+v, R.iv . t'z= R.tv-*-'. Da nun jr-f^ 
^y + x iai, 80 ist aur.b R,t' .iy = H.tv .t^. 

IV) f ist iiijiner nngchüar. 

Denn jeder ungelibnre Strabl bleibt angebhar, wenn er 
um eirjeu gewissen Winkel gedreht wird. 

$. 32. Bezeichnet n eine positive oder eine oegali 
Zahl, so istÄ.E*.i = y( = Ä. 1, also, da dieses für jed 
von R pili, t^^ = 1. Ferner ist i^"-*-^ = fJ-" . t^ = e*. 
R.et-^R. — X ibt, 60 ist uucli t" = — l, also jiucli ii*^Ü. 



rechicn Winkel i 
= «T = ,- und 



Bezeichnet man (^ , d. h. die Drehung um c 
b ouch e 
2 = — i. Endlich ist i' = ca , eS = 



luch der positiven Seite mit 



Bezeichnet J eiuen beliebigen Strahl, so kiinn man jeden ■ 
dern vun ilemselhen Antungspunkle ausg-elienden Strahl durch C 
Prodnct vnn der Korra A.r.tf bezeichnen, wu r eine abaolBt 
rationale oder irrationale Zahl nnd 9 ein positiver oder negslir 
riebener Winkel ist. Die Zahlen r . tf uud r' . e-r sind ii 



I 



mer, aber auch 1 
== itm ist, wo n e 
bezeichnet. Denn imi 
rch-4,r 



gleich, wenn r=r' und 9' 
der negative ganze Zahl oder 
I nur unter dieser Vorauai 
if und A.r'.tf bezeichneten Strahlen 



che absolute Länge {A-r uud A.r'} und gleiche tücliiuag, Ki 
Zahl von der Form r.i'f beisst eine imaginäre Zahl, sie wird ei 
reelle, wenn f^n.ic, wu » eine ganze ZabI oder ist. r beii 
bekaoullicb der Modiilns von r.f'. 

$. 33. Da r und tf gleichartige Zahlon uud if eine Pote 
ist, so kann mau mit imaginären Zahlen gerade so rechnen, « 
mit andera Ausdrücket! von äbnlicber Gestalt. Maa hat daher 






. e?-i-7H-V', 



über die vielförmigen Wuraeln 1b»i 



-sich mit Leichtigkeit aus deu aufgestellten Begriffen eutwickelii. 

a ^ \ii,'''(r . tf) hezeicboet bekonntlich irgend eine der reellen oder 
imagtDären ZqLIcd, besiimint dnrch die Gleicliun^; s" ^ r . ff. 
Da X eine reelle oder imuginäre Zaiil sein kann, so musa :t=:^.EV' 
sein. Es wird dann oua obiger Gleichnn^ g" .ff'^r.tf. Di^ae 
GleicbuDg kann nur bcBtelien, wenn g"^»-, ntp — ^ = 2rjt ist. 



worana g = \/r, ^ := - 



- folgt. Hieraus ergieU sich «/"(mT) 



^X/'r.t " , welcher Ausdruck, da mön für v jede positive oder 
negative ganze Zahl, so wie auch aelzen kann, bekanntlich » 
von eiDaoder verschiedene Werihe haben kann. 

$. S4. Die imaginären Zahlen lassen sich noch unter einer 
andern, bcmerkenswcrtben Form darstellen. Bs sei j4 derjenig-e 
Strahl, welcher als Einheit niler andern vnn demselben Anlaogs- 

Smkte auag^henden berrachiet werden soll. Man lasse die poainve 
nlbachse der X mit der Richtung dieses Strahls zusammenfallea 
Bnd bestimme die Richtung der positiven Ualhuch.se der Y nach der 
in $. 30. gemachten ßemerkung. Ist nun R^A.r^F irgend ein 
anderer Strahl, so kann man die Coordinnteo des tlndpunktes des- 
celbeo oder die Projectionen desselben ouf die Ach^e der X und Y 
dnrcb A .x und Ä.y heEeicbneu, wo a; und y positive oder ne- 

{alive, rationale oder irralionale Zahlen sind. Diese Projectionen 
BUD man aber ebenfalls eis Strahlen betrachten und als Producte 
ton ^ in imaginüre Zahlen darstellen. Es ist einleuchtend, dass 
ganz allgeniein die Projection auf die Achse der X.-^ A .x; die 

auf die Achse der Y ■= A . y . f^ ^=A.y. i sein muas. Da aber 
A die Surome seiuer als Strahlen gedachten Projectinneo sein muss, 
H) ist A . n'f = A.a: + A.yi = A.(a:-i-y. i). 

Ist uun A angebhar, so folgt hieraus rtf = x •\- y . i. Denn 
da ar-\~y.i als Summe zweier imaginären Zahlen, wie leicht zu 
leweisen, wieder eine imaginäre Z^ihl r' .t'f sein muas, so kann 
nan obige Gleichung anch schreiben A .nf' = A .rif. Dieses ist 
iber Dur dann möglich, wenn A.r^A.r, also r-=r' und 91 — ip 
= 2vn oder (i» = t'f, daher ref=z:rYr ist. 

Da dem Frühern gemäss i* =: — 1 ist, so kann man auch 
,■-— 1/ — l setzen, wenn man bestimmt, daas K — 1 gerade die 

ff Zaiil i < ^ und nicht — it::^e ^^c^ bedeuten soll. 

[ Bekanntlich sind diejenigen positiven und negativen, riilio- 

Baien oder irrationalen Zahlen, mit denen man die absolute Länge 
eines Stralila multipliciren muss, um seine Projectionen auf die 
Adi»e der X und Y tu erhallen, unabhängig von der Länge des 
Strahls und alleiu abhängig von Eeiiicm beschriebenen Winkel y. 
Han bezeichnet sie deshalb mit Cos <p und Sin 9. Mau hat also 



^ . ^ = (val. abs. M) . CoB 91 



.J,^=(val. aba. ^).Sin y 
z^A.r Sin y 



J 



rtT:=r{Cos y + *" SiD y). 

Mit dieien Ausdrücken kann nHti, v\e aus dem FruLeru erbi 
let, ebenso rechneD, als wecn •' irgeod eine reelle ZabI fväre, 
niuss man der Bedeutuii(( von t ireinäsa t* ^ — 1 setzpn. 

Aus (kr GleicLung: ^ + ».yf=;r' + «.y' folgt, weoii^irgt 
einen Stralil bezeichnet, jJ . {x -i- i . y) -^ A . (^'-f- i .t/). 
durch diese Ausdrücke beieichneteD Siralilen sind «ber nur tl 
gleich, weon die Cuordinoleu ilirer EnUfiunkte gleich sinil, < 
wenn A ..0;^= A .a^ , A .y^A .y" oder a:=^x', y^=^ ist. 
ist hierbei vorausgesetzt, dnss :r, ^', ^, ^' reelle Zahlen siniJ 
sonst nicht A.x, A.a^, ■^•y, ■^■ff die BedeuluDg- von 
unten haben küunten. Ks ist hIso namentlich, wenn (.ar + y. 
= r.(CnH 91 + » Sin 5>), auch x^r Cos f, y=:T»- Sin 91. 

%. 3ü. Vun den vieirachen Anwendungen der nblg'eu Belrai 
tun^ceu m<iffe liier nur die nilgemeine Herleliung der Furmelo 1 
\^m(f-\-tf) uud Sin(9i + 4>') eine Stelle finden. Es seien .^, A, 
drei Ütrahlen von gleicher absoluter Länge; der beschriebene W 
kel von R in IteiUK auf A sei y, der von B! in Bezug aufü 
9' und der vun K in Bezug auf A sei i/i. Es ist dann naehj 
in §. 2S. hergeleiteten Koimel ^ = 9 + 9'. Aus den frübet4 
wickelten BegrilTeo ergietit sich aber 







A.ty = A.tT .tf 


oder 




tV = t'f. tf. 


Nun ist nber 




iV = Cos v- + » Sin Hl 
tV = C08 9! + ' !^>u 9 
«»"^sCos 9)' + » Sin y 


Daher 






Cos ^ + •' Si 


t(,= 


= (Co8 j^-t-.- Sin 9.).(üofl 



!-• Sin 9") 
=:Cus9.Cos<p'^SiD9).SiD(fi'+j.{Sin9)CoS9]'-^Sin9/Ct 



Cos V = *^us{if + 9') = CoBgB. Cos 91' — Sin 9> . Sin y' 
Sin fp ^ Sin (^ -f- y') = Sin y . Cos 9' + Sin tf,' . Cos jp. 



XX. 

lieber gewisse merkwürdige Reihen. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. He s sei 

in Marburg. 



« l. 



I Es g^iekt eil 

acbaft LaiicD, dii 



^ Art \ 



füllende Zi 



I Reilifc 



Hclie die merkwürdig'e Eigen- 
telluDg veranschaulicht: 

.. A, B, C, D, E, F .... 



I) Berncksicltigte Reihe .... 

II) Reihe der ersten Differf^nzcn ') .. 
Ul) Reilie der zweiten Differeozen *°) 
IV) Reihe dei* dritten Difiercnzen 



d. b. es stimiDeD die Reihen I, III, V, VII.... (2/*— 1) .... hin- 
■ichllich ihrer sümmtlichen Gliedert, B, C, D, E mit einan- 
der iiberein, nährend eine eheasulclie ücbereiDslimmung stattäa- 

4ct bei dea Reihen II, IV, VI (2^ hiDsichtlicb der samrot- 

Gcben Glieder a, &, c, d .; indem, -wenn inon allgemein die l>it- 

ferenz zwischen dem zweiten und ersten Gliede der Qlen Reihe als 
i Glied der (f2 + I)teD Reihe ansieht, das «te Glied der Qten 
Rcilie dem (»+l)ten Gliede der (Q — 'i)teB Reihe gleich ist, so, 
in ohi^er Darstellung' einemeits die gleichen Glieder der Rei- 
kcD I, III, V....(2/* — I) und andererseits ebenso die gleichen 
CUeder der Reihen II, IV, M . . . . (2P) lotbrecht unter einan- 
der stehen. 




■B' 



Beaeicbnet man das ute Glied d«r Islen Reihe mit | 
ilbcDsa das «te Glied der Uten Reibe mit I u ), und das nte Glied 
Qten Reihe mit \f\, und die Summe der Glieder der Isten Reibe 



1 fil'ei) GlUdc einerliliesalich mit |^|, itn<l 



(f): 



di« Summe der Glieiier der lllen Reiiie vum Islen bis 3 



- 0-Q=Ö 

die Grösse ia I und setzt ibren Wert^ 



I I II 1 

«lao 

(II\ I I 

UD<I du nUB 1), neau man Ktutt » netzt »+I, gefunden wii 
// / / 

n n+l fl 

SO ist, wean dieser Wertb iD 5) i^esetzt wird: 
/ / / / 
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i t t ., III. 

7) a = 3a — a und 8) a = 3a — a. 
nebt man ej^eoso iins 1) die Grösse ( a ) und setzt den Wertik 



• • 



so faa^ man: 

II II II I 

tt-^a =a +a 
. M n—i tt-'X »-=-1 * ' 'i 

■ß; NU •. ■ ■ ;>.;.-••; 

9) a z=a — 2a, 

a aos 2), wenD man statt n setzt n — 1, gefanden wird: 

/ // ' // 

a =? a .— a, 

, weqn dieser W^rth in 9) gesetzt wird; 

// // // // 

a — a =a — 2a, 

«—1 fi-a m ü— 1 



// // II t . ^ .. 

10) a = 3a — a ' 

n n-~\ «—2 

i 

// // // JU. M 'iL . 

a s=3ia — a odeir 11) a==3a — a 

ü— 1 » n iH-l «+8 



n j-II II \ II ^11 II y. 

a =t( a-f-a 1 oder 12) a=s^( a +a j. 

n—l \n n—z/ - n Vn+l «— u/ 

b ist sooacli, gennass 6) nnd 12), sowohl für I. als fl. jedes 
i einer derartb^p Heihe der dritte Theil der Summe aus dem 
itforbergcheiiden und dem nächstfolgeDden Gliede: 



\(a + a \, . 



a: 



■an findet, j^emäss 7) &nd 8) oder 10) und 11)^ für jede solche 
e, jedes b'ehebige Glied ous den beiden ihm vorherffehenden 
las den beiden ihm folgenden Gliedern dadurch, oass man 
desi 3faeben des näheren dieser beiden Glieder das ferner lie- 
e tnbtrahirt, d. h. man mag in einer solchen Reihe die Glie- 
rsrwärts oder rückwärts zählen, so ist 

. .»» J- j a = 3a — a =3a — a. 

und in m j n w— l n— H n+l n+i 

■BT, 19 



Wenn nUa in irgend einer der Reilieo I. oder II. zwei 
tclbar nacli cioander faIic«Dde Glieder gegeben sind, eo find 
ins nächste höliere Glied dnditrch, dass innD von drin Driri 
lies grösseren gegebenen Gliedes diis kleinere g-eeebeae Glt 
zieiit, mährend man das näcbsie niedrigere Glied findet, wen 
von dem Dreifachen des kleineren gegebenen Gliedes das p 
gegebene Glied suhtrahirt. 

Maa kaon alan sehr leicht die Glieder jeder sulchea Rei 
Ordnung nach bilden, sowahl wenn man vorwärts, als wen 
räckffärls in der Reibe fortschreiten will. 



Noch beqoemer aber ist es, die Glieder der zusammengel 
Reihen 1. und II. abwechselnd zu entwickeln, iodein man Au 

chnngen 1) und 2) abwechaclDd benutzt. Sind also x. B. a 

gegeben, so ist; 





.„ 


7 


/ /i 

2 3 




SDS 


S) 


// 


// / 














aus 






n,,!, 


,)„= 


=?-?! 



daraus hat maQ 



■I^^PI^^^H 


lientto man ^HH^^I^^^^^^^^I 


// // / 

— .~ »_j „_i 






i I 11 






11 11 I 








1! 11 I 

u. e. w. 


1, ^^^H 


AIb Beispiel möge folgende ZusammeDstclIung ron Reihen 1., 
., 111. dieneo, wobei \a 1. und 11. jeden Glied« uoUb die ibm re- 
Ihrenile OrüuungMulU n beigel'ügt ist, die der gctruffenen WtM ' 
es ersten Gliedes io 1. eotspricliL 


1, 22 9 öX 6 13 33 86 225 5S9.... 


„ _13 -4 1 \ 7 20 53 139 304 953.... 




111. 22 9 5 6 \l3 33 86 225 589.... ^^^1 


Hier \ ^H 


RcU Gleicliung 

1 589 — 225 = 364 

2 953-364 = 589 

3 Ö-(-f7 + 20 + 53H-I39 + 364]=58» 

\ wenn 22=1 al gesetzt wird, bat man ebenso 


|22-j-[- 13-4 + 1-1-7-4-201 = 33 
4 [6 + 13 -1- 33 -1- 86 -H 225] -6 -1-7 = 304 


nenn 9 ^ 1 « 1 gesetzt wird, bat man ebenso \ 


l9_,.5.|.6+13+33-|-86)-tM-(_4)=139i 1 







^^^^^^^^^^^a»^^^^^^^^ 


^^^^^^H^y 


Wu die altg;emeine Form solcher Reihen wie 1. uad D. 


laDgt, BO bot raun, wenD der Kürze wegen (aj = ^ und ^ 


= a (leselzt und jedem Gliedc die OrdnuDgBzahl (m) noleo t» 


, A M + a) (2J-I-3«) (5^ + 8«) (13^+214 


., « M + 2«) (3^+5fl) (8.*+13«) .... 
12 3 4 


Bei der Verlängerung nncli rückwärts erhält mao ebenso; 


....(S-U-ai«) (13^-8«) (5^-3ff) (iJ~a)\ ^.... 


— 3 —2 —1 \1 


. . , , (13» — 21,^) (5o — 8^) (2o — 3^) («—^X »,. 


— 3 — 2 — 1 U \l 


#■7. 


SetBt man in dieser nllgemeinen Form f re ) oder j*^I I 


^«'^ oder = 0, so hat man 


Reibe 1 5 2\ 1 1 2 5 13 34 89.... 

OrdnungsMbl-l \l 2 3 4 5 6 7 "^ 


Beibell. ...._3-l\0 1 » ^ 21 55 


Ordnungszabi —1 o\l23 4 5 6 


V und CS bietet die Reihe I. die CoefScientcD für .^ in $. 6. L aaH 

Reihe 11. jene fiir a in §. 6. 1. dar. 


§.8. 


ümgekebrt, wenn man in §. 6. ^ = und « = 1 seilt, l 
bat man: 


.' - i I. ■■■■— S —3 — 1\0 1 3 8 21 55.... 


' 11. .... 5 2 1 \l 2 5 13 34 .... 


nnd 09 bietet die Reibe I. die CoefGcienten dar für A in $. 6. Oi 
und die Heihe II. ist jene der CoefGcienten für a in *. 6. II. 


^^^^^^^^^H 



htzt nan ^ = 1 und «1:^3, so bat man nach §. 6. folgende 
e Rcilien, von welcben wir apäter GebraucL muchen werden. 

-11 _4 _]\ 1 4 II 20 76 199 52t.... 



I 



;\? 



3 7 18 47 !23 322.... 



§. 10. 



Ob^leicb in $. 2., $. 3. uod §. 4. die Bildung der Glieder einer 
lolcheD Reibe der Ordnung nach gezeigt wurde, so ist ea docb dö> 
thifT, einen Aoidnick für das alleemeiue (nte) Glied einer aukben 
Beihe zu haben. Dieser ist gefun'Uen, sobald mau für die in §. 7. 
[und $. S.) dargestellten Reiben der Coefdcienten für I. und II. iu 
|. 6. die Ausdrücke für das »te Glied j^efunJen bat. Die Reiben 
!■ 7. (und $. 8.) etimuieu aber überein mt Reiben, die man in toi- 
(Hider Art lindet. 



§. II. 
die fiir die Lehre vom rege! müssi gen 
n abhängenden Körperfurmeu tvicblige 

darbietet: 



lEt bekannt, daaa 
^nfeck tiud für die dav 

6 — 2 — = tXS-t. I f'''B*''*'ß ReiliB von Potei 



Ifriamgizibl 


12 3 4 


k...g...LI 


4(1/5-1), i(3-l/5), tpKä— 1). iC-Sl^S). 

5 6 7 " S 


P 


i(5l/5-ll),J(18-8l/5),«13V/5-J9),iC«-2ll/ä), 



■' OrdnnngBiahl 



Potena [ J(34l/5 — 56), 4(123 — 551/5); 

■I dass, neun man diese Reibe van Potenzen nach rückwärts, 
ff die erste hinaus, furtseUt, man folgende Glieder erhält: 



|j(2=fc0l/ö), Hya+l), !(3+K5), {(21/5 + 4), 
ürdnnngszithl 



Potenz [j(7h-3V/5); 
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^o daea alle PoteozcD von ■;(l/'5 — 1), welche ungerade Expi 
ten bähen, die Form ^(^V/'S — y), uod alle, welcb» gerade Expi 
ueDten babeo, die Form ^{w — rj/'S) ilarbieten. 

Betracbten vir die Reiben der Werthe vun x und », weldi 
die CuetBcienten von \/t> id vurstebcnder Fatwickeluiig^ Hiud, 
finilen wir: 



Werthe 



34 13 5 2 1 
-11 —7—5—3—1 
-21 —8-3—1 
—8 —6 —4 —2 



1 2 5 13 34 S9 . . 
13 5 7 9 II .. 

1 3 8 21 55.. 

2 4 8 10 



Ebenso findet man für y und fiir u folgende Reihen: 
Wertbe | _29 —11 —4 —1 1 \ !1 29 56 199 . 

1 3 5 7 9 II . 
18 7 3 2 I 3 7 18 47 123 . . 
_6 —4 —2 I 2 4 8 10 . . 

«. 12. 
\/^^iJ, an Laben wir, wenn » irgend eJD< 



Setzen 
Zahl bedeutet und p irgeod eij 
Beben 1 und n liegt; 



s ganze Zahl ist, die 




(2w-l)(5w-2)(an- 3) 



1.2.3 
(2« — l)....(2>j-3) 



(2«-i).^.(aw-(apw-i)) 



( 2B-i)....(a«-(2B-i)) 



rird also, oenTi Wto heriick^ichtigt, dass 



he TUT 1,3.5.... (2M-l)ten 
. Xn 4im}tehDet, der aHge- 



wenn man die Werlhc v 
^nz eehörsB, mit ^r, , n 
le Wertb tär x ge&nder 

^.=rs.-.+'a=iyp=s5^+ <'"-5>--i;— ') 5...... 



(g«-l)(2lt-a>....(!&i-2p) , 
■" 1.2... .2;. 

( 2»— l)(a» — 2)....(2i>— Ol — g)> 



taM,'w«Hi man den CoefRdmtaD 1 — 



(«-!)("- 



1.2.3 

«teo Potenz eines BlBomiums durcJt den Ausdruck 
hnet, die Gleichong gilt: 

3b— 1 



.5IM.J.22JT-S. 



(^c") be- 



gleich ef|;iebt eicbi 



ti. 13. 
ererseits ist 
■ !)*•:= yi- — 2m . ^-' . y 

ana.— !)_,.._„ 2«(a.-i)(2«-a) . 



I.2.I 



M2ti— i>C2«-a 

IT 1.2.3.J 



2«(2«-])....(2^-<3p-l)) ^_^ _ 2M2»-l).U2n^) _^_fl^^ 



2ft(2n—l )..42^—(2n~5)) 
1.2....(2«— 2J * 




^»(3»~i)^.(ai«-(a t »— a» ^ 
i.a....(2«--i) 



Bezeichnet also f» den Wertb von v, welcLer i 
VOD \/h — I gebort, so i&t 



+ C . S-r-^J-l-C . 5"-* .... 



' Wühteod, wenn «n den Werlh von u bezeichnet, der zur S 
Potenz gehört, dieser Werth gefuDdeo wird als 



17) w„ = [5" + Cr, 5"-»-hC. S^-s+C. 5»-».... 

+ C . 5"-^ + C. 5"-"] : « 



§. 14. ! 

Sollen nuD wirklich die Reihen der Wertbe von .r und tI 
(in $. 11.) den Reihen der Coefficieoten von yf und von a in < 
entsprechen und nicht etwa hloss zufällig innerhalb gewisser G 
zen dumit übereinatininieD , so muHS allgemein nach 1) arn+i — 
^Vn und n«ch 2) fq-i-i — Vn'=^ Xn sein. (Vergleiche oben in i 
die Gleichungea 1. und 2.). 

Ga ist aber, wenn 

(^f- = «:..,-,., 
ist, aueb 

so dass 

— i^n + iVn, 






2 4 

» .- 2»— 1 . 8«— 1\ 

/ 1 \ i J^ 

V2?»-«/\ 2»— 1 2n— I ^ 2»— 1 

<?..5«--»-t.C. 5^2:+C 5»-»,... 

1 B S 



SSJM-l 2»— 1 

asa äin 'd^'nillffemtBfn li^kfiBii^en* Eigenscbaft der Bioomial- 

2»— <-+^\i»-l 2» ^ 

icienten, gemäss welcher C + C =2 C ist, folgt i 



2» •. 2» i 3n 



— ^» 



1 -^ 




5»-i^^,C. 5—«+ C . if— 



"- : ■■•'■ .•"■. !■ 



es ist hiernach bewiesen, dass allgemein 

i , . ' ' JPn^l — ^u == f » 

Ebesßo . lässt aicli 4er Beweis fahren, diifn allgem^n giiltig 

«'j»-« — t'« := ^ji 



t- l^v 



> ( 



Da nun, wenn wir /lir d>e Coefficienten von ^ nnd a die Zäh- 
iweise der Glieder von %,.^. und §,/7. Jbtibehalten^ 

/ / 

18) oTn = o (in, ♦- X). alio «i = ^»-i 
«+1 ... « 



M+l n 



19) f^M = « (in §. 7.) also a =7 c^nr-i, 



V i i \^ ' ^^ ^ 



ist das ntB Glied in^ d^r fteihe §. 6. f., weiches N heissen 



e: 



20) A^ = or»-! . -ii 4- t)«;li'. W, 



-■ J^ 1 ;»V. '* 1:. • C.rro/r !•;: r» 



( 



■ 


■ 


m 


^^ 


wKbrcDd 


benio das nte Glied ia der Reihe i 


6. II., weicht^ 


A 


[tezeicb 


net werden nuge: 








21) A = t>,. ,.-i-»-^„. 


■»> 


iiti 


mithin 






\ 
ffl) 


/ 


^(5"-3 -)- cT* 5"-» -i- 'c'* 5"-^ . . 




H 






H- C . 5—1 1 


^M 




+ *l'cT"5»-a -f-'c^^S"-« 4- 'cT 


k.^ 


H 






-S-U 




L M) 




2(n-I) Ifit-U «n— 1} 

^|C. a-i^-C. 5-»+C. 5—*.... 


■ft 




+ C . 5— OH^) . . . 


ä»-i 


^B 




+ «IS"-' + C^' 5-^ + ^! 5--» 


' 


H 








L cLen 


Es tind Bonncli die ailgeneiDeii Glieder in der gemeiiidt 
Form ($. 6.) der frugliclien Iteilien 1. und 11. ^efaadeB. i 


^ft 




f 16. 




^i 


Aui H 


D GkichungeD 4) uad 3> folgt: 








/ // y-lt /"x 




^^ 




'*> t=:-G-f) 


-? 


^h 




H FI+1 1 


'M 


r 10 da.., w 


// / 

EDH a^a ist, sich ergiebt: 


M 


1 




/ // // 

24,J) -2 = « und 25,1) ^ = 


^m 


^^^ oder 


wenn 

■ 


d.rW,rth,a = j)i,., _,^ 


i 



• 



S4;2) :S=a-« und 25,ä)2 = a. 

o ist z. R für die Reihen ^ . . 

I) 1 2 5 13 34 



Rch 



ach 



II) 1 3 8 21 



^,1) 1 + 2 + 5 + 13 =21 



25,1) 1+3 + 8 + 21 =34-.lsi=33 

"• ■ ■ . 

nd bei deo Reiben 

1) « 1 3 8 21 S5 144 
II) 1 2 5 13 il 89 
t nach 

24,2) + 1+3+ 8 + 21 + 55tt:89--*l 
od nach 

25,2) 1+2 + 5 + 134-34 -|r 69«: t44. ; 



f. 17. 

Nach der Gleichung' 3) ist : 



/ 

. a ::^ 
n 


/ 

1 


II 

«-1 V 


/ 

a ä= 
• «»—1 


/ 




/ 

«—2 


/ 

a 

1 


II 


• 


» 


• 




• 


• 


• 


1* 


• 




I 

a 

1 


u 

+ -S 


/ 


/ 






; a 
l 


f 



» ■ . 



J- 






I- . • 



/ • 









» / 



J • • • ) ■;■.*/ 



III I I 

^«aus folgt durch Addition» da cf + a +.a .,«.. a.=: >2^ i^t^.^ 
^cr folgende Werth: . u 

I . I y. ru U U ^1 

26) -:S=if.«+|jf+-£4-2i... + -S I 

n .1 /Li , .* > 3 «-iJ 



^^^Hm^ 


"^ ' I ^"^ ^^ 


q 


■ 


1 


nährend 

II 

A beiei 


ebeoio da« «te niied in der Reibe % 


6. II., 


»clcblM«) 


cliaet nerdea BMige; 






1 




2i) A = f„- 1 . -J + ^„ . 


^> 




i 


Xil; mitt 


in 






1 


;,i 


= ^[5"~» + C . 5"-» -+- C . 5"-* . . 








]-: 


a<«-i) 2(«-i) 2(p.-ij 


•* 


// 

23) A' 




%-., 


• * 
.11 




1 


^^^^^^P 


-4- ^TV-ö'+^ä) . . . 

' ^ 2«-l S^I 








Sn- 


W. 1 


>i 


r E> 

1 clien Fo 


iDd Bonnch die aUgemeioen GtieiJer i 
m (%. 6.) der fragliclieu Reiben 1. ud 


der ffemeiBS 
d II. gefuDden 


iHli 




$. 16. 






' 


^^^ Au« 


den Gleicbungeo 4] und 3} folgt: 

24) 2=^~{u-a^ 








^^B-^ 


Uli 

n H+l 1 






i 


W Z, da», 


' II I 

weno a^a ist, sieli crgiebt: 










/ // // 
^ 24,1) .5=« und 25,1) ^ = 


/ / 

a —a, 




. 




idw Wcrth a = ist; 


^ 




^ 

l 



881» 

i4;S) i = « - 1' und ^,i) f^a 

n n 1 , ü iH-i 

I ist z. lt. fiir die fceihclli ... 

I) 1 2 '5 13 34 
II) 1 3 8 21 
ch 

Ujt) I+2 + S + 13 sc:21 
:h 

25,1) lH-S-«-8 + 21 s=34-l>=3^ 

I bei deo Reiben 

1) « 1 a 8 dl S5 144 
II) 1 t 5 13 ii 89 
nach 

24,2) 0+l + 3-HS-4-^l + 55tt;89--*l 
I nach 

25,2) i-hi^-5Hhia-»-34-|r69^t44. , 






I I* 



f. 17. 

Nach der Gleichoog' 3) ist : 



'.-.- ,:■- •.- 



• . .._ ^ 



/ tu 

n 1 M-^l 

I I II 

«»—1 -1 Ä— T 

/ / // 

a = a -f-^ 

n— 2 1 



■r . • ' ' ! • :» '- 



/ / II . 

/ / 






eraua folg^ durch Addition» da tt-^f-^a +.a .^•. qc = ;;S;%it^.fi|r 
der folgende Werth: V . v« >|.J 

I ^ I rli M If . II -W 

I» M /Li » > 3 »-iJ 



oDi) &nf äliDliche Weiae crLält man ilnrcb ADnenduiig der Gl 
chuDg 4) den Wertli 

// /// i\ r' l i Li 



Ans 26) folgt, nenn mon gemäss 4} setit 2^a — In — 
28) £,-« = (/!- I)a+|^^ + |-4-^....+^_J 

a -« = «.« + U+i+:s....H-2l 

n+i 1 1 Li 2 1 «J 

// / 

und ebcDBo folgt aus ^7), venu man gemäss 4) setzt 2^^a — 

Bs gilt dnher z. B. fiir die in f. 8. dargestellten Rcilien , fiir ni 
cbe a^O nnd tt=l ist, die merkwürdige Eigenscbaft: 





11 
a := 

lt+1 


rll II 11 111 


. 




/ 


»+[f+l 


/ /-■ 








«• i< 


. 






Ana $. 1. wiiaen nir, dnaa, wenn mao iibertiaupt eine Ri 
von Reilien, deren jede die Reibe der ersten Differenzen für die 

Torhergebeode ist, mit 1, II, III ,IV, Q numerirt, die nichtii 

Eigenscbart der bisber betrachteten Reiben von Reiben darin 
ateTit, dasB bei ihaeo die Gleicbung gilt: 






30) = 


(D- 






Diese Gleicbuug ist 
Gleiebung, weTcbe 
Form hat: 


aber nur «in 
für gewisse B 


pecieller 1 
ciben von 


all der 
Reibe 


allgemein« 
gilt "«1,1 






'■' (?)= 


<D 







9n 

voTin J eine beliebige constante ,Zabl ist, m und Q aber die 
igen Bedeutungen baben. 



f. 20. 



!in B^i^iei für "das im vorigen Päragrapben • erwiibnlie all- 
inere Gesetz (31.) bietet folgende Reibe, voft Reihen, fiir 

.1 tt 

e ^=b4 und a = und a = l ist, dar. 

1 1 , T- 
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$.23. 

Die io $.20. und §.21. aufgeführten Beispiele solcher ReiheD von 
Seiheii, für welche das in der GleichuDc; 31. ousgesprocdene allge- 
neioere Gesetz gilt (von ivelcbem Ana m der Gleichung 30. nusge- 
iprocheoe Gesetz für die tod udh specieller bctraclitetcn Iteihen 
lur ein hesouderer Kall ist). mügeD gfoügeu, und es soll liier nur 
lOch an die Aehnlichkeit des Gesetze? 31. mit einem, bei mehr 
llgemein bekuunlen underen Reiben vun Reihen geltenden erianerC 
rerdCD, nach welchen bei diesen anderen Reihen van Reihen, 'wenn 
rir die im $. 1. angenommene Itezeichnungsweise aucb hier beibe- 
■Iten; 

a = ß{a y also auch w = fl' . (a ), 



(2)=<,.(r') 



Man erhält solche Reihen von Reihen hekaantlich, wenn man 
or die Reihe der Potenzen irgend einer constanten Zahl, als 
leibe I., die daxu gehörigen Reihen II., 111., IV. u. s. w. Q ihrer 
liten, 2ten, 3len u. s. w. fiten Dift'erenzeD bildet. 

So hat mao-z. B. für die Potenzeu der Zahl 5 folgende Reihe 
Ten Reiben: 

I)....5-' 5-' 5-' 5° 5' 5" 5' 5* 5'.... 
U) .... 4.5-» 4.5-« 4.5-' 4.5" 4.5' 4.5» 4.5" 4.5* .... 
ni) .... 4«.5-=4».5-'4».5-i4».5''4'.5'4".5M>.5' .... 

IV) .... 4'.5-'4-.5-M'.3-'4v5''4'.5'4'.d' .... 



(. )=(.-!)(. ) = (.-!)■. (« )u. .. 
(») = (« -!)«-!. (ö) = (»-l)9-i..., 



den .luBdrückeD 



(2)=«(r)...„«=.(r) 





Ebenso wie oben die GleichnDg 30. jenem speciellen Falle vd 
31. entsprach, wo d = l war, so ist auch bier der Fall möglilf 
wo d^ 1 niril. Die Wertbc B und ä iid<1 deren Potenzen baüf 
aber bier eatirrlicfa nur dann den Wcrtb =1, d. h. es ist n 
jede der Reihen II., 111 Q der flouplreihe I. gleich, 

= 2 ist, so dass für die Reihe der Folenzen der Zahl S 







. . I 2 4 8 16 32 . 



.12 4 8 16 . 
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XXI. 

lieber die naturphilosopMscIien Principieo de 
Bewegungslehre. 



Herrn Doctor BarCass 

in WeiniBr. 



§■ 1. 

1) Da jeder Körper eiaen ßauu einnimmt, bo kann ' 
bestimmleii Cestalt der Biibn, welche er während seiner Bewegun 
beEchreil>t, nicht ender? die Rede sein, als wenn wir die Beweg« ~' 
anf beetimmtc Punkte desselben beziehen. Der Anfang aller Bi ^ 
negUDgstehre beginnt also mit der Bewegueg von Punkti _ ._ _ 
Biracto, deren Bahnen entweder gerade oder krumme Linien ain^ 

2) Durcb die Vergleichung des U'eges mit der Zeit, in welclil ■ 
jener beschrieben wurde, gestaltet sich uns der Begriff von G< 
ach windigkeit. Wenn der hürper .-1 iu derselben Zeit einen weit 
reo Weg gegangen ist, als ein anderer ß. so sagen wir, A ba^ 
sich geschwinder bewegt al« ff. üucb gieht dieses nur eine dui 
schnittlicbe Vergleichung, aus welcher noch nichts fiir die ; 
scbenzeilen geschlossen werden kaoo. Denken wir uns aber dai 
beo, daas io gleichen Zeiträumen auch gleiche Wege zurückg'elq 



T neu in Jer Zeiteinlieit 
Zeit f uit der Ge.schwiui 
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«DrdeD siad, s« linlieri Mir die gleicht' 
Mnteheu dano aiiter GescIiwiDdia'keil 
darcbloDfeDen Raiim. Ut i 
digk«-it c inrackgelegte 1 _ 

3) Wenn in gleicheu ZeJtea nicht g'leiche Wege zu Hielt gelegt 
werden, fit L^isat die Bewegung un^leicliföruiig oder verän^ 
dert. Lo^risch genommen kanD nun die Bewe^uiiff nach eiueüi all- 
gemeiDen Gesetz stetig verändeHIcIi seto oder die Veräaderuug kunn 
ohne Reg«! erfaignn. Der zweite Fall ist ki^ia Gegenstand matlifty 

ttatisclier Betraclitung, im ersten i' ' " 

( ir^cDil eine Panction der Zeit t 






i f, a 



ird r-, = ■: 



rf=» At 



*=^) und 
Je klein« 



d folglieli auch ^t nirJ, desto melir näliert eich ^ dem ^ 
und wenn wir uns eine gleiclifüruiige lieweg;nDg denken, für tveU « 
GescLwindigkei 



lit 



■ 4» 



! vcränderlicLe Bewegung Littst sich also mit der gleich) ' 

deren Geschwindigkeit j- ist) um so mehr vergleichco, ■ 
je kleiner die Zeiltntervalle sind, inocrhitlh welrher die Vergleichung 
•aftcsiellt wird. Han nennt daher auch den DifferentialquotienteS 
g ^e Geschwindigkeit der veränderten Bewegung und sagt, daalf 
letztere in ihren Differentialen gteicLförmig sei. 

«ird <U^=vtU und g-^/väf. 

4) Bei der veründerten Bewegonc; ist nun der einfachste Fall 
hr, wo die Aendrrungen der Geschwindigkeit der Zeit pr'oportio^. 
ul sind, also die Geschwindigkeit selbst durch a ~)- ^# ansgedrnckt I 

H«erdeo kann. Hier nennt mou die Bewegung eine gleichförmig ' 
■ brachleuBigie, wens b positiv ist und die Geschwindigkeit dahef 
■ii der Zeit wächat; die cousluule Grösse li ober heisst dus Maaari 
iit Ueschleuniffung. 

Ist [ilso i!:=n-i-f,r, also <ig ^v/lt=adr-\- /ililt, und 
Üblich * = (7/+ -lön -^ tonst. Denken wir uns sowohl a ala 
Cunai. ^ti, ED wird g-^^lit* und wir haben dann den ein- 
ten Fall der gleichförmig hescbleunigten Bewegung, bei wel- 
Alf die Wege den Quudrateu der Zeit prupurtionat sind. 

5) Wenn die Aendernngen der Gpsrhwindigkeit nicht der Ze^,] 
INfurtional sind, so beisat die Bewegung UDgleichfdrmig beachten'' a1 
ligl oder veriögcrt. je nachdem sie mit immer grösserer o 
Mer geringerer Geschwindigkeit vor sich gebt. Wenn wir hier 

:l>«f kKtr der Aenderuuug der Geschwindigkeit Irageu, »a haben wir, 

Function von t istj r + A»'^ «' + ^-A''+--( 

einer nun hier A' "«'' ■"i^" 

hert sich j- dem -j- und desto 

lerbelh des Zcilintervallca \t die 

20' 




un^leiclifürinig beschleunigte Bewegung mit einpr sletchfürii; t» 
' * ' 'ereD citoHiaDten BeschleunigiingnuB 



dv . 



riiftlea verglei 



= ^ ist. Diiruiu oennuD 

B der Iteüclileunigung l'i 
förmig veräüderier Gescliwindigkeii. 

= ;; gesetzt wird. 



DifleruntiälqualieDUii j. 
Bewegung mil in 



Weil c 



" dt- 

ds . 



BU ist df^pdt ttuie=JjiiM'M, 

dd» , ,. rtl'JF' 
:ii /» r= TT^, oder üii=f,w^ 



NalSrlicIi iit hierbei tlaa Ditfereotiul der Zeit cooslant jt»iH*'l"r' 



I Beai-hleuai 
aber der eiafaclisle Fall wäre n 

Ider Zeit jiroportiui 
Snnte. Dann bätie 
4^/' + -t, wo A 



jjUPgsi 

vieder der, wo die Aenltroifil 
tilsn p ^ // -\- ßr gesellt i 
piU^/i . i/t-\-ßt.d(^ also I 
bedeutet. Kerntr ä^ 



_^6't.tlt + ^ßf.dt~\-k.ilt, und dnlier t^=^t-\- {bn-^'-S^H 
Nebmen wir aber für den eiafaclisteo Fall (,= A- = e-=^\ 
wird S :=\ßl*, welvhcH die einriicbsle Vergleicbung iwi«lwi«| 
und Weg bei einer Bewegung niit gleiclilomig nriicIuMlMl^ 
■cbleuoigungsnansae gäbe. 

) Sun köonlen wir nber wieder jenes ß veränderÜctHM 

Sd indem wir eine solcbe Bewegung mit derjeniiren »wi 
i welcher ß constant ist, würden wir für den DiSercat» 



*"!.= 



'dl' 



glieder 

eine pliysikuliscb 



NhIi 



Bedeutung gewinnen. .Doch geht i 

weit, dass «if ■ 

Analnwie 



7) Die 
inkten. Bewegt s 



einungen nie 
? anzusehen 
it Hieb zunächst 
h aber ein Körpi 
uer, wu alle aeine runkte identisch 
dieselben zwei Punkte Terbindende Qei 
rallel bleibt. Diese Bewegi 
wird dieaelbc vollständig ( 
Punktes am Körper erkuoi 



l.in 



t wird! 



1 die Bewegung) 



1) Jednede Bewegung eines Punktes A ist relatif. 
wird bezogen und gilt nur in Bezug anf gewiaae Puntoi * 
aicb in Ruhe befinden oder nie rnbead gedacht werden. W<l' 
Bewegung in derselben Ebene geschieht, waa vir hier dtfV 
lieit wegen zuerst vorausaetieti wollen, geoügeu blon k 
L,IU zur Bestimmung der Lage v-»n A, deren einer nia k 
pnnkt der AbacisHen, der andere zur Beatimmnng der Lagt 'i 
Bcissenlinie dient. 

Die Punkte LM können sich jediich, ohne ihre gegei 
Lage zu andern, aeibat wieder bewegen, und man kann fli« & 
gnng auf die ala ruhend gedachten Puolita UM' beziehen. !>■ 
sug auf diese wird die Bewegung von A im .allgemeinen g**>fl 
dera ausfallen, nia in ßezug uuf LM, A. h. A wird eine »Dtl 
dere Linie beachreiben, wenn man die Bewegung auf JUM ^V^ 
als wenn man iie aof LIH beziebt. Die Bewegung dei 



' Beweint; in llezu? ntif die Punkte AjV unil aus der, i 
f in Folgte der BeWPii:uaK von L.M za kommenden Uenegun^. 
I 2) Für die CoDstruciion iltr zusiimnieD^eseisten Bewegung; gilt 1 

I rier GruodaeU der gegensei tigea (Innliliäogigkeil der ei 
' telnCD lteweguuge~o. Suclit muu den Ort v«n .4 in Uezug 
L'M' zur Zeit t, ao liisae man die Punkte LM vorerst rulien ud4 
bestimme in Uetug auf sie den Ort A' von A iiarb der Zeit t in 
Fulg;e iter Bewegnng, welclie dem A in ßpiug nuf l,M zukommf. 
Alsdann lasse nrnn liie Punkte L,M die Zeit t liindurch sirli so bs- 
wegen, wie es iliniti in Beug nn'i ti'9f zukitmint, ohne jedocb die i 
Lage vun A' gegen //iV zu ändern. Hienlurcb kämmt A' in di« • 
■(Ofce ^", welclies der ricblige Ort vun A in Bexug aatUJti' uucfe 
der Zeit t sein wird. IVInn kiinii nl)<!r aucb zuerst LIU sicli bewe* i 
gen Dod A riilieu, dnon itber LM ruhen und A sieb bewegen 1 
sen, wenn nur jede Bewegung gleicb hiD|;e diiuerl. DieseR ist gen- I 
aetriscli unmittelbar klar, da einerseits eine bi-stimmlc Lage vuk - ' 
t.lU gegen Ultf, anderseits aber aucb pine bestimmte Loge vun ' 
gegen Z^M »m Knde der Zeit f gefordert wird. 

3) Rinfucber wird die .Sncbe, wenn die Bewegung von L.M ] 
bloss eine [irogre^sive isl, so Uass die Linie fjM io allen Lagen 
■ich iiiirallel bleibt. D,u>n bexcbreilit jeder Punkt von. LM ud4 
sncb der gegen LM rubend gediiclite Punkt A dieselbe Linip, weU 
clwr Cmsiand es unnütz nacbt, diiss man die Linie LM veiter ber 
wehte. Denn die Linie, welche A in Fulge seioer auf die Funkt« 
LM bezogenen Bewegung besrlireibt. erhallen wir eben so, wenn 
wir LliJ Tubend denken und die Bewegung auf L' M' beziebeo. 
ILcDoen wir nan nocb die Linie, welche diis gegen LM ruhende 
d in Folge der auf L'M' bezogenen Beweiiung von /^^ beschreibt, 
M ist der Ort vnn A zu jeder Zeil vollkommen bestimmt. Sind 
JA' und AA" die Linien, welche A vermüge einer jeden Bewe- 
giug, wenn sie allein statt liütte, in der Zeit i beschreiben würde, 
ta lielie man durch A eine mit AA" parallele und identisclie Li' 
M ^A'", oder auch durch .-/" eine mit AA' parallele und identi- 
Mbe Linie A"A"'. su ist A" der Ort von A zur Zeit t. Offenbar 
\nn man aber auch mit den geraden Linien AA' und AA" und 
ibrem Zwischenwinkel AAA'' ein PoTnllelngramm AAA"'A" be- 
r" ebenfnils der ricblige Ort von A zur Zeit 






fiein wird. 

4) Hier haben wir nui 
■HS und desselben Punktps 
Zeit Ktikommen. Er beweg) 
il der Linie AA' fortrücke. 
MC Bewegung uacb der Liui 
Jukoinmt. Dabei nennen 
kitenbcwegungea oder Coinpoaenten 
nielier der wahre Ort A"' für jede Z 



lellung zweier BewegU'igen 

;velche ihm beide zu gleiclier 

lieb zwiefach so, als ob et 

ietic «elliat aber wieder eine prugrei- 

AA" habe, die also auch dem Punkte 

ir nun die Linien .•/./' und A.'f die 

nd die Coustruclion, nacb 

gefunden fvird, beisst das 



wir jedoch im- 
pegiingen A,4' und AA" 



^■tlelogramm der Bewegun^et 

i Parallelogiramm der Bewegungen 
r ia dem Falle an, wo die Seitenbc 
l'^eradliuig sind. Wir können darnach lei 
"rsea freiten bewegun gen entslehende mittlere Punkt für Punkt 
BCDf aucb umgekehrt jede Bewegung in zwei gerade Seitea- 
Mgaiif^cn aertegen, von deoen die eine ganz willlkührllcb isl. 
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5) Wenn die Scitenbew^ffunjtcn J^' und JJ" beide ^cra4e '' 
und einerlei Fuoctiun iler Zoit proportioaHl siml, dm als» xu je> ^ 
der Zeil ylA' und ^^" einerlei Verliältnias lioben , su ist das Pn. "^ 
rHllelogramm AA'A"A" niclit nur die Hülfsconairuriiuo, uro den'' 
Ort des Punktes A xur Zeit / ku linden, sondern derselbe hat m " 
der Zeit / die Diasuonle AA'" Bclbbt durchlaufen, aUn das« die/,, 
lasammengeseUle Bewegung; selbst auch eine g-erade ist. 

ist V die Function vnn t, ivelcbor die Neiteubenegnngcn AA ''' 
und AA" {iropurtional sind, so hat man AA ^^»■=z,au. AA"-=»' " 
=.bu. wenn a und b zwei Conslanten liedeuren. Ist ferner A der '' 
Winkel, den die Seiteubewegungeu mit eiiinnder nnchen, so ist ''- 
die Diagonale AA'" z^ s" = mVa^ ■+- b^ + 'i*>b cos A, worai» ' 
folgt, dnss ouch die zusamnengeselzie Bewegung derselben FunciieB -.[ 
fon t proportional ist. Die Geschwindigkeiten der Seitenbewegun- 



gen a 



; und 



dt- 



nd die 



.rou» folgt, 
tzten Bä< 
enfalls n 



r zusammen gesetzten Bewegung ixt . 

läse die Geschwindigkeit der zusnmm enge*,, 
egung aus denen der Sei tenbewegungeo 
cb dem Parallclogratnui zusammengesetzte^ 



i' 



1) Alle diese Sätze sind EUuäcbst nur von matbematisoher.fl 
dentaug; Anwendung auf die Natur erliiilten sie zuerst durch 4 
Gesetz der Trägheit. Nach diesem kann kein Körper an4 
Zustand der Ruhe oder der Bewegung viin selbst ändern, Bonii 
hierzu gehört allemHl eine EÜnwirknug vnn Aussen her, welche i 
Kraft nennen. Um aber eine hestiinintere Sprache zu haben, "W 
len wir die Drsoche, wodurch eine gleichförinige Bewegung erxai_ 
worden ist, einen Kindruck nennen. Diese einmal erhaltene gl«^ ^ 
förmige Bewegung dauert nach dem Gesetze der Trägheit mit i 
veränderter Hichtung und Geschwindigkeit so lange I 
bis durch einen neuen Kindruck dieser Zuntand geändert wird, i' 
Eindruck haben wir gnnz nach der erzeugten Bewef 
theilcn; er ist also der Geschwindigkeit proporliunul u 

tuog ist einerlei mit der Richtung der Bewegung. _. ._- ,_ 

Anderer Ausdruck für die Bewegung seihst, und die veränderlichia 
Zustande des Körpers, uns welclien zuletzt die gleichförmig 



'Ai 



raditnigc Bewegung hervorging, koc 



•»<*■ 






icht i 



BetrM 



cichförmige aber stetige Beweg^ 




rpe 
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di« wir zUDäcbst nur als goradÜDig aDiicbmeo wollen, so Ut ilie- 
BSlbe niclit Anders zu ileDken, als durcL eiae uaunterbrociieu 
nie Ursache uder Kraft. Detm siibiild die RiDwirkuiiK auf- 
j^etiört bat, ist aiicb der Eindruck volleDilet uud die BcwegUDg üdii 
gleicblarntig. Hieraus Tulgt aber sogleirh, dass bei der un- 
yleichförmigen BeweguuR der Aosdruck g diejenige 
Gesclinindigkeit bezeici.iiet, mit neleber 
Kleiclifürmig furtgeben würde, weno am bind 
die EiDwirkuug nufbiirte uud also der EÜodruck volleu- 
de( wäre. DeoD innerbalb des fulgenden Zeiltlieiles ^t DÜbert 
«ich aucb bei furldauefiidcr Eimvirkuug die Bewegung um so mebr 

der g^leicbfärmigen mit der Gescbwiudigkeit j-, je kleiner ^t ist, 
d. b. je mebr wir alle fernere Einwirkung bcsdiräuken. Die Ge- 
Echwiadigkeit ^ ist also der durcb die vorbergegungeue Einwir- 
kung hervorgebracbte Eindruck, und es duuert dieselbe UDvorändert 
fort, wenn alle fernere Einwirkung nufhürt. 

Aber wesentlicb weiter kann das Gesetz der Trägbeit, wie es 
oben ausgesproclien wurde, uns nirlit fuliren, weil es nur aebr uu- 
beslimmte Auskunft für den Fall giebt. wo ein Körper mehrere Ein- 
drücke zu gleieber Zeit oder uurh n»cb eionnder erbälr. Duber 
riod für die weitere Kutwickelung noch andere Sätze aütbig, wel- 
che banptsäcfalicb, lu'Fulge der Darstellung aller Lehrbücher, auf 
fönende drei zurückkommen. 

A) Wenn ein Kiirper gleichzeitig oder auch nach einander mab- 
r«re Eindrücke nach einerlei Richtung erhalt, deren jeder ihn mit 
riner bestimmten Geachwindigkeit c, *?, c" a. s, w. bewegen würde, 
■renn er allein rorbaoden wäre, so ist diia Gessinoitresultat aller 
Eindrücke eine Geschwindigkeit nacL derselben Richtung, welche 
4cT Sumnie jener gleich ist. 

B) Wenn ein Kürper zwei Eindrücke nach entgegengesetzten 
Riehtupgeu erhält, veroiöge deren er eich mit den Gescbmndigk ei- 
len c oAeT <f bewegen würdp, jenarbdero der eine oder der andere 
Kindruck allein vorhanden wäre, so erfulgt dir Bewegung nach der 
Klchtung deBJeni(;en Kindrucks, welchem die grössere Gescbwindig- 
ktit entspricht, und zwar mit eitier solchen Geschwindigkeit, welche 
Im L'nrerscbiede jener gleich iHt. 

O Weun ein Körper zwei Eindrücke uncb verschiedenen Ricb- 
bogeo erhält, so dass er also nach der einen Richtnng mit der 
ÜHcb windigkeit c, oder noch dir anderen mit der Ceschwindigkeit 
c' sieb bewegen würde, je nachdem der eine oder der andere Kill-4 
Wk allein Torbanden wäre, so erfolgt die Bewegung nach der' 
Diagonale des aus den Geschwindigkeiten c und c' und ihrem Rieb. 
lunpsunterschiede consimirten Parallelogramms, und zwar mit einer 
lokben Geschwindigkeit, welche durch eben diese Diagonale dar- 
lulelU wird. 

' aufgerührten ,Sät;,cn »ind nun offenbar 
dritten enthalten, und sie müssen fi>lg- 
8 eines allgemeineren Grundsatzes s 
ausBiirecben zu können: 



den unter A, B, i 
n ersten schon im 
drei das Ergebni 
Dinen glaube ich 



At bei 




MD Körper gleichzeitig mehr 



jeder Eiadn 
HjCät fo ' 



erfutgt die Be 



r Richtung und lnteD~ 



tcht, wohl aber 

f zwei KiodrÜcke 

A gleichzeitig zwei 



h dieser Satz 
zunächst Dur 
! ein Kürtier 
1 AD 



acb 

ü 



ichtuugäUDtet^ 



Eigeutlich beneisen lasst 
kBDD man ilm mehr erläutera i 
beschräDken. Gesetzt nisu, es 

Eindrücke nach den Richtungen AB und AD erhalten, so ist du- 
mit gemeint, daes der Körper A gleichförmig in einer heatiminten 
Zeit den Weg AD zurücklegen würde, wenn der Kiodruck nncli 
der Gichlung Aß nicht vorliandeD wäre; oder ob'r es würde der 
Köqier in derselben Zeit gleichförmig und geradlinig von A nach 
B gehen, wenn er den Eindruck nacb der Ricbtuag Aß 
balten hätte. Da nun nach obigem Gruffdaatze beide t:iudi 
unveränderter Richtung und Geschwindigkeit forlbeHteheu, 
daas der Körper A eine solche Bewegung mHchen mu», 
deren er sich gleichförmig aus der Linie AD nach der RichtuS 
AB und ehenfalls gieicli^rjnig aus der Linie AB nach der Ricr 
tUDg AD entfernt, und daher in der Tbat die Dingonule des ' 
den gleichzeitigen Wegen AB und AD mit ibrem Ricl 
schiede heschriebeoeu Parallelogramms durchläuft. 

Es ist ahn klar, dass in dem (ihi§;cn Grundsätze das rursllelo- 
gramra der Bindrücke, gewöhnlich der Kräfte genannt, unmittelbar 
entbalteu ist. Um sich die Bedeututiug des obigen Grundsatzes . 
noch auf andere Weise zu erläutern, denke man sieb, ein Körper 
habe einen solchen Gindruck P erhalten, vermöge dessen er sieli 
nach der Richtung AB gleicbformlg bewegt, und es gehe derselbe 
iu einer bestimmten Zeit von A bis ß. In demselben Augenblicke, 
wo er in A ist, erhalte er einen zweiten Eindruck (?, i 
sich dennoch nur gleichförmig und fceradliiiio; bewegen könncj 
weil der Voraussetzung zu Folge alle fernere Linwirkung soglei 
aufboren soll. £r mag nun in dertellien Zelt, in welcher 
£ulhun des zweiten Eindrucks von A oacb B gegangen wäi» 
wirklich von A bis C gelangt sein. Hier kunn man sieb offenhur . 
vorstellen, dass jener erste Eindruck 7* mit unveränderter lutensi- 
tät und seiner unfäuglichen Richtung beständig parallel forthestan- "i 
ein zweiter ebcnfalk unveränderlicher und mit BC "■ 
Ileler Eindruck R den Körper itus der Linie AB «^ 
id so durch die Linie ^CT geführt habe. Dieser Ein- i» 
demselben Augenblicke, als der Eindruck <2 zu ^ ^ 
getreten war, also schon in A vorbanden, und die Uebaujitung 'l» 
kommt nun diiriinf zurück, daiis R mit Q ideutiacb sei, oder dass v 
der Eindruck R den Körper in der Linie AD. die mit BC fiarul- ^^ 
lel ist, mit tjoch eben derselben Geschwindigkeit bewegt huhea <i 
würde, wenn der Eindruck P nicht vorhanden gewesen wäre. <^ 

Auf diesen Grundsatz des ungestörten Fortbestehens aller Ein- ^ 
drUcke nach Intensität und Richtung ist diis Parallelogramm der 
Kräfte von mehreren Heroen in den matliematiscbeo Wisscnscbafieu, '' 
namentlich auch von Newton gestützt worden, und es folgt daraus '* 
unmittelbar durch die Zusammensetzung der Bewegungen, wofür ^ 
die Rpgeln in (. 3. entwickelt worden siud. Dass wenigstens New- \ 
tiMis Meinung uuf diesen Grundsatz zurückkomme, scheint mir 
seinen Worten unmittelbar benorzugehen, welche also lauten: 



icke, '' 

rd«rf« 

le^H 
ohSH 



den. 


dass 


ab« 


bestäi 


.dig 


pai 


druck 


R 


kt n 
war 




Corpus viribus 
tempore deacribere, i^ 

St corpoH datu tempore, vi sola iV, ferretur ab A aa a, 
i\ sola A, ab .4 aJ C\ cnm|-lealur puriillelogrammum ABCD, 
ti ntriii[U<- l'erelur id cuilein rfimpore nb A ad D. \am (^ 
ni iV a|{it secunduin liiieam AC ipsi BD pHrallelnm, JjEiec vis ni- 
kil mutabit velocitaleiu accedeniti ad lineam illum BD a vi altera 
f[«nitam. Accedet igitur corpus eiidera tempore all lineARi BD s 
Tis X imprimatar, sive Di>n, iirque adeo in line illius lempuria re- 
^rieiur alicubi in liticu illa Bli. Hudem ar^ifmiieDNi in üae lern- 

Kri« eiusdem repnrietur alicubi io tinen CD, et iilciicit in Ulriusque 
«ae coDuursu D reperiri necesse eel. 

Die Worle: uam quoniain vis A' agit u. a. w. bis proiiitnin spre- 
rb«n dacb olTenlar den obigen Gruadsatz aus. Uensvlbeo köoate 
mau vielJeicbt ileai Gesetz der Trägbcit euch zur VervullBlSixIigua)^ 
hininfügCD, wenigslena aclieini er mit ibni nahe vertvandt zu seta. 
Du Träglieitsgesetz, wie es üben BUsgesprocben wurde, iat scbun 
in dem allgeDieinerea der ^acurnulbwc^dlgkeit enlbalten; wus es 
ober die llewegang lehrt, folgt aUB dem letzteren uuniittelbar mit 
Hülfe des Satzes vnm zureicLeoden Grunde. Üaber kaun kein Kör- 
per durcb sirii selbst io Bewegung; ki)mmeD, uuil die einmal eat- 
gtandeoe Bene^ung kann weder in Hiusiclit auf Gescbwindigkeit 
nach auf Kiditung von selbst eine Aenderung erleiden. Weiler 
(Slirt uns das Trägheitsgesetz aucb keinen Nrlirilt, wei<n wir il.m 
■ lebt eiuen bestiinmleren Gebuil geben. Dieses geacbieiit nun da- 
dnrch, ilasa wir e» auf das gleicb/.eiti^e Zusammenwirken incbreier 
Eindrücke ausdehnen. Der Körper genügt jedem l<:indrucke 



cb 
Üindruck allei 



rliande 



el I 



und ili 



Begeln 
folgli. 



für di( 



In der Deneren Zeil ist maa jedoch meist von dieser ßetmcb-: 
tnnpsweiae für das Kräfteporullelogramm abgekommen und hat da- 
für andeie Demo nslra Ein nen ersannen, die zumTbeil weitlüulig und 
■elir künstlich geordnet sind, leb gluulie nicht, dasa man einen 
wirklichen Vorilieil dadurch erreicht bähe, um aber die Sache in 
ihr wahres Liebt zu seFzen , will ich mich beispielsweise auf l'ois- 
Sftss Durstelluiig bezieben, zumul dieselbe nach einigen hier und 
da vnrgekommetien Aeusserungen nicht richtig verstunden worden 
U Bein acbeiol, und l'oissnn allerdin^'S verdient, gegen ungcrecl-le 
Farwürlc vertbeidigt zu werden. 

Poiasou setzt zaerst zwei gleiche Seiteneindrücke P variius, 
in wekhem falle durch den ,>ut£ des zureichenden Grundes leicht 
fol)(t, (lass der Körper der Linie füllen musa. welche den Winkel 
' Seileneiodrücke balbirt. Macht also jeder tjeitenein druck mit 
Resultanie H deu Winkel x, ao kann 
4ie erste Auf^^iibe ist nun, doss mi 
). Hierfür nimmt Poisaon nicht. 
etwa bloss die Willkührliclikeit d< 
lern mit mehr Tiefblick zitgli 



■h dl 




ilaa« in g>(J*,x) keine (iD<l(^re (irasae vorkonint, 
P KJeiciiartig isl. Da nämlicli iaa \crlialtDiBa It-.PWif 
MaaBSeinlieit docli dusselbe bleiben muss, su kunn /t nur =fif{x) I 
sein. Wenn aber cur Bildiinar vun ^iP,x) nocb eine mit P ^Incb- 
artige Cunstaiite a niitbig seiu sollle, su wäre uncfa der finni« 
Scliluas verfehlt, und dieser Umstand ist es ^erude, der bier ahtäl 
Axiom hiogealellt werden miiss; ilfan daruiis, daaa ich nicht nÜHl 
woher eine solche Cuugtanie in die RecbpuDg- koaimen sollte, b|| 
ich dach nicht auf die Ahwesenlieit derselben achiieBseu. Hu kü 

X. B. wobl Jt=Pll+~y.Cx))/lar) seiu, oboe dass das Ver 
[liss P: R bei verschiedenen Mausseiubciten cunatuot xu sein 
iijirle. Duber kämmt man anch durch diese Belraclttung nicht a 
aenilicb weiter, hU wenn man sogleich die <>leicbung Jt^P.y{ 
dls ein Axiom annimmt. i 

Nun denkt eich Puisgup jede SeiteukroCt P als ResnltM 
sweier ii;leichen Seitenkrnl'tc f^, welche mit /* den Winke) x I 
ohen und hiit dann />= (l<p(')- Von den vier Kräften Q äl 
iwei zwischen P und it und machen mit Jt den Winke 
gehen also in der Resallante das Glied figi{x — 2); die beiden < 
dcreu Cl muchen mit /t den Winkel ^ + 1, gehen als» in i 
/weites Olieil l9^(^+s). an dass A= %(.a: + s) + Qy(« 
sein muss. Weil aber nurh /t = Pip{x)= fiy(x)g>{^), m 
uugeublicklicb 



welche Gleichung nun zur Bi'Sii 
Hier stosien wir aber aut 
elgeullicbea Nerv des Beweises 
dies ich oben in f. 3. unter 
bringt Jedes kraftepaar it 
grossesGlied hervor, wie 
denn aber diese Axiome so unm 
DemoDstrHiioo der Newtonschen 1 
ziehen kiinnte? Allerdings musa 
mehreren Rindrücken hervorgehi 
Weise gefunden wird, man mag 
eben, wie man will, aber bieri 
ma» die Resultante jedes Pnara« 
Kindrücken betrachten darf), il 
icb nicht ab, wie ich dadurch 
iheil kommen soll. 

Statt der naturphilosuphisch 
Analysis l'uissons angeprifl'en, iii 
Tadel aufzuÜndeD weiss. Denn 



mmuiig der Form 9^ dient. 

die beiden Axiame, welch« 1 
uusmachen. Das erste ist du, 1 
A) aussprach, nach dem mtü 

der Resultuute ein eben 

illelbar klar, dass man eine eA 

uiler einer anderen ähnlichen II 

[gegeben werden, dais der ■ 

9nae Gesaromteindruck t 
die CiiDibinationen zu je xvei 

ins ist doch noch nicht kliir, 
als unabbüiigii; von allen ühr 

gegen daa Axiom in %, 4. in ' 



*) In dienen beiden AzioinEn liegt auch zugleich der vollständige '■'^1 
, für die Gleicbimg ii[P,a:)=!P ■•f(^-). Denn wenn der Seiceneinml 
, p ist, so xei die Resultante pk. Erfnigt dnnn p gleichzeitig nnul^l 

eniscebc der Eindruck np', aber in der Kesnilante wird bucIi itn v 
' ilriick j^,nma\ erfolgen, und sie wird daher np.k, so dads also 
dem Seiten Bind nicke imsbhängifr sein inuss. 



uoü — 



! syiilaktiBche Eigcnscliuft, i 



l-9(a- 



I haiier 



;h welclier 2y.(^)<f{a] 
h doch nicht 



Fin, wie duüurch l'oiiiana HeniinstrntidD iimgealOBseD irertten boII. 
Derselbe spricht araez hpstimmt dii- VomustietiuDir hu«, dass io 
A^/V(^>< 9>(-^) ein'erlci Fiiiji^liDD«forra fiH- alle Wertlie von x 
sei , ODil weDD DiHD auch für diese Behauptiiog einen B«weie vflr- 
langen müchle, so muae man doch l'oissona Oemonslnitiun nur aas 
diesem fieaiclirsjiniikle beuriheilen. Darnach aber hat Poissou das 
Recht, ilic Ausdrücke gi{^ + a) und gi{x — x) nach dfin Taylurschen 
l<«hrBarEe aBfznlÜsen und tur die beiden daher entsprinpeniien f{-x), 



vie auch für die beiden 



d^fix) 



%a setzen, and die Gleichuna; 



lia: 



: 2y(^). 2 






giebt ihm dann 



Dftr&OB gebt deuu hervor, dusü dii 
von X gar Dicht tnebr ul>häugcu küi 
— i'gi(a:) gesetzt wird, s 






joglcich - ^,— = + l>*y{x 
mitbin 



.)=2(1- 



Dieses darf du 


u ioiiaerliin 


bh-ibt ja die Freihe 


1 , für 6 a< 


lu deDkeOj SU dnss 


utsu in de 



i:^ 2co<i ^x geseixt werden, denn es 
eil einen imnginaren Werth g-K — I 
' Butwickelung von cos in alle Glie- 



der jiasitiv werden und 
üclitigt wird. Well alter Tür 
«ncti if(s) = sein nnss, ao 

die Function ^ — n'tchr d 

virkeluDg dersellien h<it für r 
der und kann daher, weil sie 
i,e. niclil vurKlelli-n. Also 
der Coelticieot ^ reell sein, 
fiien kifunte nun £:=l, //^ 
■WD & '^ l nehmen wallte, i 
kräße in satcben Fällen erhall 
hnben k«an. Es ist bIeo ^(s) 
Hsrr Ooctor Dippe hat ii 
•Äs so geordnet, dass er 



It auch die FudcIIod - 



' berück- '^ 



»^— die ResuHaote Ä uud duliit^ 
sieht man sogleich, dass ?>(>) dareb 



^iges 



eilt V 



u die Rnt 



Eplle Werthe vuq x nur poiitive Glia- 
iminer cuuvcrcirt, tur sulche HVrthe 
muss in der'KnIwickelung von <f{») 
[Sat-h l>ekanDteu urtnlvtiachen Prioci- 



3, i = 



, allei 




ein Gleichgewicht der 

ten, wo es augenscheinlich nicht statt 

=:2ci>s> und daher /l = 2P. cot X. 

diesem Archive (Till. III. S. 329.) 4eB 

Vurausaetiung einer gleiclien 
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FuoctioDiforiu Tür alle Wertbe den Wiukels, welclieii liie 8eilenk»ft 
roiC der Resultante mHcht, frei ist, wudurcli seine Demunstraiion 
allerdiogH ein Ueberg-ewicht über liie vdu PuiasoD bekumnit, fiot 
bin icb der Miiuupg^, dnis von den t> (^rundHälteti, welche Herr l)r. 
Dippe dem Beweise unterlegt, odr die beiilen ersten uud der fuafii 
DÖtbi^ sind, ubi^eaelien von dem. v/bs ich oben in Hiusicbitif] 
PcAbbodh Vortrs)^ lirrvorliub. In der Glticliung' 

y-(*) f(a) = cp{.v + s) + 9(37 — *) 

sind bei Herrn üuctor Dippe die Ausdrücke gi(.x'), y(x) D. i^ il 
uicbis atiderea, uIb eine Art uiiheBtinmter CaefTicienten , für ffeU 
eben jeue Gleichung die Relatino uuailriickt. .Setzen wir x = 
BO findet sich, du f{0) = 2 sein mUEs, uugenblickiich 



,(^)=l/2-v(2:r|. 




Nun ist aber auch, wenn ^ = 45°, y(2a^) = 0, 
= 2cU8 4d", daher dann y(^)" = V/2V^1 — co 

und sn folgt «Il^eniein ^g)' = 2cosQ-^)' 
der Gleichung 9>{^) = 2cos je k^iuu nun wühl . 
diirgetUalJ werden, nie Herr Doctur Dippe es g 


aUn 5p(45')=j 
r4ä^ = 2cos(^ 

Di« Allgcoeinb 
uf eben die W^ 
zeigt lint. 



I 



streng genommen nürde utiä niclit ciniiial das Purallelogi 
zivcier Einilriicke, uucli wenn es noch so streng bewiet 
zu einer vollstatiiligcu Begründung der Bewegungslehri 
denn es giebt ja noch gar keine Ausführung für den PüN, 
ali zwei ICindriicke zusammenwirkeD , wenn muD nicht anninni, 
dusa jedes beliebige Paur durch eben den G es» inui lein druck ndi 
ersetzen lasse, wenn es allein vorhanden n»re. Dieser Snit iüt 
aber eine nothnendige Folge von dem in f. i. aufgestellteo Alias, 
so dflsg also durch dieses die vollständige Cutwickeluug der I 
gungslehrc vermittelt wird. 

T)ie meisten Beweise für das Krärie|>arnllelagrainin oder 
mehr alle, die von dem Poissnnsclien sich nur in der analytiscl 
Bebnndlungsweise unterscheiden , machen jenen ersten Sali 1 
VoritussetKUDg. Hier meine ich aber diese Darstellungen v<irzö|[li<i 
desshalb tadeln zu müssen, dass sie pir keine Auskunft darüber 
geben, wie weit denn jener Orundsalz für die Denina^trHliuneii dt* 
Krüfteparallegrammes ausreiihe, und dass man nicht ins kla» 
darüber kommt, ob die zu Hülfe genooinienen Axiome nuch sauRil- 
lich nnthwendig waren. Der aus mehreren Eindrücken hervorge- 
hende Gesammteindriick muss nach dem Gesetx der Naturnslhirn 
digkeit vollkommen bestimmt sein, sowohl nach Intensität aU auck 
nach der Riciituiig. Indem ich nun annehme, dasa für zwei he]i^ 
bige Eindrücke derjenige Gesammteindruck sich setzen laiiBC, du 
sie hervorbringen müssten , wenn sie allein wirkten, so genügt ■!■ 
Urdings das Parallelogramm der Bedingung, dass bei jeder ComÜ- 
natiott derselbe Totaleindruck erhallen wird, aber es wHre ja * 



«vobt möglich, ilnss nur daa Pnrullelogramm dieser Bedin 
niigle, und hierüber erhält man keine Auakanft, 

NuD ist nlier gleich klar, dasa jenes Axi ' ' ' 



littelbar 



KräflepnrBlIelogruuim l'ülireD kann, deiio es wäre wohl mög'- 
livli, dnsa nicht der Tulsleiodruck selbst, sondern eine gewisse 
FanrtiDQ desselhen hub ehrn solchen Fuociii ' ' ' 

drücke Dach dem PBrullelograoim sieb abli 
mtin %. B. die mtc Potenz der Resultante i 
der Componenlen durch ütia E'aralleliigraDim finden miisste. Wenn 
aber der Sati von der Summirung gleich gericlitetcr Bindrncke noch 
EU Hülfe genommea wird, ed ist auch das Kräfteparallelogramm 
Totlsländig hegründei. Mun mass uämllch das Pnncip des $. 4. 
wenigstens fiir einen besondern Futl biiben. Ich ordne nun den 
Bewefs so: 

t) Wenn mehr als zwei tMndrücke auf einen Körper wirken, 
80 kann maii, um den GeHrimmleindmok zu erhalten, für jede be- 
liebige zwei denjenigen Totuleindruck setzen, den sie erzeugen 
wöruen, wenn sie allein wirkten. 

2) Zwei gleiche entgcge'ngesetile Eindrücke heben sich ver- 
möge des Satzes vom zur«icbenden Grunde auf^ w<^nu sie allein 
wirken, also auch nach 1) in der Zuaiimmeuwirkung mit beliebigen 
anderen Eindrücken. 

Wenn zwei Eindrücke einen Winkel mit einander machen, so 
folgt der TotHleiüdruük der Richtung kfinea von beiden, aber seine 
Richtung fa,llt immer iu die Ebene der Seiteneindrücke. 

Bieraus folgt mit Norhwendigkeit . dnss wenn zwei Bindrücke 
anf einen Kürper wirken, deren Hichlungen in dieselbe Gerade fal- 
len, die Kicblung des Gesammteinüruckes auch nncb in diese Gerade 
b\leD musa. Denn wenn die Eitidriicke a, — a und 6 nach dersel- 
ben (>eradea wirken, so ist der Gesammteindruck 6 und fällt in 
dieselbe Gerade, da » und — a sieb heben. Verbindet mau nun 
erst & mit — a, so avi x dv'r Totaleindruck und es mache derselbe 
nie der ersten Hicbtung den Winkel (p, wenn er mit ihr nicht zn- 
Mmmenfa'Mt. Indem man nun wieder % mit a verbindet, entsteht 
nach 1) der Eindruck i, disaen Richtung mit der von a zusammen- 
ralll. Daher kann aurh nach 3) « mit a keinen Winkel machen, 
«der «H ist tp = (i. 

4) Wenn zwei gleiche Eindrücke unter einem beliebigen Win- 
kel gegeben werden, so fallt die Ricblun); der Resultante ulle- 
nal in die Ijinie, welche den Winkel der Componenten balbirt, ent. 
nreder Dach der einen oder nach der anderen Seite vom Scheitel, 
dieses ist schon durch den Satz des zureichenden Grundes' klar, 
obaclion sich noch eine Art Beweis geben liesse. 

9) Wenn zwei Eindrücke nach einerlei Richtung gegebei 



ick der 



r gleich und folgt 



den. so ist der Totaleindri 

' derselben Richtung. 

Daher muss not^wendig die Resultante zweier Eindrücke, die 
nach entgegengesetzten Richtungen gegeben werden, der Differenz 
heider gleich nvin und der Richtung des Grüaseren fnigco. Denn 
hat fiian die Eindrucke l-, a und — a, so ist It die Resultante. Ver- 
bindet man aber erst 6 und a, so entsteht &~t-a, und wenn noch 
— tw dazu kommt, so entsteht wieder i, d. h. {li-\-a) — a. 

Nach dieser logischen Spielerei komme ich zur DemuDStratiott 

des Parallelogramraes der Eindrücke. Man habe drei Eindrücke 
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fl, 1/, e uail C9 sei .r der Winkf^l zwiKclien a und &, y der : 
aclieti i und c. Welclie (iräsHe uud RicbtuDi; nun der aus i 
unter d«ni Winkel a: enUtebcDde Kindruck r aucb Laben o 
läflBt Hieb docli lieiiles immer durcli die Diu)i(oaMlc eioes Puralldl 
grummes ecliuUea, wenu uxu nur die Couponeuleo uad & g 
rig iiliÜDilert, uhne dais man dcsslialti auch statt des Winke 
einen andern lu setzen genötbif^t ist. Gesetzt 
statt a und m,6 statt 6 letcen und es macbc r mit A den Winkrl | 
l, so ist 



fi) 



r COM i::^ma 

Indem wii ferner r und c unter de 
deji Totnieiodrnck it für alle drei 
man, um nacli dem Piiraltelogrami: 
>n,c «tatt c setzen. Macht /t mit < 




I /l sin g- =: « 
• /('«ass'^in 



D Winkel i-i-y vcrbiodeiiv^ 
'orDpouenten zu erhukCDtPi 
I zu rechnen , tra^r siOi 
' den Winkel g, »o liat 

• sin(/+ä() 

' cos(/-|-y)-f-(»,c 

-y) auflöst und slal 



|/lcose-r=. 



dem Winkel y 
t mucke derielbe mit £ il 

•y uad ^ fi;eselzt werden 



6) setzt: 
w^a siu(ir + y) + »«,«,fi 

Ordnung di 






entstehe der Eindruel^ 
Winkel X. Muss nuo fic ani p 
um nucb dem Purallelogra 



= ixc cos y + ^,*, 



und, um nacb dem Purallelogramm 
q nnd a setzen, erhalten wir, wenn 



lern Winker l-i-x\et\äi 
rrchocn, /t,^ und [ii,ti \ 
mit a den Winkel y m 



Ä C0By=:/i,p cos(l. + a^) + /A,(; 
I mit Hülfe vnn S) fulgt: 
[R sin / = /i/ijC.sin(.27-;-y)-j-/*,/*,a sin ar 
liÄ eos;'==:^^,c.coB[^4-y) + /t,j»,i CO. 



Weil aber y^x + y- 
tcD Eliminutionsverfaure 



indet man aus 9) nacb wät\ 



r + y) + ^,f»,Ä s 



Iä cos5- = /*,« cos(,2^-f-y) +jU',jUi£ coayi-4-pf»jr 
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Adb T) Dnd 10) folgen nun ixe beideu GleichDu^ea, velcfae di« Be- 
dragnng' sosdrücken, dass narh beiden CombiuBtioDBfulgeD doch 
eineHei GrSsse und Richtung der Re«ulttiDte berauskuniDiea muss, 
nimlieb : 

!«r*(,«8in{^H-y)+«,«»,*BinS'=^,«Bin(j>+-ff)+p,^,ÄHiiiy 
«•i,ffcnB(.r+y)+»#,«,*Biny=^,asin(.rH-s')+^,fi,//s(ny 
+ m,c -i-jifi'aC. 

Die weilereu Bestimmungen über )i;elien aus der anderen Bedingung- 
in Grundsatz 1. hervor, dass nämlich die Grösse und Richtung der 
Rcmiltante zweier Eindrücke von allen noch gegebenen [üindriicken 
aaabbängig sein boII. Dieser Bedingnnti: wird nur dadurch genügt, 
Vena in den Gleichnngen 11) die CoRl'Gcienten gleicher Sinus und 
CoBiDus gleich Mnd, ntlpilicl) wenn 0>m,;=^,, m,0i^:^it,jfi^ und 
M, ^ fifi^ ist. Tm aber dieses xn beweisen, müssen wir noch 
Mnen vierlen Eindruck d zugeben, welcher mit c den Winkel % 
BBchen mag*). Cm für diesen Fall den Totuleindruck 7* zu er- 
halten, liut man Jt und <l unter dem Winkel S'+-g zu verbinden. 
Es mache P mit il den Winkel fi Dud man müsse, um nach dem 
Pirallelogramm zu rechnen, m,/t statt R und mtd statt <i setzen, 
W hat mftD 

/>sin l,=m,li s 
Liist man hie 



n(a+«)i 
be aus 7), 



in(^+S<+.) + 



P5'Lnj!^«.C^,«siü(a^-l-y-l-s)4-/t,iU,ÄBin(y-)-a) + /t/t,CHiD«> 



MT,« 8in(.r + y-l- = ) + m,nij. 
: ft,,a sio (^ + ff + s) -J- ti,fi.jfi 



wA diese Gleichung gilt für jeden Werth von je. Da aber kein «d | 
lid fi nach Grnndsali 1. von % abhängt, so mügsen die Coeflicien- 
Ita gleicher Sinus uothwendig gleich sein. Denn wenn man aucb 
HDehmeii wollte, es wäre dem nicht »o, so könnte man dach x so 
lililen, dasH z. B. 

mm^a ain(.» + y + *)-l- wi,f»,Ä 8in(y + «) 
= (t,u 8in(a7H-y + a) + /*,/*,* siii(y+«) 



, *) Es würde hinreichen, die erste der Gieicbungeii 7) mit coss, die aa-J 
dere mit sin x zu mnltipliciren und iJie Producce zu addireii und da(-J 
selbe Verfahren auch bei den Glf^ichungen "_ 

■tau dieses Cajcul.i die obige Darstellung, um zugleich seine Beiiebungrl 
cur Sache nachzunreisen. * 








fg%= 



braucble Dur 



SU acliDien. Al>er di 
der Werlh von s nuf 
Gletcbuag /i/i, =fn, allgemein, 

13) /BOT, = fi,, Ol, 



^{x-^r/)-\-ita,m,—ii,fit)b äi 



de ducli juji», ^ |U, werden, uod 
' ' ita tioßusB liut, 80 ist 



= li,fi„ 



= fifi^ 



Uod dieses lind die GleicliUD^en, tvelcbe der Gruadsnlx 1. bedin] 
Icli verluBie aber jetzt die allgemeine Betroclitung, weil ea mei 
Absiebt nicbt ist, diesen Aut'sutz mit weitläufigeo RecbuitojteD 
fälleD. leb bringe vielmelir siigleich den GruDdaulz 5. in Anweodui 
I und setze zu dem Bebufe den Winkel a^=:0, um 6 in die Ri< 
fon a zu bringen. Aladuun ist a-t-6 die Resultante von a und 
und es ist dessbalb jwnzm, =1, so daas die GleichuDgeo 13) 
Inigeaüe übergeben: 



Darnach ist 
Grundsalz 4, 
der Sinn (e 
drucken a 



14) aij^fi,, Biji^^fi,fi,, «i,^/t/*, 

— ^— . Nebuie icb aber Ducb c = i 
notbweDdig fi^^(l, und duber m,=:. 
Igenderr Bringt mau an den beli 
-hi und 6, die unter dem belieb 



I wird na 
Davon 



m,^M,. Dnrum ist eiicb /i, in allen Pällen ^/i und;i,= 
und die GleicbuDgen 14) liefern folgende: 

«;,=/», und M, =:/*/*,, 

woraus ju,^»i,^|U^I folgt. Hiermit ist aber das Paralj 
gramm der EindrUcke vullständig beniesen. 

Ich babe diesen Beweis nicbt in der Meinung abgefosst. 
damit meinen Vurgnogern deu Hang abzulaufen; meine Absiebt 
yorzüglicb nur auf die Erörterung der Princijiieo der Wissen« 
Für diessmal scbliesse ich aber die Uetracbtungeo, um sie bei 
näcfaslea Gelegenheit weiter fortzufiibren. 
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Dg einer iDteressanten geometrischen 
Aufgabe. 
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Aufgabe. 

iben ein Winkel ^ (Taf. 
wischendesseDSchenkr 
eiaäelAoiematt ziehen, 
1 ist, die durcb <lea Pu 
D, das» sie ibre Enden, 
von ^ Laben. 


3.) uod ein 



Auflosung. '^ 

, in Taf. IV. Fi^4., ^ der gegebene Winkel und a der 

Weben« Punkt, vie in Taf. IV. Fio;. 3. Man ziehe zuerst durch 

B Ä'aÄ" BO, daes Z. ^^'« = J^a = *(= 90" — ^A] ist. 

tdardi wird jiS' ^ ^A. Man ziehe ferner durch a die /s;» 

ikrecht zu aK und die lag' aenkrecht zu y^K', Der Winkel 

>. den die gesuclile Linie man mit ATVA' roaäbt. beiase y, und 

IVnikel .7nn« und ^4mn mö^en mit » und xd 'bezeichnet wer- 

. ig| dann n==iA:-i~y> nnd m= X: — ip, und mau bat: 



»^ 



2) - = ;f^=. 



°g 



3) M» =: ain + «» = -; 



(*-y) ' 






Rffcrenziitl von mn, wenn ^i veränderlicli ist, wird »Iso sein 



4) d.mnzi 
wir den Differentialquofienten ". =0, so ist 



ag .Cos ta ap.i 



und mao erhält, wenn m 
the aus 1. aoA 2. setzt 
verwickelten AusdrÜckeo 


B EtAfl 

(wälire 
kommt 


■^-^ und Btolt ^' 
od man oho« diese 
, die äuaaerst einfa 


oder 




7) am. cot 
S) am:a» = 


w = (i».cot « 
= cot » : cot m. 


Wird 
=cot 


DU» .4» 

m : cot n 


seükreclit lu mm nogenommeu, 
es muas oUo 


also 




») 


ms: n 


= nn.am. 






(m. + » 


,):m = 


= {am -\- an) -.am. 


also, dn w* + »«::= ««b H- «« = 


mn ist, BUcb 


mithiD 


BUCb 




10) ««=«, 



^ 



seio. Man bat «onoch zur BestiminDDi; des Punktes » 

a gegeben ist, zur Bestimmung der Lage der gesucbtea 1 

matn, folgende zwei Bestimmuiigsslücke: 

I) * liegt so, dass La»^ ein rechter Winkelist; 

II) t liegt in der durch a gehenden gesuchten Linie 
dass n« = 0ffi ist. 

Der ersten Bedingung ents|ireclien die Punkte des 
kreisca agp.t über dem Durchmess 

Der zweiten Bedingung genügen die Punkte der H^pi 
a"'a»'(!"saa"} . welche ^Ä und .^K" zu Asymptoten b»* 
durch tlen Punkt a geht; und diese ist gemäss der GIm 
n»'-^am, in welcher n'»' und am' die betreffenden Stiickel 
willkiibrlicheD, durch a gelegten, die Hyperbel a»s in den 
Punkten a und *' scbneideodeu Linie iiiit' bedeuten, sebr lei 
construiren. 

Der Punkt « in der gesuchten Linie ma»tt ist bIb« 
Durchschnittspunkt jenes kreisea mit dieser Hyperti 

Da Clin allgemein flir jede durch a gehende Linie ••'itll 
den Gleichungen 1. und 2. | 

aw' = ,. fj/ ■. a"d ( 



inW + TT 



i'ergleiche Burg Artikel Hj'perber. 



■er T«ränilerlic)ie Ruilius ag der tiier erwalioten Hyperbel 



•4' den vernuilerliclieu Winkel bedeutet, dea sj' mit der Bnais 
r' des gleicliscLeuklichen Dreiecks AK'K niaclit. 



XXIU. 

Zur Theorie der Kegelschnitte. 



Herrn C Adiims, 

jehrer der Malhomalik ^n ilrr Gewerbscliule zu Wintertbur. 



- Dr. Scblömilch zu Jena beweist im 3leD Unnde des Ar. 

!iDijj;e Sätze vod Mccbsecken , wcicbe in oder am 

KtKelBcliDilt betcbrieben siod. Seine Beweise stiitzcD Rieh ' 

^oeorie der prujektiviSKben Gebilde, uuf jene schilnen Sätze, 

['Steiner in seiner ,, Abhäng:i)^keit geomelriseher Geatal- 

I atrenger sjslematiaciier Poigericbti^ckeit eotwickelt bnt. — 

fb fiUD Tür die Leser des Archivs oiclit uuinteresäuot sein, 

ftleicbuiig der verscbicdcnen Mefboden io der Bcweisfiib- 

"nolb«! MHIze auf andere Wei^e, nümlicb mit UUIfe der 

bewiesen zu seben. sei «s auub nur, um auf die 

t dieser Lebre von Neacm aul'merksoui zu werden. — 

: ich als lekanot voraussetze, und deren Beweise in 

I Poncelet, Steiner, Pliickers anal^tiscb geumetriscben Knt- 

D oder eucb in meiner eigenen ,, Lehre von den Trtins- 

inGbp;eaeheD werden künnen, sind folgende; 

*1) Wenn die Keilen eiuea Dreiecks oder aucli ihre Verlange- 

|«i von einer beliebigen gerodtinigeu Transversale geschnitten 

tu. so tbeilt diese Transversale jede Seite dea Dreiecks in 

■olcLe Abschnitte, doss das Product aus drei nicht an eioan* 

pütgendeo Abschnitten gleich ist dem Producte der drei anderen. 

[ !) (Inigekehrt werden nuf zwei Seiten eines Dreiecks und der 

"iBeroug der dritten Seite oder aucli auf den V erlange ru offen 

■rei Seiten drei Punkte so angenummeii , dass das Product 

b<ücbt sn einander liegenden Abschnitten der Seiten glerch 




-3) WeuD zwei Dreiecke e. 
biaduDgalinien ilrer ticken je 
zusBrnmenlaufeD , so liegen die UurchscIinilts[iuDkte ilirer eafl 
clicndcD Seilen in geruder Linie. 1 

4) rmgekebrt, weuD zwei Dreiecke eine iotciie I^ag« wl 
dass ilic DurcliHcbDittgpunktG von je zwei enisprecbrnden Setti 
gerader Linie liefen, so Ecbneidcn eich die Verbind uni^slinien i 
enisprecbepden Ecken in cincin und demselben Punkte. I 

5) Wenn die Seilen eines Dreiecks von einem beliebi^edj 
gelschnilte gescbnitten werden, so enisleben nuf jeder i^eiUii 
Abachnitie, welche eioe solche Beziehun|r zu einander hnhen,/ 
das Pruduct der einen Hälfte gleich ist dem Proilucte der «ni 
Hälfte, v'iirnusg'esetzt . dass in «iiiem und demselben l'rnducta J 
solche Absuhoitie vorkommen, welche einen Punkt des Ke^elacl 
zum ffemeiuBiimen Endpunkt haben. 

6) Der Durchschnitt zweier Polaren in Brnig iiuf irpfend I 
Kegelschnitt ist der Pol für die Verbindungslinie der Pole j 
Polaren. 

7) Liegen mehrere Punkte in gerader Linie, so schneidet 
ihre Polaren für irgend einen bt^liebigeu Kegelschnitt io einend 
demselbeu Punkte, dem Pnl jener Geraden. j 

8) In jedem einem Kegelschnitte einbeschriebenen Secln^ 
liegen die drei DurcbscLniltspunkte der gegenüber liegendem 
ten in gerader Linie. 'J 

9) In jedem einem Kegelschnitte nmschriebenen Sechsecke ■ 
den sich die drei Diag'>iialcn, welche die gfgeriulier liegenden fl 



verbin 



und demselben Punkte.' J 

Die Lehrsätze des Herrn Dr. Sdilümilch sind nun folgenjl 
I) Wenn man in einem dem Kegelschnitte einbeBchri^ 
Sechsecke JBCDEF die drei Hauptdiagonnlen JÜ, BB^i 
zieht, von welchen eine jede das Secliseck in zwei Vierec|ce'tt 
und sodann in diesen Vierecken die der Hauptilia^onale de« W 
ecka gegenüber liegende Seite bis zum Durchschnitt mit dieioi 

? anale verlängert, so erhält man sechs Durchschnittspunkte m 
'■, jtf", jV", P", von denen sowohl die drei ersten als £« 
letzten in gerader Linie liegen, -' 

Beweis. Taf. IV. Fig. 3. Man betrachte drei nicht an cf 
der anslosgende Seilen ^B, CO, EF einzeln als Trensvea 
des Dreiecks abc^ so bat man nach Lehrsatz L: 

.aM.bA .cB =iaB .HU' .cA 
aC .bD . eP' = aP' .bC .cD 
aF . bX' .cE = aE .bF . cN'. 
Maltiplicirt man diese drei Gleichungen in einander, so erbäll 
(I) aM-. bA'. eP'.aC- aP.bA.bD . cB.cE 

= aP- . bM- . cA ' .aB.aE. hC . bF . cÄ 
Nun ist über anch Lehrsatz 5.: 
, (II) aC.aF.bA.bD .cB.cE=aB .aE.bC.bF.cA.e 



Dltiiilirt man (1) Jurclj (II), so prliÜIt mun: 

aM' . ö\' . cP' = aP- . A/a- . cA '. 



einzelu tiul' Jea Seiteu dea 
Ducli Lelirsatz 2. io gerader 
■ Puukte lH", X", P- io ge- 



D» nun die Punkte M', X'. 
Veiecks alic liegen, ao siail diese 
joie. KbcDsn wird bewiesen, da: 
ider Linie liegen. 

II) Die Gerade jUA', welche uucli Lehrsatz 6. die Durchschnitta- 
mkle »ler drei Punre gegeuüber liegender -Seiten verbindet, gebt 
rgleich duri^h deo RurehacLnitt der im vorigen Lebraalie erwäbnteu 
eratlen M'S' und iWA". 

Beweis. Bezeiclinet miin die Du ri' lisch nitle ron BE und CF, 
F Dud JiE, AU und CD einzeln mit a, d, f, so sind wegen 
s einbeschriebenen Seclisecks AFCDEB diese Punkte in gera- 
r Liaie (Lehrsatz 6.)- 1" denaelben drei Punkten n, < /-schnei- 
D siel) zugleich die Seilen der Dreiecke lU'M'M und PP"P, 
t\nn g-elien nach l.ebrsulz 4. die VerbindungBlinien ihrer ti-ken, 
h. die Geraden MP', M"P^, MP, durch einen und denselben 
tnkt. Denkt man sich durch die Ecken dos tieehaecka ^^r/J^/" 
iHf^enlen an den Kegelschnitt gczügi'D, sn erhält mun ein um- 
briebeoeE Sechseck, das mit dem einlieschriebenen im Verliättniis 
T polaren Reciprnciiät steht; die Anwendung der Sätze 6. und 7. 
tt die beiden letzten Salze l'iihrt demnacli zu folgendem Satze: 
I 111) Wenn man in einem dem Kegelschnitte umschriebenen 
■cIiBecke die scgenüher liegenden Seiten verlltngcrt, bis sie sich 
i|aeln in drei Puntiten durchschneiden, und man zieht von jedem 
iaer DurchachnittBjjunkte Gerade nach den beiden ührigen Kcken 
b Sechsecks, so scJmeiden sich von diesen sechs Geraden drei 
■d drei in einem und demselben Punkte, und diese beiden neuen 
nkte liefen mit dem OurcliBcbuitte der drei Uau|ildiagonnlen des 
kehsecka (Lehrsatz !).) in einer und derselben Geraden. 
T IV) Verlängert man in einem dem KegelsebnitCe einbeachriebe- 
B| Secbsecke diejenigen Dinffonnlen, welche vnn demselben ein 
vlück abschneiden, und beslimuit die Durchschnitte Q, R, S je 
Erier gegenüber liegenden Diagonalen dieser Art, so liegen je 
rS dieser Durchschnitte mit einem der Durchschnitte M , X, P 
r Geiceuseilen des Sechsecks in einer und derselben Geraden. 

eis. Da die Durchscbnitle g, n, h der Gegenseiten des 

Asecfcs ACFDBE in gerader Linie liegen, so haben die Drei- 

% BFA und BCg die iu Lehrsatz 3. bezeicboctc L&ge^ mltl^n 

Inscli demselben Snize die Durchschnitte A', R, Q ihrer ent- 

'ndeti Seiten in gerader Linie. — Eben so wird bewiesen, 

> Punkte 

M, U, S 
P, R, S 



md 7. auf IV) fiilirl 



in gerader Linie liegen. 

» Anwendung der Siitic (i 

W Satze: 

I Verlängert man iu einem dem Kegelschnitte umschriebenen 

^« die erste, dritte und tünl'tc S«ite, bis sie anter sieb ein 

I bilden, eben so die zweite, vierte und sechste Seite, bis 




SM 

Diich diese ein Dreieck bilden, »o Bcliiteideii aick die V»biiilgi| 
liniea der gegenüber liegeDdee Ecken dieser Dreiecke je xtrci u 
znei auf den drei DiagoDalen des Secbscckg. 

Der Beweis (lieses Nutzes kann aucb direkt aus den Bria 
cbou^BclieD Satze (l.eliraatz 9.) hergeleitet werJeo. Siehe «il 
ihre der TransversoleB , Lehraat* IAXX1II. 




XXIV. 

neBer die Reihen, welche de« Cosinus uoil 

Sinus durch Potenzen des Bogens 

ausdrücken. 



Herrn Doctor O. Suhlämilcb, 

Privatdocenten an der Universuäl zu Jepa. 



I In den Supplementen xa RliigeU roalhemalischeD Wörttrwl 
Bidet der Berr Herausgeber des Arcliivs den Beweis der U^ 



1.3.4 



■^ , 1.2.3^^1.2.3.4.5 

Duf die falgendeu rein goniometriscben Sätze: 

cos «0 = «„ — «,(2sin iOy cos J0+«.(2sini0)* cos *0-....j 

— »,{28ini0) sinJ0+«.(2MnJ0)-aio|0-..J 

sin »0 = «.(2Hin 10) <^08 {& — «.(2sin i&y cos |0 + . . ..I 

~«,(28in-J0)'s;n|0+«,(2BinJ0)'aiDj0 -....!' 



in welchen « eine positive ganze Zabl sein muss und m,, *,< 
n. s. w. die Binomiulcoel'Ucietiien dea tlxpenenten n bedeuteik ' 
ser Ueneis der Cusiuus- und äinuareihen bat die grussen Vglll 
elienauwoLI von der Anwendung imagioarer Grössen, als. vM 
Uetliude der unbestimmtcu Coeflicieuten frei zu sein, soboM ' 
tlw Gültigkeit der GleicIiuDgen (1) und (2) auf elementaren K 



ucbg-ewicBen haL Dieis geschiebt a. a, 0. Hiittelat des ScIiIusbu 
rOD M nuf M-l- 1, welclier bei aller Evjdeiiz dncli das UDaDgenehme 
bt, dnas nun Dicht weias, wie man zu jeneD GleichungeD gelangt 
iil. Es dürfte dalier nicht überfliissit^ hgiu , eine elemcuiare Ablei- 
luDg derselben milzutheilen. 

In einem frübereo Aufsätze über die Blaomiulcoefücienleii, Ar- 
chiv I. Tbeil, S, 431. a. f. habe icb gezeigt, daua iduq auf elemen- 
lirem tVcKe, durcb ein Vcrfabreu, «■elcbca mit dem der Differen- 
lenrecboang AebnlicLkeit bat, zu folgenden Gleichungen gelangen 
Uod: 

(äci>B^)'".cog«ur=:fUo cos3fn:r + fR, cos{2« — 2);j? 

+ «.cdb(2«_4)> + .... 

(3coa ^)'" cos wje z= «„ + *», cos 2^ + »i, coa ix + (3) 

nnd ebeusu: 

{itoax)" Bin tMX ^ m, sin 2x -+- w, sin 4x- + «i, ain 6ar + . . . . (4) 

welche für a: = — ■ in die folgenden übergcLeu: 



(WID J cos _B.o- 



■ ■ (3) 



-ssirn, aiutt — m, sin 2» + m, ainS» — .... (6) 

■l|g der Reibe (5) setzen wir nun m succeasive =0, 1,2,3.,.. bn 
I einer beliebigeu Zabl m und multipliciren die entstehenden Glei- 
kaugen mit +»0, — n,, +i], — «, u. s. w., so kommt: . 



■,(2sin^u) sin > = - 
|«(2aiii j»)* cosJw = - 
■ ((Ssiu {$*)' sin 4« ^ - 



«,(1. — 1, cos«) 

«j,(2„ — 2, cos w + 2, cos 2«) ; , 

»,(3„— 3, cosw + 3, cosSw 

— 3, cos 3») 
«,(4„— 4, COBM + '*, cob2w 

— 4, oos3(f-4-44 cas4«) 



s 2 ""l.' 



■ vir Jetzt Alles addlren ui 
|l den CusinuB ordnen, so wird: 



cosN + «i cos 2« 
— ....=£= !•>■ cos Mw). ^ 
die Clieder auf der rechten Seitaf 



•*ii — »,(2Bi! 

• " -»,(2.i, 



n|M + n,(2siD»' Bio Jv - 



hoc. I,(»,.1,-II,.J, + » 

r C0B2t.(«, .2, — », .3, -I- « 
h cos3«i(«, ,3, — », .4, + w 



l, -»,.5. -(-... .)| 



■' U^ 



Der Caefßcieut ein es Coi 
ist, würde sein 



o ^ eioe positive game 



np.pp — np+i[p + l)p H- n^+2(;> + 2)^ — (8) 

Die Summe dieser Reibe ist sehr leicfat zu lluden. Man be 
zanäctist, dass für guuze positive m uud r immer jvir^iNa-, 
bin die obige ßeilie aucL gleicli der folgeodeD ist: 

np.Po— »p+iip -+- 1), + %«(;' + 2), — . . . . 



DcDckt man hier m^h-Ii *>p+a i 
f-o. (/»H-l)., (^ + 2). «• s- w 



V. durch M^ uus und seO 
i Wertlie, so ist umerei 






(«-p)(w-p — 1) (p + 2)(p+l) . 



= Mi-" 



(#|-y)(nT-p-|) 



-.1 



y 



Die Grüsaen innerbulit der Klammer sind aber nichts Andtm, ^ 
die aucecHsiven Binom ialcoeflicieDleD des Eiputienien n — f- • 
Aggregat derselben mit tvecbselndeu Zeichen genommea lilNi 
sobald t*>-p ist. Wir faabea daher auch in (s): 



= Mp . Pp — /ip4.i{p ■+- l)p + »p+a(p + 2)p - 



. "^^I 



Substituiren vir diesa Resultat in die Gleichung (7) färp==V 

1,2,3 ,» — 1, so findet sich, daaa die Coefücienten vani;0)^ 

cos«, cos2w, co3(«— 1)» Bämmtlich ^0 sind. Derö 

cient des letzten Glieden dafiegen , worin n = p ist, ff ird 1| ■ 
folglich gebt die Gleichuug (7f io die einfachere iiher: 

«o — n,(2sifi ^«)= cos |w M- «.(Ssia i-u)* cos |« — 

-«,(2flini«) sin i« + »,(2sin»'8in|w-.... 



Behaodelt man eheuBo die Gleichung (6), so ergiebt lich: 



L. «((Zainj«) coij« — it,(2siD j«)' ' 



Diese GleicLungen sind es, deren Ableitung gegeben werden sollte 
und weirbe liir w^@ in die a. h. O, gebrauchten übergehen, 

Die Entwickelung der Cusiuua unil Sinusreiiieo aus denaellien 
ist in kurzer Andeutung folgende. !Hun nelime in Furmel (9) itw 

=:jr, olsü « = — , und setze Jiess io die Wertbe vou 



M(n-I) 



, 10 wird: 

, ^(j; — «)/2sin4«V 

£(x-^M>(£-2« 
"^ 1.2.3.: 

+ •""~,"';!r"" (^")' •'» i—- ■■ 

ind X und h im Ganzen beliebig und nur der Bedingung unter- 

nrtrfen, dass — eine gnuze positive Znhl ist, welche aber von will' 

Ikihrlicber Grösse sein kann. Zugleicb ist klar, duss die Reihe um 

< mehr Glieder haben wird, je kleiner «, d. h, je grosser — ist, 

ie Reibe (9) bat nämlith » + 1 Glieder, folglich die obige -^H-l' 
lieder, eine AniabI, die immer zunimmt, je kleiner a wird, I.aa- 
vir eadlicb v zur Grunze übergehen, su ial 



Lim 



= Lm 



: I. 



[.im /'asiniwN« 



coa |» = cos *M I 



r auch in den Coeflicientcu »^0 nehmen: 



SSO 

und diese Reihe ist JeM eine «iieiidlicfae» w^il did 61i#d«niBzihl 
— + 1 unendlich geworden: ist 

Durch Anwendung des nämlichen Verfahrens auf die Gleickiug 
(10) erhält man ebenso leicht: 

Im systematischen Vortrage der Analysis bietet die vorige Du* 
^telluD^ den Vortheil dar, dass sie den natärlichsten Uebergangi- 
punkt in das Gebiet der imaginären Grossen bildeL Man keiit 
schon die Reihen 



1 — 1.2 



4 «.4 



a'jr 



1.2.3*4 



c*j?» 



2a 1 1.2.3"*" 1.2.8.4.5 

und braucht in denselben nur a = l/^ — 1 zu nehmen, um sogleifk 
zu den Formeln zu gelangen: 



6* 



V:Ta-ir-*V^ 



-4-^-*' 



= cos or, 



«* 



:V/=i _ --;rW^=i 



81 DO?) 



2 ' sV^ZTi 

• '■>■,. • ■ • 

ans welel^o num wieder die folgendenl:. 
^*^— 1 = cos a: -f- l^--"l sin o;, e-*^— i = cos ^ — r V/^— 1 sis jr 

^ableitet. Setzt man hierauf ^o? für f», so ergiebt sich ganz al^ 
mein für jedes ft die Gleichung: ' ' 

(co8ir±\/— 1 sin a:^ = cos f*^ db V/— - 1 sin jt^or, 

von der man gewöhnlich Auszugehen pflegt , um die Cosinus ii^ 
Sinusreihe aufzufinden. 



■■■£1 Uli.. '4 ..4 *% ,A iVk ,k MnbMia «ik inuk 

XXV. 

Nachtrag zti der Abbrnidlnng ThI. V. No. XVIII; 



Herrn Fr. Seydewitz, 

Uberlelirer am Gymiiasiuin zu neiligen.'.iat! 






KacUt-m die Alilmndluii)^ Tb. V. No. XVIH. acljun nbjiedrucht 
r, liat mir der Herr VerttiNscr dieser AbliaD'lIuitff den folp^endcu, 
;eneii Apusaeruog ,,xwei wespnlliclie VerLeaserungen" 
derselben (ceBnudt, und rücksiclilücli der- 
lelben die Beaiiinuiuug gegelieo, diisH die mit A. bezeicljnele Ver- 
besserung die Stelle voa $.61 — 3 (exdus.). und die mit K. be- 
xeichuete VeH>esseruiig; die »itelle der unmittelbar auf %. 7. 3. fot- 
^den l{e(rad.lUD(( und der Säue 4. und 5. einael^mco sull. ' 



DBcb Hemer eieeneo 
enlballenden Nucblro 



ei Involutionen vc 
Paukten und uiisBcrde 
iia beliebiger Punkt ireg 
<ea sind, eiaen Kege 
choilt zu findeu, welcb 
Drcb dieseo Punkt gcb 
nd tur welcbeii diu xag 
«rdneten l'uuk tcnpnare j 
' beiden Involiitionen z 
irdneCe barmoniscl 

' Pole Bind. 



be 


lebige Gerade ge 




ind, eineu Kegel 


tt 


u finden, welcbe 


G 


rode berubrt, un 


elc 


ben die zugeordne 


St 


,.l,l.op..r, j.„. 



beidei 



'lÖEung. Sind die Gebilde 

InvolotiuneD ungleicbli 
Bo EUcbe man derun Htinjit- 
pnnkte and Eut'ort einen K«gi?l 
■efanitt 31 , welcber dureli diebc 
vier uud durch dtta gegebenei 
Punkt gebl; so ist 31 der verlangte 
!■ jedtin anderen Fülle diigegci 
rerbin-le ninn den grgebenei 
Pnokt il mit zwei zugcordnetei 
PBnklen)iftiiren a,a'; b,b' und 
«,. «'. ; bi. ^'t eil»«'- j"«'«'' 
«wei gegebouen Itivuluriu 




v^uflÖ^uDg. Sind die Gebilde 
beider Involutionen ungleichLie- 
gcnd, HO sucbe mnn deren Haupt- 
atrolilen und sofort einen Kegel- 
sulioitt^li vreluber diese vier und 
die gegebene Gerade berührt; so 
ist 91 der vtvitingle. In jedem 
iinderfu hülle diitn^egea suche muu 
auf der gegbbuni'U Geraden jt 
diis gemei DSC bat'il icke Paar zu* 
geurdueler Punkte zweier Idto- 
lutioneu, wilcbe durch die Dorcb» 
scLniite a, a'; b,V und a,,^^; 



■ 


durch die Gerudeu a, «'; Ä, //, 6,, b', dtr Gerudeu 




UDd a,,0',; A|,^', und aucLe zugeunJoeten NtrabI 






^^^^^H 


georüDeter 8iruliUu e, e' zweier 


uer jeden der zwe 




Ipvulutionen, welclje durcli a,a'\ 


Involutionen bestini 


^^^^^H 


6, (i und 0,, »\;bt,l>', bestimmt 


sn sind diese Punkl 


^^^^^H 


werden; aa sind diese ijtrolilen 


«. 3. 5. nathwendif 




e, e' nach J. 3. 5. nolhwendig 


!tod«aD suche man i 


^^^^^H 


vorbanden. SodaoD suche niau 


henen Involutianen 




iu deu geeebenen InvuluMooeii 
diejenigen Punkte q,q,, welclie 


Strahlen 7, 7, , vtel 


^^^^H 


bindafigraliDieyihrer 




dem Durchhchniite p ihrer Ricb- 


», ti zugeordnet sii 


^^^^^H 


tuDgalinieo S, S, lugeurdnet 
sind, verbinde diese l'unkle mit 


den ßurclischnilt p 1 




Icn y, f/, mit den 1 




einander durch eine Ccrude P 


durch die Ceraden . 


^^^^^H 


und die Punkte Ä. , Jt,, wo P 


endlich die Punkte a 




von e, e geichnitteu wird, mit 


a',, b'., c',. b'. 


IBI^^I 


je iwel lugeordnelen l'unkteu- 


den iSiriihlen «, A, 


■■■ 


punren 0, O'i b, b'; C, ('; b,b' 


i', c',iC .... irgend 


( ; 'S 


irgend einer der gesebcnen In- 
vululionen durch die Geraden 


gehenen lovulutiunet 




wird, mit den en 


: i u'* 


«,,«,;Ä,.Ä.;c„c.;./., </,....; 


Punkten a,,b,,C,,%, 


so schneiden sich die letzlereu 


c'„b', wo ^, 




liaurweise auf dem Umfange des 


geordneten Strahlen 




verlaugteo Kegelschnittes S(. 


a,0,c,a.... dersil 
lion geschnitten wir 
rndo Linien, so bii 
Taügeiiten dea ver 
gelschnittea lt. 




Beweis (links). Da Ä,(«., Ä„ c,. rf. ....) = Ä(a 




=:*'(a', b', e', b'....) = Ä,(«,. Ä„f„ rf, ....) ist, 8» 




B,{a„i,,c„,£, ....) = *,(«„*„ c,. (/,.., 




■Iso liegen die Punkte It„ B, und die Durcbschnilte 




&,,6, auf einem Kegciachnitte Si; und dn kuclt 


~ 






B„ B, sind, an muss 3t die Geraden B,» und ß,p ii 




leu B^,B, berühren und nucb durch den Punkt S 




dient man sicit tut Constructinn von SI der Punklenpt 




6,,b',; C,,C,; b,,V, so fällt der neue Kegelschi 


^B ' • 


vorigen zusammen, indem beide den Punkt B, die Tmo^ 




B,/i und deren Berührungapunkie gemein hüben. IU 




harinoDi sc.be Pol von P für 3t ist. »Iso /'durch die b 




Fole von *, *, für 3i gebt, si> siud nach %. 4. «. die P 




tt,0'; b,b'; cc'i b,^.... und ü, . a', ; b, , b, ; (, , c', i 




■ugeordnete harmonische l*oIc tur 91. 




Vertauscht man den l unkt 11 links unil die (leru 
nach und nach mit anderen Punkten und Geraden, ahn 




henen Involationea zu ändern, so erhalt mun links ein 




Kegelschnitten mit zwei zugeordneten gemcinachaftlicfai 




S, S, , uud rechts eines mit zwei zugeordneten gemeii 




^^^ TaDgentendurchHchuitteu », #,, welche reell oder ideal t 







Aent die geselicnen Involutionpn oua iiDg1eicl)lieB;enden nJer auh 
^leicblieffem^n Gebilden bcstcbeu. Jeder' Puakt oder jede Gerade 
m der Ebene eines solcben Systemee gebort einem der dnzu ge- 
kSrigea Kegelscbnide an-, biernua und aus $. 5. ergiebt sieb: 



B. 

Eioe beliebige Gerade y/ werde von der cemeinschaftlicbeD Se- 
kante S der KEgcUcUoitlc H, 99, S, ^l^ im Punkte i, und von 

den barmaniseben Polnrcn ti', b',c\ft' .. . . ihres gcniBiaschaftlichen 
TnngeutCDdurcljsebnitiea » in den l'unkten a, b, C, b.... gescbnit- 
ten, wobei vornusgesetzt wird, daaa a ,li , c',il ,. .. durch einerlei 
Punkt ;; geben; es aeieu n, li^cd . ... die harmuniscben Polaren 

der Punkte a. b, c, b für Sl, SB, S. S , welche also sämmt- 

lieb durch ( g;ebeo miisaen; und m,, ^,, c,, f/, .... seien die Strab- 
Ifn, welche von « oaub a, 5, C, b.... gehen; endlich seien a', b", 

{"i tF' die hormaniscben Polnreo des Punktes Ö fiir SI, S, S, 

, welche also aämmllich durch eiuerlei Punkt B" der ge- 

neinschaftlichen Sekante S und einzeln durch die harmoniscoen 
Pole «, ^, ;-, 5 . . . . von Ä für S, S5, S, S . . . . geben mÜHsen. Dieas 
rar ausgesetzt, so schneiden sieb je zwei Strahlen a,a"\b^ li";c^c"; 

</, rf" im harmoniachen Pole der Geraden A für a.S.E.lJ.... 

Uer die Strahlen a, /j , c, if . . .. hilJen einen Strnbibüscbel » oder 
B, tvelcher mit dem von a,, £,, c,, it, .... gebildeten Slrablbüschel 
0, invululoriacb ist, indem je zwei Ntriihlen a, n,; &, 6, , .. . zu- 
fCeordnele harmonische Polaren vnn a fiir sämmiücbe KegelschniUe 
lind; der letztere nieder ist mit dem von a', 6', €^, <t .. . . gebilde- 
leoi /' oder B\ pers[icctiviscti, und dieser zufolge des vorigen 
Satzes mit dem van a'\ fi"> c'\ it ... . gebildeten, B"y projectivisch; 
alao ist auch B\,a.b,e,d ....) = B\d\l,';c",tr ....). Bedenkt 
man nun nach, iuilem man die Durchschnitte von iS^ und derjenigen 
Strahlen von fl, welcbe Jen Strahlen */?,*« des Strahlbüschels ff, 
enlsprechfn, mit q, d, . bezeichnet, liaea iu den Sirabibiiscbeln B, 
B„ If, B"" der Rvihe nach sieb die Strahlen <y, *p, »p, B"* und 
rt, , «0, pi, 0"^ entsprechen, ao erbält mnu links, und ähnlicher 
Weise recbfs, den Sntz: 

4. Hat eine Schnar von Kegelacfaoitten eine reelle 
oder ideale Sekante und einen reellen oder idealen Tan- 
endarcbscbni tt gemein, 





so nm 


üllen a) 


d 


e ba 


rrao- 


iJBche 


« Polare 


kt 


eines 


be- 
hrer 


iebige 


n Pun 




Bbene 


in Bez 
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auf 


alle 


diese 


KegeUc 


in 


tte 


zwei 


neaeK 


egelschn 
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e, w 


lebe 


die nä 


mlichen 


zw 


ei S 


rab. 


en de 




sc 


aCtI 


eben 


Tang 


nferd^ür 


ch 


chni 


ttes 


und be 


dedieg 


ta 


Binse 


baft- 


ieheS 


ekante^ 




hren 


Der 



Bcbaide jener Geradea 
der gCDiciDsclinf tliclieii 
kante zugeordnete liai 
niscbe Pol; der ,indere I 
ouf demjenigen StruLle 

creDteodurcliBcbiiittea, 



Durcbschnitle gebt. De 
eine dieser beiden Kegel 
schnitte berUbrt im gemein 
schaftlichen Tangenten 
durcbschnitle die eine, de 
andere die andere der bei 
den Geraden, welche dii 
harmnaiBcben Pule der gC' 
meiDacbartlichen Sekaoti 
J'ür die betreffenden Grup 
iien Ton Kegelschnittea ent- 
halten. Daher haben b) alle 
Kegelachnitte, welche dei 
verschiedenen Geraden ii 
der Ebene der ersten Scbaai 
entsprechen, einen und den 
selben Punkt gemein unt 
berülireb in diesem PuokK 
die eine ..der die naderf 
von zwei festen Geraden 
c) Unter diesen befinden 
sich uucb zwei Kegel. 
, schnitte, welche, indein sie 
der unendlich - entfernten 
Geraden der Ebene ent- 
sprechen, ilie Miltehiunklc 
aller Kegelschnitte der er- 
sten Scbaar entballen. 



linie jenes Punktes und da 



hcr^'PoJ auf jener 
dungslinie liegt. Der 
ieser beiden Keg-el- 
e berührt die ge- 
haftliche Sekfinte in 

anderen der beidr-* 
Punkte, in welchen d 

Polaren de* gi 
chaftlichen Tai -'' 
rchschnittes fü 
Gruppen 



cgelschni 
n. nahe 
egelscbni 

rscbiede 


tten 

hn 

tte. 


rEbsne d 
tsureche 
Ibe Tone 
rübrea d 


iese 



(Der nun folgende Satz 5. i 
zulassen.) 



eurdnctenDurchme 
^r Kegelschnitte d< 
1 Scbaar umhüllt 
, indem sie den u 
.entfernten Punkten di 
ichiedeneu Geraden di 

ebst der bcigcfügIeD Note ist we| 



. H»Ä ^^mn iMi iti» kaa 



XXVI. 

Ucbuiigsau%abeD für Schüler. 



Tod ilem Rerra Doctor Schlömilch, Pri vatd ocen ten an 
der CDireraität zu Jena. 

1) Sei das g^eichscheiili liehe Dreieck MA'O (Taf. IV. Fi^. 6.) 
du Proßl eines geraden Kegels, j^£t das einer ibn schneidenden 
Ebeae. Der Schnitt sei ea gefahrl, dass die entstehende Dnrch- 
scfantttllgur eine Ellipse bildet, vun welcher .iß die g;rosBB Aclise 
darstellt. Die zur Canstruction der Ellipse nnch nötliige kleine 
Achse ündct nan durch folgendes Verfutirco: Man hnlbire ^B in 
Cuod ziehe durcli diesen Punkt eine Gerade parallel OJ*. und eine 
iweile pnrallel MA, welclie letzlere die Gerade OJ" in G nnd lUO 
in £/ schneidet. Mit G// als Halbmesser hesctireibe man aus G 
iIb Mittelpunkt einen Kreishogen, der die durch C ffezoffene Senk- 
rechte iu K schneidet; CK ist riiinn die kleine HaTbachse der El- 
lipse. Nimmt man also CO^ CE^=^CIC seakreoht ani AB, sa 
tut moD in AB die grosse, in DE die kleine Achse der eotstan* 
Jenen Ellipse, dre nun leicht gezeichnet werden kann. 

Wie läaat sich die RicLttskeit dieses VerfahrcDs beweisend ^ 
if eiche Modificutinn tritt ein, «renn der Kegel ein schiefer ist? . 

'f 2) In (Taf. IV. Fig. 7.) stelle die gezeichnete Corve eine gleich, '' 
'Jteitipe Hyperbel dar; von einem Punkte /* iK'rselhen sind nach de« 1 
IfindpuDklen A und B der Achse die Geraden AP, BP gezogen, 1 
I Erriclitet man in einem beliebigen Punkte jVder verlängerten Acbss, j' 
I irelclier aber zwischen B und Q liegt, eine Senkrechte IHN, weU 
che von AP und BP in B und C gexchnilten wird, so ist L PCBk ' 
z=i_PAB und folglich auch LPDC^LPBA. Wie lUsst sich 
diess zeigen? (Beide Sülze sind sehr leicht zu beweisen, weua 
■an ihnen eine projectivische Bedeutung abgewiuni 



AlgebrHische Sätze, welche zu beweisen sind. 
Für jede ungerade Zahl ;>1 ist 
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und für jede gerade Znbl ^0: 



Einige Berichtigungen zu Theil IV. 



rioLtisuDgen zu der AbhaDdlung No. XXXII. To 
Herrn Dr. E. G. UjörlinK. 

Btutt ^'„ und F„ s. m. «>„ and v„. 

■ill— 4a')y" s. m. ij(l — ^a')})". 
4|l-|-4«>" i. m. 4|{l-|-4a»)y-. 



298. Z. 

299. Z. 

300. Z. 

3Ö'l. Z. 

304. Z. 

306. Z. 

313. Z. 

^14 Z. 



1. T. D 

5. V. o. 

0. V. o 

2. V. o 
5. ?. o, 

1. V. a 

7. V. u 

3. F. o, 

8. T. o 
8. V. o 

4. V. u 



(44) 9. m. (42). 

xff-p\itao a. m. ar%'\tlavo. 



' 




XXVII. 

Heber die Tlieorie des Dipleidoscops. 



Herrn <Justav Scbiutdt 

7U Wien. 



Das von ES. Uout io Loodon (S2, StraDd) »n^gebene Di- 
^lplNdosco|i ist HO eiufiicli in «eiuer Annenctuiig und verA^pricbt so 
l;(naue Resultate, iIbsb mao eine ullgemeiue IfiriliilirUD^ dieses Mit- 
lltli, die Zeit zu bestimmcD , mit Zuversicht erwiirttin kann. Ea 
finlelit dusselb« hekannllicli in eiuem vod drei ii'"" - pTalleleo 
l61as|ilnlteD gebildeten gleicbscbenkligen Prisma, dus wir bier der 
■ Kiofacbfaeit wegen £up;'teicli als rechtniDkli^ auuebmen irolleni es 
FfcildeD Btcb so von jedem leucLtendeu Punkte, der vor der Hjpa- 
I teimseD' Flache sieb beQudet, zwei rellectirte Bilder, deren eines von 
idieser Hj'pntenuaeDfläche des I'risma's zurückgeworfeu wird, und 
uderes durch dAppelte RclIexiuD nn den KathetenDäcben 
Dieae beiden Bilder werden, wie aus der Natur der Sa- 
kervorgeht, sich bei einer gewissen Bewegung des leuchtenden 
BMBtandea immFr geffen einander bewegen oder sich von eioan- 
B^utfcmcD , und somit auch in eiuer (;ewisscn Lage dieses Ge- 
^^DdeH sich decken. Ist nun ein sulches Prisma einmiil z. B. 
lexllg auf den Merldlnn richtig unfgeslellt, eo erfulgt die 
pa« auch immer wieder zur Zeit des wahren Mitiags. Da 
iialche Deckung mit grosser Schärfe beobncbtet werden kann, 
■elfast die Bewaffnung des Auges mit einem Fernrohre erlaubt, 
firner die VorrichtaD|c hei ihrer Kleinheit durchaus keinem 
iliclien Einflüsse der Temperatur unterliegt, so kommen dem 
^.JdoBCope die Vnnüge eines Rnomous in erhöhtem Maassstahe 
; «btie dasa es deshalb seine Nachtbeile besässc. 
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Hiitpr ilittHen T'mstäDilGn, ^IhuMpd wir, 
Ueneiü für die Theorie dieses liistruwentes, 
uuf clernenlurcm Wege eotwii^keln lüsst, nie 
Es liBDdelt sici) aber liier um folgenden 

I. e h r B a I z. 



in anal^lij 
übrimeiig 
Interesic u 



rnd 


e[i 


•ri 


SD.» von gle 


cLb 


che 


kli| 




de 


k 


n eicl< die b 


eid 


ea S 


Dnaa 


Mit 


tags 


H' 


t, uDubhäns 


SV 


ond 


um 


die 


Hyp 




GDUscnfläcbe 




ikre 


ebtH 


lit. 


und 


A 


e Seilenkan 


en 


pars 


llel 



Ks sei (Taf. IV. Fi^. I.) die Ebene XZ iirfhIIiI eum MeriiÜi 
l)ns l'risnm, iIosspp Dubis ABC sei, stelic seiikrecbi auf der tibi 
\y, und sa, dBss die Vorderfläcbe ABA'B mit der Rbene I 
und die Knute AA' mit der Axe .4Z zusammeDfulle. Mun 
aus TaK IV. Fig. 2. die Gleicbun^ 



BC... 
AC ... 



= 0. 



nie zur Kbene XZ parallelen Liibtslialili n , nelcbe < 
Meriiliau auf das Prisma wirft, Eollen uuter dem Win 
die Haib:i\e der [insitiven a; geneigt sein. Füliren w 
selben durcb den willküLrlicbeu {"unkt (Inl), so siui 
cbungeu: 

*-£=(*-|)tg«( 



Dieser Licblsirahl 1) a 



leiJct die Ebene 



Die liinie 1) kann dabcr auch so ausgedrückt \ 



) 



1). 



Es ist leicht eiuxuscbeu, dass d 

y— y, = 

«— *,= — ^Ig 
von der Ebene I'Z oder ir=0 reDectirt werde; somit wird 



Liclitstrahl 1) in der Liuie 
■2) 
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ein zu 1| paralleler Lichtstrahl, der die Ebene ^ = im Punkte 
(^M*"} trifft, von dieser spiegelnden Fläche in der Linie 



y-y^ = 



• • • • &ß 



reflectirt. 

Bs sind nnn die folgenden allgemeinen Aufgaben einzuschalten. 

I. Auf die dorch den PoniLt {afy%*) gelegte Ebene 

im Punkte (j/p'x') ein Perpendikel zu errichten. 
Man erhält leicht 

I ils Gleichungen des verlangten Lotbes. 

II. Den Neigungswinkel i zweier sich im Punkte 
(dr'y'x') schneidender Geraden 






iii 






iBzu^eben.^ 

Dieser wird gegeben durch 



cos 



d= 



JJ'^BB' 



\X(i ^j»^ B^~) (1 ^ ^» ^, /r«y 



III. Durch zwei sich schneidende Gerade £f und £>' 
jeine Kbene zu legen 
Diese ist: 

(iff - ^Ä) (o: - a:0 + (Ä - Ä-) (y - yO = M - ^') (« - a'). 

ff 

Verfolgen wir nun den Lichtstrahl 1) weiter, so finden wir, 
lltts er die Ebene ;r + y==<r trifft, wenn nur S, 17, C schicklich 
[pwäUt sind, und zwar im Punkte: 

»'=S + (« — ? — i7)ig«. 

Ifir körnen die Gleichungen 1)^ und a:rhp==ia den Forvelo I., 
aJ^^DL besser anpassen, wenn wir ilinen die Gestalt geben: 

22' 



■ 




^ 


1 


r-"-r:::=;i-.,..i-" 


J 




UDd der EbcDe 


■ 




(^-.r-j-hCy-yj^^o. 


^ 


, 


BC. Dieses ist nich 1. j 




y-y'=^-^. 






» — s' = 0. 


' 




Onrch dieses Lotb und die Liaie 1) legen wir eioe 
der Formel 111. ledieneDd, erbalten wir als GleicliuDg 


Eheof. 1 
dinelhai 




-(Är-^')lga+(y-y)tg« + (»-V) = 0. 


.. 4) 




Wir mtiBBen DUn noch den Nei§;uiigswiDkel des l.oth 
Lfoie 1) keDueo leroeo. Dieser wird gemeaseu durcli 


«• Bog«" j 




j i , cosa 




^'a(i+iBß=) — Vä"" 




Man musa jetzt eine Linie durcli («^y»') in der KLenc A) ziel 
welche mit dem Biefttllslatlie den Winkel 360" — 6 einacbli« 
Diese Linie sei: 




3,-y = ^(.r-^,j 






«-,'=fl(^-^')i 






Zur BeBtioiDiang von ^ und £ hat man 






ind 






™. ._ 1-t.J 




V'- Vm+A'+B')- 




worsna 




nnd 






l + A'-'iJma'=zl+'iJ + A' 


, 




folgt. Mao hat also entt^eder 


< 




A = (i i , ^ = 00 1 






Die beiden ersten Werthe verwandeln 5) in 1), also 
Und iDniii 


gehören 
Gleichu 


^L 




^^ 
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X 



— «'=— ^(^ — a?')tga| .... 5) 



«ithiD aueb 



« — »' = — (y— yOtg«> 



nd da y — y nicht oo ist, moss a? — a/ = sein. Die endlichen 
Cleichangen des von dem Spiegel BC reflectirten Strahls sind 
Uer: 



«— «'srr — (y — y')tga 



• • * • 



5) 



allMMr StraU 5) trifitt die Ebene AC oder .ir---y = im Punkte: 



.// 



a:''=za — i? 



y^ = o/ [ oder y" = « — i? 



Dm anzuzeigen, dass dieser Punkt {a:"y^'%") der Linie 5) and der 
Kbene jc — y=0 angehöre, geben wir den Gleichungen folgende 
t%fm : 



*-«''=— (yi-yOtga) 

Oui Einfallsloth im Punkte {a/Y%") ist: 

Legt man durth dieses Loth und die Linie 5) eine Ebene, so er- 
lält man: 

(jr-.^')tga + (y-y'0tg« + (*-*") = O.... 6) 
Der Neigungswinkel des Einfallsloths gegen 5) ist gegeben durch: 



cos 9= 



cos a 



\/2(l-*-tga«) V^2* 



■Ei ist jetzt nur noch übrig, eine in der. Ebene 6) liegende Gerade 

X — %" =z B(a; — a:")\ 
m liehen, deren Winkel mit dem Lothe durch 



cosd = 



cos a 
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bestimmt ist. Man erhält 
also 

l + ^»+Ä^ SID «»=1—2^+^%, 

woraas iwei Auflöanngen: 

ji = ) ^ ^ = 00 

„ } und ^ 

Ä = — tgal Ä== — ^tga 

folgen , Ton welchen die iweite dem einfallenden , somit die ei 
dem ausfallenden Strahle angehört. Die Gleichun§^en des von S( 
, gel J[C Aas zweite Mal reflectirten Strahles sind daher: 



— *" = — (.r — ^')tgai 



Dieser trifft die Glasfläche ar = im Punkte 

;«/'' = 0, 

«'"=»" -f. ^'tgo. 

Führt man in 7) die Grössen a:"\ y'", *'" stett a/\ y", %" eio, 
erhält man 

y-«^:=« L... 7) 

« — *'" = — ^tga^ 

Dieser zweimal reflectirte Strahl 7) fällt daher mit dem einmal 
flectirten Strahle 3): 

y-y"'=0 

« — »"' = — ^tga 



genau zusammen, was zu beweisen war. 



XXVIII. 

Ueber die Tlieurie des Dipleidoscops. 

ileui HcrausgL-bcr, 



Die in der vorLergeh« 
I AmilysiB liiit mich zi 
dua Ui{il«i<loaco|i veruo 
isser diexer AbliaDilluiii 
ieselbe gelesen hübe. 



Abhandlung ") geg;ebeuc sehr «lü- 
gen allgiMneineren Uelraubtuug'eu 
welche ich, um xugleich dem Hrn. 
Interesse zu beweisen, mit dem 
nd denselben zu weiteren Miitheilungen 



Tmualern, in dem vorliegeudcD Aut'suUe mitthoileii werde. 

I. 

Wir wollen, allen unseren folgenden Untersucliungeo ein reckt- 
Jiges ('ourdinntcnsjstem der xy^ zum Urunile teEend, zuerst 
{« »llgemeine Itetraihlungen über Strahlen nnstcflen, welche 
eine auf drr Kbeue der xy senkrecbt siebende flhcito t'alluu 
V«n derselben rcflcetirt werden. 

Die l^leiebnn^ einer jeden auf der Kbcne der xy senkrecht Ste- 
len Bbcue hut bekuuDtlicb die Form 

Gleichungen ciuea dicae Bbene in dem Punkte (pi/r) trclfendcn 
2) Ap + Bq-\- C=. 



' cus a «os^ cus j-' 

a, $, r die ISO" nicht übersteigenden Winkel bezeichnen sof- 
welche der iila von dem Punkte (pi/r) ausgehend geducbte 
illende -Strahl mit den positiven Theilen dreier duMi den Punkt 
■) gelegter, den primitiven Axeu paralleler Axcn eiosoliKesst. 
Die Gleichung der durch den einfallenden Slruhl gcle^n, also 
ib den Punkt ipgr) gebenden, auf der gegebenen Ebene 1) 
krecbt Btcbendcu Ebene sei ^ 

4) ,tU-p)+B'(t,-f)+C%.-r) = 0. », 
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Da iD dieser Ebene der einfallende Strahl liegt , so ist wegen der 
Gleichungen 3) für jedes ae 



also 



(A cos a -f- iT cos /? + C" cos y) (x — f^) = 0, 



5) ^'cosa4-Ä'cos/9-f-C"cosy=:0. 



Da ferner die Rbene 4) auf der Ebene 1) senkrecht stebt^ soiitf i 
nach den Principien der analytischen Geometrie 

6) ^^'-f-ÄÄ' = 0. 

Um also die Gleichung der durch den einfallenden Strahl 3) gelc|- 

ten, auf der gegebenen Ebene 1) senkrecht stehendea Ebene« 

' finden, muss man die Grössen A\ B\ C aus den drei GleicImsgN 

A^ cos a -f- -Ä' cos /9 -f- C" cos y = 0, 
A\a; — V)-^ B\y — ^j[ + C\% — r) = 

eliminiren. 

Multiplicirt man zu dem Ende diese drei Gleichungen nacbk, 
Reihe mit 

{y — g) cos a — (w — ;/) cos /?, 
£r(^ — ;?) — ^(y — ^), 
A cos /J — B cos a; 

und addirt dieselben dann zu einander, so erhält man 

j CÄ(^ — ;^) — ^fy— ^'Dcosyi^,^^^ 
l-f-(^cos/9— ÄcosaX» — r) \ ' 

und folglich, wenn nicht C = ist: 

7) lÄ(ar — /!) — ^(y — ^)t cosy)^ 
+ {A cos ß — ^ cos a) (;s — r) i 



Wenn C" = ist, so hat man nach dem Obigen die drei Glei- 
chungen 

A' cos a^ B' cos /? = 0, 



^ 



aus denfiD man leicht die beiden Gleichungen 
% (^cos/? — i9cosa)^ = 0, 

80 wie auch die beiden Gleichungen 
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(.^cüsjS- Äcos«)fi' = 0, 

niclit zugleich .^ = und 0'=:O 

^cns|?— öct»B« = 0, 
ii{:c-p)-A(y->i)=(i; 



8) tffC^_p)-^(y-7)!< 
+ (^ CO» jS — ff cos «) (» — 



velelies daher wieder die Gleicbuug der durcii ilen einfulienilen 
Strahl 3) gelegten, auf der gegebenen Ebene 1) senkrecht stehen- 
den Bbeae ist. 

Ware lugteicb .4'^^0 und ß' = 0. so halte, il« nucli C = 
iit, die Gleichung der durch deu einlallendeD Strahl 3) gelegten, 
aaf der gp°;ehenen Rhene 1) aeukrecht stehenden Ebene nach 4) die 
gauK UDbestiminle Form 0^0, welches offenbar nur dann der Fall 
■ein könnte, wenn der eiDt'ullunde Strahl 3) auf der gegebenen 
Ebene 1) senkrecht släade. In diesem Falle wäre, du die gegebene 
Ehene I) auf der Ebene iler Ay senkrecht steht, wie sogleich er- 
teilet, cus^'^O, und wegen der beiden Gleichungen 

Aa:-{- By-^C^O, 
i^-p)cosß:=(y-7)coau 
I vüre nach den rriDci|jien der analytischen Geometrie 



9) !if(*-p)-^(y-y)|co8yl ^ 
-i-{J caaß — 3 coau)(x~r) i 

miit Gleichung der durch den eirifalleoden Strahl 3) gelegten, uuf 
I Jer gegebenen Ebene I) senkrecht stehenden Kbene, 
nacb 7), ü), 9) ist daher immer 



10) {B{a:~p)- 
+ Mcoa^-/ 



A{y-9)\c 
cos «)(»-. 



die Gleichung der durch deu einrullenden Strahl 3) gelegten, 
'~r gegebenen Ebene 1) seokrecbt stehenden Ehene. 

Die Gleichungen des von dem l'uukte (f'<jr) ausgehenden 
' fiectirten Strahls seien nun 



11) 



HO ip, T/f, X ■''C l'^''" nicht übcrstei^cndeu Winkel bezeiclmen sul 
len, welche der reflectirle Strahl mit den [lositivcn Thcili 




I 
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tlurcli den l'uukt (/>f/r) geli-gier, di 



|iiiuiiti«cu Aseii iiurullel 



Weil dieücr Stnilil puz in der Gbenn 10) liegt, so i 
der vorhergebentlen Gleichuogcu füi- jedes ^ 



(ß cofi 5P — J cos ifi) cos y ■ (^ - 
hUcosjS-Äcos«)c08^.(;r- 






12) {J Qosß—B CQS «)cüa ;[ — {.1 co» V — * «^«s V) cos / = U, 



13) 



14) J(co8/?cos;(- 



e V) — Äf(cos a cus ;( — cua y coa 9) : 



15) 



uder nucli 
Ifi) ifcos 



.sV.+(.i/cos/!-Äcos«)c<isi = 



Bezcichneu wir den NeiguDgswiukel des eiufaileaden SirnMi 
^e^ep die gegebene Bliene 1) durch i, so ist nach dcu Prindpi 
der annlytischen Geunetrie 



Dod folglich, weil heknontlich 
ist: 

(lane eben su h&t man, weil i aueh der Neigungswinkel des I 
Beclirten NIrahls II) gelten die gegebene Bhene 1) ist, uhoe ll 
zieliutig der «hern hdü unteru Zeichen uut' eiounder: 



\ Iti), 17), IS) ergeben sieb diihur die heidcn TulgciHleD (üM 
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■/■ 

B cos -jf cos fp^* A cos Y cos ^ = (^ cos a — ^ cos /^) cos ;|f. 
Daher haben wir jetzt die drei folgenden Gleichungen : 

{A* + i?') cos Y cos 9) =: db ^(^ cod a + B cos /?) cosy 

+ i9(^co8a — ^cos/9)co8;|r9 

{J* -t- Ä*) cos y cos ^ = dtzB{A cos a + B cos /?) cos y 

— -^{-ff cos a — J[ cos /?) cos ;|f, 

(^* -f- Ä*) cos y cos ;if = (-^* + Ä*)cosycos;if. 

Quadrirt man diese drei Gleichungen und addirt sie dann zu einan- 
der, so erl^&lt man mit Rücksicht darauf, dass 

cos 9* + cos ip* + cos ;u* = 1 

ist, die Gleichung , 

(J* -+- B*) cos Y* = (jicoa a + B cos /?)» cos y» 

+ {(^»+Ä*)cosy*+(Äcosa— ^cos/?)»jco8;t*> 

Qiid folglich 

, 2I« -h i^* — M cos CT -h g cos /?)* , 

COS^ — (^t^.^a)cosy« -|-(iffcosa — -rfcos/J)«^"^^ ' 

>bo, weil 

COS /?* + COS y' = 1 — cos a* =3 sin a*, 
COS a* + cos y' = 1 — cos ß* = sin /?* 

ist, me man leicht findet: 

-^ . if * sin «* -I» ^* sin /?» — 2^^ cos « cos /? ^ 

cos X — A^ama^+B^siüß^—ZABeosatoaß^^^ ^ ' 

i i. cos j|r = zt eos 7". 

Setzt man nun mit Beziehung der obem und untern Zeichen 
uf einander 

cos ;|f = ± cos y% 
A cos 9 + ^ cos ^ = d= (^ cos a-^B cos /?), 
iff cos / cos 9 — ^ cos ;" cos ^ = (B cos a — -^ cos /?) cos';|f ; 

abo 

^ cos 9 + i9 cos ^ := db (^ cos et + iff cos /?), 
i? cos 9 — - ^ cos ^ = ± (i9 cos a — ^ cos /?); 

10 ist, wie man hieraus leicht findet, mit Beziehung der obern und 
uiteni Zeichen auf einander: 

ees 9ss±cos a, cos ^=:=kcos /?, cos ;|^=s=bcoi8 ys ' 



Bf 



% 



f 



. \ 
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UDd die Gle^cbuDgen des reflectirten IStrafals wären also naeb 11) 



. ^—p — y — y _ 



cos a 



cps ß 



cos y* 



d. h. der reflectirte Strahl fiele mit dem einfallenden Strahle 3) xa- 
sammeil, was offenbar, wenigstens im Allgemeinen, ungereimt ist 
Daher müssen wir mit Beziehung der obern und untern Zeichea 
auf einander 



cos X 

A cos q> + B cos tp 

B cos Y cos 9) — A cos y cos ^ 



d. i. 



A cos y + B coB tff = : 
B cos 9 — A cos tp = 



=t=cos y, 

d= {A cos a + jB cos /?)^ 
(i? cos a — ^ cos /Q cos /; 

b (-^ cos a + Ä cos /?), ^ 
p(iffcösa — Acöaß) 



setzen, und erhalten hieraus ohne Schwierigkeit: 



cos g> = 
cos tp = 



_j_ (J^ — B^) cos a -f- 2.^^ cos ß 



_M'- 



Jg») cos /g — 24B cos « 



J»-#-i?» 



cos ;f = qp cos y. 



Weil aber nach der oben. den Winkeln a, ß, y und 9p, ^, ;^ bei- 
gelegten Bedeutung off'enbar nicht x ^^^ Y ^^^^ kann , sonden 
;^ = 180® — ;^ sein muss, so muss man in den vorherg'ehenden Glei« 
chungen die obern Zeichen nehmen, und dabcfr 



cos 9 = 



( J» ■»- g») cos g — 2^g cos /> 



19) 



(^ 2 >_ ^a) cos /5 —2 JA cos a 
COS V' = A^ + B* > 

cos ;u = — cos y 



A^ 

A'' 



B* 



setzen. 

Setzt man 

20) tang cu = -j, 

so ist, wie man leicht findet: 

V rcos <jp= cos a cos 3cü + cos ß sin 2cti, 
21) jcos t/;= cos a sin 2ctf — cos /? cos 2ai, 
' cos jif = — cos y ; 

und folglich, wenn man nun noch, was off'enbar verstattet ist: 
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COS a = co8 X cos f», 
22) jcos /? = siD X cos fi, 
cos ;^ = sin f» 



setzt: 



Icos 9 = cos(2€ti — A,)cos fA, 
cos tff = sin (2cii — X) cos /i«, 
, cos ;jf = — sin f». 

Also sind nach 11) die Gleichungen des reflectirten Strahls: 

1 y — ^= — {% — r) sin (2iö — Ä,) cot /i*. 

II. 

Indem wir der eigentlichen Theorie des Dipleidoscopes jetzt 
näher treten, iii:ollen wir, was offenbar verstattet ist, das System 
der a:if% so annehmen, dass die. Ebene der a:y auf den drei Sei- 
tenflächen des Prismas senkrecht steht, und dieser Annahme zufolge 
die Gleichnngen der drei Seitenflächen des Prismas, die wir nach 
der Ordnung, in welcher die drei folgenden Gleichungen geschrie- 
ben sind, die erste, zweite, dritte Seitenfläche nennen wollen, durch 

IJa: + Äy + C =0, 

hezeiclinen. Die Gleichnngen des einfallenden, die erste Seiten- 
fläche in dem Punkte (p^) treffenden Strahls seien wie vorher 



26) 



a: — p 
cos a 



y—9 «— ^ 



cos^ 



cosy 



WO ttn ßy y ganz dieselbe Bedeutung haben wie oben ; so ist, wenn 
für den von der ersten Seitenfläche reflectirten Strahl auch g>ifpyX 
ganz dieselbe Bedeutung wie vorher behalten, und 



so wie 



28) 



gesetzt wird, nach 23) 



27) taug (o = -j, 
cos a = cos X cos /[^, 

cos ß = Bm X cos fAj 

cos ;' = sin fi 



cos tp = cos{2io — X) cos fjby 
29) I cos^^ = sin {2(a — X) cos /i«, 
cos ;|f = — sin f^i 



^ 


360 


^ 


1 uDil ilie GlcicliuDgen des vod der ersten Seitenfläche 
^^^ Strultls sind imcli Zi) -. 


releeü 


^Hp ^"l 


x—p^ — ix — r) cob(2w — ajcot /*, 




y — y = — (3 — r) sin (2oi — a) cot /*. 




Die GIciclmDKCB eint^s dem Stmliie 26) pornJlelen , die 
lenOäcbe in dem Punkte (f'f'r') (reffenden Strahls sind 


erste 




cos u CS ß ces y 


t 


Trifft nun dieser Stnibl die zweite SeilenflSche in d 
{p',f/,r',), na liut man zur ftestiuiniung der Coordinau 
r-, die Gleiebungen 


em Pi 
tt f„ 




J,P\+B,^, + C,=0, 




oder 


p-.-p' ?,-?• <',-•' 
eos « cos ß cos y 




^^.{P\ - 


f/)+ «,(?', -i/) + Ay+B,^+ c, 
v\-p- ,\~il •',-•' 
cos f CO, , • 


=o„ 


aas denen sieli 








l''' ''— .i,co.„-H«,c..?°"" "• 




I^L. 


7_. ..r -J.P'H-^.Z-t-C, __ a 




W oder 


r' '— J.cos. + Ä.co.j"''^' 
K' '' ~ J.cosA+Ä.siei"'*'' '^' 


' 


^^m ' 33) 


j'' '— J.c.l. + B.tinl'""-' 




B oder, wenn der 


Kürze wegen 




1 gesellt wird, 








(,/,=?■-*, CO. 1, 


.' 




35) (^, = 4,'-*. «in», 






'^,=r'-/t, tnngi» 




Hl «gilbt. 




ri 




/ 



I (!p'i?',»''a) "ie' Dureliscbnitlsjiuukt dieseB reßectirteo StraLls 
' iiten Keitcnflärtie, eo liat maa xur BestiiniDUug der Cuor- 
, r'j die Gleichungen 






H-jt, lang|u) siti(2(o, — 1) cot/i; 



«der 



^^Ifi'—A, c(jsi)-l-Ä,{/ — -C', aiu A) + C, i ~ ' 

f^, — p'+*, cos^ = — (r*, — r' + A, tang;u)coB(2w, — 1) cot /t, 
^j — /H-'^i sin X^~~(r\ — r' + A, tnug^) siü (2w, — A)cotp; 
aicb leicht 

f>\ — p'-i-A, cos A 
A,(p — k, cos A) + g,(?' — <:, sin A) + <7, 



»i(2iu, 



,-?'+^-. Sil 



' coh(2w, — ij, 




oder, wen. J. 


Kürce weg:eD 




11) * 


AM-l. ».« + «,(/-*, .i 


« + e. 


- ^,o..(2.,-l) + Ä,.in(a«, 


-« 


gesetzt wird: 








p',=p' — *, COB i — *, CÖ8(2W 


-'■). 


42) 


<f^—if — k, sin 1 — *, siii(2ö», 
,•, = ,■-(*,-*,) tattg,. 


-')• 



ergi«bt. 

Die 180° nicht ttbersleif^endcD Winkel, welclie der vn 
zweiten Seitenfläcbe refiectirte KtraLI, wenn oiau sicli dfnselWi 
von seinem Dnrcbscliuittspuoklp'(;f',y',r'i) mit der driften üelln- 
flücbc aiiB(cebenil denkt, mit üeD positiven Tbeilen dreier 
di^n Punkt (p',y',r',) geiej^ter, den primitiven Axen mtralleler Arn 
oinscblieaKt, Bind oflenbar ISO" — y,, 180" — V., ISO"—/, 
nacb 37) ist folglicb 



cos(l80" — y,) = — Cüa(2t.i, ■ 
coa (180" — Tfi, ) = — iiu (2üi , 
cob[I80" — jt,)z=Bin /* 



■X) CO. ,*, 

-%) COB JU, 



cos(18fl" — !p,) = 

eos(180" — i/'i) = 
009(180° — ;t.) = 



:COB(180''+2(ü, — i) COB /*, 

:Hin(180«-H2w, — 1) G08 ^, 



Bezeicbnen nun ^,, 

wclcbe der von dem 

teo Seitenfläche reilectirle Strii'bl' 

durch den Punkt (p\(l\r\^ gelegter, A' 

einscbtiesst^ bo ist liir 



;ht ilberst^ig^enden WJt 
(^/,y',r',) ausgebende, von der I 
positiven Tlieilen drt 
primitiven pnrallelei 



411) tuug i 



(210 


, -2iü 


+ 1- 


- 180") 


coa li. 


(2io 


— 2tü 


H-1- 


- 180") 


COB f*, 


f* 










= — 


cob(2w 


-2i» 


+ '■) 


COS /., 


-- 


sin (2(u, 


-2» 


+ 1) 


CO! ,., 



44) 



und die Gleichungen dea von der dritten Seilennäcbe refleetii 
Strahls Hinit folglich 
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x — p\=(% — r'J cos('iw, — 2w, -H A) cot fi, 
y —/,=(« ~r',) 8in{2w, — 2w, +1) cot /t; 

«Im, wena man die sua 42) bekannten Ausdrucke der Coordinaten 
^'ii 9'a' '''i einführt : 



!;r— p' + *, coB l + A, co8(2w,— A) 
= t» — r' + (*, — *,) tnogfi] co8{2w, — 2w, +1) cot /t, 
y — S'' -I- A, ain ]. + it, aiii(2(u, — A) 
= 1« — r'-f-(A, _*,) tang^j sin {2w, — 2w, +i) cot/». 

ParalUllität der von der ercten und dritten Seitenfläche re- 
irten Strahlen wird vermofie der Gleiehaogen 30) und 45) dier 
Strahlen vollaländig durch die beiden Gleichungen 



«) 






coB(2w, — 2w, + A) == — co8(2ü» — X), 
8in{2u, ~-2w, H~ 1} = — Hin (2(0 — A) 



bedingt. Diese beideo GleicLuugen bringt man leicht auf die Form 



|to. 2(»,-o,,)H 

|.in2(™,-«J,)^ 
-|co. 2(«,-»,)- 



j HID A, 



u<! Bin Aj 

ich einer bekflODtcD goniumetriBcheo Verwandlung auf die 

cob(w, — w, -I- w) co8(w, — w, — (u) coa A 

sin{tü,— w, -t-tu) cofifw, — w, — w) cos A 
^Bio(w, — w, +(u) sin(w, — w, — w) sin A; 



cas(w, — 11*1 — w) coB A = sin{u, — (d, — tu) ain A 
oder 

cos(w-|-w, — w.) cos A4-8in((<» + w, — w,) sin 1 = 0, 
ii. 

46) cob(u-|-((I, — (k, — A)^0, 

iel«hes also die Bedingungsgleichung- für die Parallellität der i 
ia erMea und dritten Seiteaüäcbe reflectirteu jjtrahlen ist. 
TWI V. 23 






die. GlrlcliUDgeD der drei Sei^oi 
DUO nncli deDi Obigen 



, fang t, 



■r Gpundflüclie dps Prismas. 



-.-. .»Bg .«, = - 



^1 



I 



targ (300° — (u) ^ — -T-, 
luüg(360"-iü,) = — ^i-, 
taiig(3«0" — w,) = — *i 

ist; so kuDD mao iiu<:li den PriDci[)iea der aualjti&cLcn Geninetni 
für 360° — tu, 360» — w,, 360" — «;, die Winkel sptzeo. die der 
eine der beideo TLeilc, iu welcLe die ÜKilto der nrundiläche <Ih 
PrianaH durch beliebige in deDscIbea uDgenommeu« Punkte gelhflH 
werden, mit dem posiliveo Theile der zneilen Axe eines dnri 
einen jeden dieser Punkte gelegten, dem [>rimi(iven Systeme pinl' 
lelen Systems einscliliesst, indem man diese Winkel von den pull- 
liven Theileu der zweiten A.\«n der in Rede utebendea System« li 
nacli den positiven Tbeüen der ersten Axen hin von O bis 360* 
zählt; und flir fü, tu, , bi, hann man also die Brg^änzung'en di»er 
Winkel zu 360° setzen, weltlie von de« positiven Tbeilen d« 
aweiten Axen an nach den negativen Theiteii der ersteo Aien hia 
V«u bis 360o geiählt werden. Leicbt wird über erhellen, dw 
die goDiomclrischen Tangenten dieser Winkel iraiaer den ffoiuoM< 
trischen Tangenten der von den negativen Tbeilen der zweiten Axm 
an nach den pasitiven Tbailen dar ersten Axen bin van U bis 3ti0' 
bis zu denselben Linien gezählten Winkel glitich sind , weshilt 
man also auch diese letzteren Winkel, wie von nun an fortfflb' 
rend gescbeben soll, fdr m, tu,, tu, setzen kann. 

Die der ersten, zweiten und dritten SelK der GrundBäcbe An 
Prismas gegenüberslebenden inneren Winkel dieser Grundfläche W 
len wir respective durch &, @,, @, bezeichnen, und die Spitze de 
Winkels @, als Anfang der ipyti ann«luaeii. Aneh wollen wir b» 
die positiven Tbeile der Axen iIft x und y eo angenoramen iIiD' 
k«>, dasE m*n sieb, mh vtrn dem Winkel (9, durch «Jen Wrnhri^ 
zu dem Winkel 0, «u gelang«n, nncb derselben RichhiDf Mi h- 



3S5 

BDSB, n*eli tnlcbrr usn «ich bewegen iiiubb, um viin dem 
a TWile der Axe der y durcli den von dem poiitiTcn Theii« 
der ^ und dem oeKstiveo Tlieile der Axe der y ejnge- 
rediien Winkel Lindurcli cd dem (lüsitivcD TLeile der I 
au (telnnjcen. , 1 

iieaea vurBusa;c«otit, wird Duo leiclit erhelleo, daaa ini4] 
r entweder 



y und eben hu leicht wird, nenn mim sieb diircb die Spitze dea 
■kcis &, ein dem iirimitiven Sysieme paralleles CoordioatenBy- 
%e Relegt denkt, erliellen. dat>B immer, übrig'eDB ubne alle Be- 
lang zu dem Vorhergebendeii, entweder 

w, —(tu ±180") = 0,-360" 

I' fat. Aus diesen und den vorlicrgebcDdeD Gieicbon^en erEiobt sich J 
nun durcb Addition, daas, wenn » eine gewisse positive oder 
tive g;anze Zabl bezeiclinet, immer 

oj + w, — w,=w + 0, +©,+«.180", 

0,+0, = I8O°-0 
ist, immer 

w + w, -(.... = a.-0 + (K+l). 180- 



' cos(«. + (.,-Q..) = ±co.(<^-0), 

ain(w + <«, — w,) = ±aiDf«) — 0); 

, also ebenfalls mit Bcziebang der obern und untern Zetchen «nf 
, einander 

cos(((i + (i>, — lu,) coa J. = ±coa(w — 0) «ob X, 
BiD(w + o.,-w,)8iD i = ±ain((u-0) Bin 1; 
and folglicb 

CDs((ü-f-(u, — w,) c«8 H-sin{(ii + w, — w,) aio X 
=:±}cos(w— 0) GOB X + Bin(w — 0) sin A}, 
d. i. 

C6»(w + W, — Wa — i):=±ees(w — — 1). '.t. '■'j 
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li die lteilinguD)irsRleiclian^ 46) in die Bcd 

1, wird dieiü Beiliugnngsgleiclii 

48) eoB(ü> — 0) = O. 

Falle cos |« = 0. ulao ^ := 90' nt, 
ntiiilendcD Struhlen 2C) und 31) der Eb«Be; 
1 die Bedin^uiigsgrleicliung 



.Mf 



-©) = 



von Bllen Elemciit^D, durch welche die I.afte der parallelen e'oh 
lendeu .Strahlen hi'fitimnit wird, ganz UDabhäogi^^ ist. bo ergil 
sich aus dem Vorliergehenden, üuna, wenn diese Bcding-unEsKtl 
chuDf{ erfüllt ist, für alle unler sich und mit <ler Ehene ocr 
jjarnllel einrallende Strnbten die vun der ersteo UDd dritten Seile 
fluche des Prismas reOectirten Strahlen einaudcr jiurallel sii 

Nehmen wir, alle im VürlicrgehendcD gemachten Vorauaselii 
cen auch jetzt furiwähretid feathulteod , nun noch ap , dau 
Funkte, vun denen die unter sieh und mit der Bliene der x% 
rallel einfallenden Strahlen auEgehen, uut der negativen ESeite 
Ehene der yx liegen, so wird leicht erhellcu, dass die erste M 
tenfläche des Prismas von diesen .Strahlen unmittelbar, d. h. ak 
dass vorher eine andere Seitenlläctie des Prismas von denselben| 
schnitten wird, nur dann getrotten wenien kaon, wenn 

90''<w<2700, 









90"— 0<w- 


-0<27O" 


-& 


ist. 


NUD ist 


aber 

90" 


immer 0<18O», also 






~0> — 90» 


270- — © < 270° ; 


und 


folglich 




-90" <a. 








-0<27O 


; 


alae 


, wenn 




cos(u.- 


-0) = O 




sein 


soll, nothwendig 












49) w- 


= 90°. 




Für 
der 
The 


= 90- mu 
rechtwiuklisec 
le der Axe d 


3 folglich (ü = lSO- sein, 
Grundfläche des Prismas u 


d. h. d 

uss mit 
u für a 



ie Bypoteniti 
dem posilirr 

der ;rs parallel einfallende Strahlen die tdI 



«7 

der eralru und dritluu Seileufläche ilet) Prtitiuas reUedirtisü >Strablea 
eiDHiider (inriillel sein sollen °|. 

Wir wollen nun noch den Fall etwas p^enuucr Itelrucliten. wean 
die GruDdaHche deR Prisinua ein ^IcitltBchenklige« rechtwinkliges 
Dreieck ist, dessen HypuleDUse mit dem piisitiveo Theile der Ase 
der y zNsnmmeufiillt, indem wir iiig^leich annelimen. d»aa der leucti- 
teode Puukl der .\lil1el|iuiikt der 5uune ist. In diesem Tülle kann 
afieohar tu = 180", (ü,;=.iä'', tu, = 135" gesetzt werden, und ea 
i«t folglich 

coa(2(ü — i) = c.>B 1, Bin(2tu — 1) = — lin U 
ros(2(tf, — l) = fli[i i, 8in(2«i, — Ä)— cos 1; 
coa(2tj,— 2[u, +;i)=: — cos A, Bin(2w, — 2(u, + A)=: — sin Ä; 
lUo n«cL 29) uud W) 

CUM 9^ :^ CDS X CiiS yt. 



gtithaien wir nun die Ehene der arif horizonlul nn, denken uns dnrch 
in Punkt {}>f/r\ ein dem primitiven Systeme der a:ys pHralleles Sjr. 
■leni gelf'gt, nntl lezeichnen iu diesem Systeme die Courdinaten der 
"' ine, deren £iitfernun|{ von dem Punkte Ip^r) durch Q bezeichnet 
den inag, durch S, 1. Ci ^" ist offenbar in völliger Allgcn 



trit 



^=Q cos u, ij = e cos ß, s=e C 



BexeichneD wir aber den von der Projection der EolTernung g auf 
dtr Kbene der |i; mit dem positiven Theile der Axe der | einge- 
tthlusscnen Winkel, indem wir diesro Winkel von dem positiv 
'heile der Axe der ^ nu nach dem positiven Theile der Axe der i] 

D von O bis 360° zahlen, durch Ü, und die Höhe der Sonne durcb 

'i Bu ist offenbar in völliger Allgemeinheit 
£ = p cos n c«s VT, 



r = e sin ßc 



tlio nacli dem \ orbergebenden 



a ä t 



1 //, 



i H, 




cos j!==Bin Ü CO« //, 
co8 ;-^sin H. 

' orbergeh enden Aufiafie betrachtete, Fall, t 



Ouber Itunu 
,. = « leli 


man wegen Aet (i|ei 
en, uuJ liut uIhu nucl 




(COB y = 




50) coaV = - 



iiigeu 22) ufTeuliuT l = 
em Vurli«rg'i'lieDU«n die G 



Legt j 



';£= = - 

I durcli iliis Au<j:e ci: 



I //. 



I priuitiTen üy Btemepi 
leies System, und liezeiclioet die ISO" nicht übersteigen den Wii 
welclic ilic von liem \ugc uucti der Seite tlea l'risniaB bin mU 
von dessen erster und drtticr Seitenflävbe rellcctirteD Stritlilei 
rallel gezogenen Linien mit den jniaitiven Theilen der Axeo 
in Rede stehenden ^jjstenis einaclilietisen, respective durch 7', If 
und yi\, tfi'j, j;', ; sn ist offenbar 



^'=180° 



!(' = 180" — v». X'- 



= 180" 



y , = 180' — f,, Yt = 
diso uitch dem VorLcrgeLendei 



Für Ji— ISI)= 



uud die beid> 
parallel gezogenen l.i 





cos 


9>'=- 


- cos n CO. 


//. 


52) 


cos 




sin £ CO! 

sio tf 


ff. 




00s 


./.= 


- CO. 11 CO, 


II, 


.«, 


cos 


v,= 


- sin S! CO. 


II. 




CO. 


«■.= 


.10 //; 




t'' — '/ 


.f 


= I8U 


-*'..)? = 


= 1: 


isi V- = 


= 90 


.V.= 


= 90", olso 




¥' = 


= •(■■ 


, v.- = 


♦■„/ = «' 




von de 


Dl A 


ogc .0 


tlcn briilcn 


refl 



I puaitiv 
liDdurcb 
ich derselbe I 



Theile der An 



r durcb den CuDcdinoH 



dflM poutiven Theile der Axe der y xn g 
RicbtuDg hin bewegen miiH, aseb wek 



stell die SüDUe »in Hjiniiiel bewegt, üaii Uie Werthe voD ä DDd J7 
tur die sicli in der I^Lcne der ^s iieüadeuile Soune durcL ß and 
ß selbst, die Werllie dieser nrnsstn Ttir die Kuntie vor und nacb 
ibrem Durchlange durch die Ebene der am io der Nähe derselben 
aber rcg|)ective durcli 

k .... J2(<i, ä(«, -Qrai, i3<i); 

I .... HW, m*\ HW, //(') 



ß,. J3„ fi,, J2 i 

ö,, H,. jy„ .ff«,>... 



usgeselzt, die 






sin ßl*) ;> sin J3H» ;> si 

C-.S //(ai>cns //(0>c. 



I i^(2) > sin £(■) > si 
k, . CDS //«) < coa /7(i) < c< 



Sbeue <l 


r ^3 i 


ie Ebeije ilea ftleri- 


B<- 


sin ß 


< 


-.ia fl..... 


«< 


cub// 


< 


CO. Af, . . . . 


.iilt J- 


e Ebeue 


•les 


MeridiBDG, HO 


ü<:- 


Bio Si 


< 


~.io ö, .... 


«> 


co>A 


> 


cos«,.... 


a<- 


siu ß 


<; 


-sin i3, ....'' 


H< 


cob// 


< 


COB tf, . , . . - 


n ersten 


F.lle 


we 


o oamlicb die 



I 

^^Bne der xx die Ebene des Heridiu: 
■Cdudea sin Si cos // sieb nacb 
Wff>r -vx hin von Null hd nm Stärk. 

ancli irj dicaem Falle die beideo ei 

Winkel ^' und f, nach beiden ! 

ttiD VOD 90° an am Stärksten Uuden 

bar in diesem Falle die Beuhucl.tung' 

währen werden. 

Wir wollen nun noch die |iriaii(iTen Coordinnten p'', ^ , f" des 

vun der drilten ^ieilenOache des Prismaa refleclirieQ Strahls mit der 

erslen Seitenfläche hestimmeu. Die Gleichungen der drei Seitenflä- 

cben Bind, nenu wir die Hypotenuse der Gi 
,^ durch a beieicbncn: 



ist, der absolute Werth des 
idcn Seiten der Ebene 
D änderl, so duss sich also 
oder zu 180" ergänzendeil 
iteu dLT Ebene dec nei 
»'erden, wesbalb also offen- 
die gri>aate Genauigkeit ge- 
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Alüo ist 

A =\, B =0, C =0; 

und folglich 

^»"ain X-f-coa V ^»"— ^« sin A — coa A' 
also 

1 

^» "'^» — «in A — cos i*^' 

Hieraus ergiebt sich i 

* • ^ /A ii\ • y* sio A 

*, coa A-J-*, co«(2o*. -X\=i^ — a — ^^ X-cwi ' 

A, Bin * + *, «n(8«. -*) = /-«— üTlZr^Sl- 

Weil nun fi'^=:0 ist, so ergiebt sich mittelst der ersten der Chi- 
ohuDgen 45) leicht 

r'^r -f-» sec,^ tang /i», 

und mittelst der zweiten der Gleichnngeo 45) ergiebt sich 4hi 
ferner 

^" = a — ^ — a tang ^ . ,.; 

Also ist nach dem Obigen 

54) \f = a-tf~a\MX^%a, ,, 






r'* z=if^'\-a sec.ß tang H. 



: 1 

,1 



Für i2 = 180<» ist ^' = — /. Setzt man i« + /, i^ + f'''' 
/, ^', d. h. nimmt man die Mitte der Hypotenuse der GruinUlic^ 
des Prismas als Anfang der Coordinaten an, so wird in vo'rliegei' 
den Falle qf*z=i — ^, welches ein leicht zu deutendes KesattitiA 



*) Man hat hierbei za bemerken, dasa im yprliegei^en Falle p'aO sti 



r MlMrMvilA Fwm* 



ut* iIm ••ttUw .1« loli B>A I 



XXIX. 

Ine Aufgabe aus der aualytischen Geometrie 

Von dem 
Herrn Professor C G. Wunder 

I der Känigl. Sachs. LaDdesschule St. Afra zu Meissen. 



In dem 4teD Hefte des 2leii Tbeiles des ArchJves lieflndet 
. 419. f.) eine AuÜösud^ <iet AufguLe: Ks ist irgeod ein 
lalBclinitt und ein Punkr gesehen. Zieliet muo durch 
^ Punkt gerade Linieo, »eiche den Ke^eUcliuitt io 
eiPuuktCD durchschneideD; su iraat ei »ich, auf wei- 
hen Orte die HnlbirUD^apuDkte der von 
ttc heg;ranzleii Stücke der letzteren lie- 
n? Vernnlasat duruli die vun drin Herrn Heruusgeber des Ar- 
-yta am ^jchluase dieses Aufsatzes a;egebeDe Nachschrift habe ich 
t« andere von der allgemeinen lileiehuDg' der Liuieu dea zweiten 
EtdcH ausGfehende Behandlung dieser Aufgabe versucht, welche ich 
iw miltheile, Der Kürze und Klarheit wegen halte ich für nö- 
^, der Auflösung der Aufgabe selbst fulgende allgemeine Bcroer- 
ngen Libcr die Gkicbungcn der Kegelschnitte vomuszuschicken. 

Z. Wenn /i dir Parameter einer Parabel, ia die grosae oder 
ivpt-Axe, 2i die kleine uder Neben -Axe einer Ellipse oder Hy- 
r-liel bezeichnet, und 4f.S^r:t gesetit wird, wo nun r und s 
He Zahlen bedeuteo; bu bat man nekaonilicb als eiufachEie Glei- 



«in geo 



1 



ttngeo 








für die 


: Parabel: 


y^-px = .. 


■ID 


fiir dit 


! Ellipse: 


r*y' + «'^» — r'Ä'=:0 .. 


.. (10 


für di< 


'. Hyperbel: 


r'y' — »'.t' + r'Ä' = . . 


■■ (111) 



e lenkrechien Coordinaten ^, y bezieben sich auf die Äsen des 
>£elschnitleH, und haben als Anfangspunkt bei der Parabel den 
lieitel der Ase. bei der lillipse und Byperhel den ftliitelpankt des 
>eelschnitles; dieser Anfangspunkt sei immer durch K bezeichnet. 
Braus erhält man die allgemeinste Form der Gleichung für irgend 
■«0 Kegelschnitt zwischen senkrechten Coordinaten t und u, wenn 
'n x^t CU8 y — w sin g>H-^, y^t sin f-\-u cos <p + « Bub- 
^uirl, wo nämlich die Coorilinalea t und » sich bezieben auf 
■«n Anfangspunkt s, dcBseo auf die ursprünglichen (in obiger 
Eichungen vorausgesetzten) Cuordinalenasen sich beziehenden 
<»rdinaten x = ß und y = a dind, uud auf eine 
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(Axe der t), weklie mit iler An« i 
Winkel =ip bildet; (der Winkel g> 
der ersteu Abscistii'Daxe aus oucb der 
biD geri-chnet). Di« GleicbuiiiT, welcl 
ser SubBtilutioa und Ordnui 



Ffsteu Abi 

[ voa (lein posiliTtii Th 

eile der positiven Ordin 

mnn durch AosführUDf; 

' nncb den Pulenzen 



«Uli kiirx für die fnrubel durcb (J'). für die ED 
durch f£'), für die Hyperbrl darf1\ (//) aagedeutet werden. 
3. Die ungemeine UlcicIiUi'g: des 2leu läruilea zwiache 
aenkreuhrcn Cuordinatnn »t Bud t hat die Ferni: 



,^»' 



- B$u~\ 



ci^ + ÖM + fö+ F= — {a). 



Iiiaufern nun dieselbe eine Pnrubel, oder eine Ellipse , oder 
Hyperbel uusdrUckt, aind ihre Coefficienten (gleich zu selico d 
der GteivLuug {P), oder der Clletcliuns (£), oder der (ileick 
{H). Siebt luau die Greicbung (3t) uIb idenlificb mil der Gleich 
(P) an, 80 ergiebt aieb: 4-^t'^4sin gi' cos ip' ^ ß». Belrad 
man die GIcicbuDg (3() uls einerlei mil der GleicbunK (£). so fii 
inuu4^C={r» — «»l's'i V-+-4r'*% Ä" = (r' — #'J' sio" 
also \AC :> A>. fielet man endlich die Coefifici enteil 
Gleichung; (ü) iileicb denen der G)cicbaii){: {/i), ao iri ' 
= (r»-J-*»)' Bin 291=' — 4r»*», fi' = (/■'+«»)» sin 2y», ii1io4 
<: Ä'. Beinnacb «ird die fileichuujr (M) nur dann eiue 
»enteilen kotineu. wenn A.4C =: B'' , eine Klli|i3e, wenn* 
>Ä', eine Hyperbel, weuu hAC-^B* ist. 

4. In der Vurnumtzuiif;, duss (31) mit (/>) ideiiliscb ist, 
(9() eine l'ariibel l,«zeicbiiti. Üudet mu» iVriier siu 2y^if; « 



.in 2y = 



gen ergiebt sicti 

(Sl) eine Elli|.s.< 
identisub nein üoii. 

Bezeichnet i <]ie Ordinule (f/), ^' die Ab. 
liehen Aufuugapuukles K, ' 
neuen Systeme«; so Ündet 



die Glciel 




1* = - 
aber (31) 



z>'ii + cn-^.j — E^v\/A + cflfiyc— 4f j/j 



(11) 



4(ZV'6'— iV^) 
I Ellipse oder Hyperbel bezeicbnet, 1 
-lAB 



~iJC- 



A = 



üAV — B*' 



HuTch y, > und k nird die Luge der Axen des Ke^laettuittM 

frn die Axitii der Citordinuten u und t, und für die PattM 
,age ihres Scbeilels, fiir die Kllipse und Uyiierbel die iAft 
Miltelpuuktea bestimmt. Ebenav findet man durcli GleicbieM 
der eolsp reell enden Cuefticienten die allgemcinea Formeln mr 
Stimmung des Parumelera oder der Asea des Kegetächnittea it 
die Cupfliciciiten der Gleichung {%) , nämlich: 

für die Purahel: (111) p = D\/C— E\/'.4i 



/nr ilii; Kllipse: 



^m T=T=^ 



(V) «■ = 

(111 *• = 

für die Hj]ierLel: 

(Hl) f = 

(Vlll) ,■ = 

(IX) i': 



CD 


+ AE^ 


- miiE 


— (1.4C 


-B 


w 


(\AC ~ 


«•)liM 


+t-)- 


V(A- 


(.■)' 


+ B'\ 


cn 


+ Jß» 


-iBOE 


- (*.Jt' 


-ff 


)F 



"-l(rf-t-C)-r.iV/(j-C)=-+-Ä'' 
rz>' + .JE' — agflfi + ( j?' — 4-Jcif 






(Ä» 



- 4JC) liM H- C) -I- il^M - C>' -H Ä'J 



nuD zu uiiB«r<-r Auf^nbe weiidcp. setzen 
fcBt. >luss der )iegel><-iie Puuki Uurcli Z, seine >iut' 
4is Axen des Ke);eIa<.'liriittG9 iiu'l bei der l'arnbel nuf den Scheitel 
der Axe, Lei J«r Kliipse und Hvperbi^l uuf deu MitteljiuohC nis Ai>- 
itogspunkt sich liezieLenden Cuürdiiiiiten durch a uai ß, der Nchei- 
tel der Parabel über, üo wie der Mittetpunkt der KMip»e und Hy- 
perbel durch A bezeicbnet werde. Ferner uebiiieu wir an, wns 
sfreobar versinttet iat, der gegebene KeKelscbuilt Hei uUB^redruckt 
itnh eiu« (ileichunfi^ zwiscben recbcwinklicbeii CoardioBteu « und 
t, für welche der ^<-g<-beiie Punkt Z der Aufnagapunkt ist; die 
fileichunti (3) in 4- 3. kann i.Uo im Allgemeinen din Gleichung 
drs gegebenen Ketirischnillea viirslellcn, und jede durch Z ge< 
itgte g'erndc Linie wird nun bezeichnet durch ilii: Gleichung: 



« = It . 



(1) 



Darcb VerhinduuK der Gleichungen (gl) und (I) rindet mau fdr die 
I Coordinateo der Funkte, in weichten eine solche gerade Linie den 
I Kegelscbnitt schneidet, die Werihe: 

0P-i-E _f_ V(DP + g)' — i(AP^ + g/* -1- C)F 

2iAP^ + BP-^- C) — ai J/" -i-BP-^C) 

(ßP- t.E)P _^ Pl/'jßP + "g)''^ri( jf t ^ BP -^rcJF 
BP + C) -~ %.AP* + BP-^C)F 



V rotioDole Thcil des Wcrihe 
_.f(TlbM von u die Ordinate de 
riin Kcgel«i'hmn rollende Absei 



Dil / bezeichnet dio Ahsclsc«, dee 
inhtea, in wekiieiu der zwischen 
der geraden Linie balhirt wird; 



1 



I 

I 



(leulet m<iD also die Absciaae tlurcli /', Jie Ordiunte durcli n' an, so 
lial muD die GIüicIjUDgeu; 

m .. _ gP+g .,„1 „,_ (flP + £)/' 

l'J <■— 2(j/<. + Äi» + c; ""^ 1**^ " —~2( .*/'» + Ä/' + C/ 

Die Werthe von t' und u' ändera sicii mit äem Wertlie vod /^; 
eliniiuirt maD aber P hus den GleichuDgon (2) uod (3), so druckt 
(las RcBuliut die Beziehung; zwiachen den beiden CuordiniileD jedes 
Hulcbeu Punkles nus, welcber dva zwiticheu den KegeladiDiit fel- 
lenden Absclinitt der gemdeo Lioie lialbirt, die durch dieaeo Punkt 
selbst und den Punkt Z gelegt wird; das Resultat ist alsa die ,| 
Gleichung der geBuchCen Curve. Entwickelt man die Gleicbungeu 

(2) und (3), urdtiet die Glieder nucb Potenzen vun P, und subtra- .^ 
hirt sie von einander, uadidem tiiUD ein .^lal (2) durch {Jw'+^O}, 

(3) durch Jf, nud denn (2) durch 6V. (3) durcli [Ci' -i- B) mul- k 
tiplicirt hat; so erhält miin leiclit iwei Gleichungen, davon jede nur 
die erste Potenz vun P enllialt. Durch Blimiuuiion der Grösse P r: 
uus diesen letzten Gltiicbuiifccn erhält man ein Resultat, welches, 
nach Potenzen von u' und ^geordnet, durch (JE^~^CD' — BDE\ ''i 
theilbur ist; so gelangt man zuletzt, wenn die Accente vun u uud -»i 
t ffflggelassen werden, za der Gleichung: ^i 



welches 

6. 
gendes: 



^»»-I-Ä^w+Ci' + iÖÄ-l-iAV^Ü .... (35) 



: Gleicliuu^ (S) ergitbt <^ieh Fal- 



lefficieuten dpr Gleichung (33) gsn>-l 
ichung (jt), und n>ich §. 3. nur vun ," 
ileichung uusgedrijcklen Kegelschnii- * 
iCurve'immer einüegelschnilt '' 



Ke 



ela< 
'soll, 



ehe t alle 



rste kegelschn 
gt der lHittel|iu 



tit durch den 
chung (ä) fehlt das he>>tändi<{e Glied. \ 
des zweiten kegelacliuitteH sind immer' 
Axeu des gegebenen; denn die Forutelf 
■< Winkels ^ geben für die hüiden Gleichuj 
Werthe (vcrgl. #. 4.}. 

■ ! Ellipse --^ 

) Kweiteo K^ 
rMiiti 
und Z verbindet; deun sind «' und k' d^ 
Courdinaten des Mittelpunktes des zweiten Kegclächoittcs, so findi 
man noch $. \.: *' = ^». A^-^\A: 

V. Ist der erste Kegelschnitt eine -Pnr»bel , 
der Parameter der sweiien Parabel die Hälfte < 
rameters der ersten (folgt DUs §. 4. 111., weil D=\D, 
= {£ i>.t, wenn Iß', B Cnefücieuleo der GleicIiUDg (99) bezeici 
neo); ist er aber eine lilliuse oder Ujperbel, so 
Verhältniss der beiden Axen, nlao auch die Excentricli^ 
tut in dem zweiten Kegelschnitte dieselbe als im erstei*! 
(folgt nus $. 4. IV. und VII.). 



III. Die A:^ei 
parallel mit de 
zur Bestimmung de 
(St) und (58) ganz 

IV. Wenn d 
Hyperbel ist. m 

lie Punkt 




•,a villkuliHich, welclie Lafi;e man den Axen 
I e ßebeo will, w«dii nur Z nU AnfaDgspuokt 
«Inher ilie weiteren BelraclilUD^en zu vereia- 
hmen, dtiaa die Axeo der Coordinaten m nüd 
irsprÜDfclichen Ax«d der ff und är, d. i. den 
Iscliriiries, in welcliem Falle 9)^0 ist. HierdurrJi 
I. 2. aU nieiüliUDg des eraien gegebeoeD Ke^el- 



■(«fr 



•M-r'i' = 0....(ö) 



Wie diese drei GteicIiungeD enthalten si 
I Uteichung (31) (§. 3.), eo «oll der zweit 
I h»ttpt auHgeilrückl sein durch die Gleicbuag: 



d in der allgemei- 
Kegelsclinitt über- 



I (» dasH niso uBcb der Gleii 
^' = ^, B = B, C"-. 



rifutuGfC i 



?'« + ^V + /" = .... (S) 

^ (£) in $. 5, immer iit: 

, If^\D, E' = lE, r = fi-. 



Den die Bucbstaben n', ti\ r, »', p\ «', k' diegelbe Be- 
Bezieliuno; auf den zweiten Kegelschnitt halten, als die 
jtlen a, h, r, s, fi, i, k fiir den ersten. 
le wir uns zu dpo besonderen Arten der Kegelschnitte 
wenden, mögen noch die allgemeiDen Formeln für die Coordinaten 
der Puokle angegeben werden, in welcben der erste Kegelschnitt 
Ton dem zweiten ßesvhnitten wird. Man erhält dieselben durch Ver- 
pr dir Gleichungen (9t) und (S3), nämlich: 



(BD — Z.iE)F± IJl/F V(,Ü' — \M')F+ M' ,,j 

/ — jfj-, ■■■• lU 

__ (BB ~ WD)F^: Ex/pVitl^ — tAC)F-\- M* ,,|j 

*» jtf' :=AE^ + CD' — BDE gesetzt iaf. 

Sei nun zuerst der gegebene Kegelachnilt. nian auch der 

:ine Parabel. Die erste l'umbcl wird durch die Gleichung 

(9) 9. 7. ausgedrückt, so dasa »Iso hier ^=1, B = Ü=C, 

2a, £=: — «, F=a^ — nß isr. Demnach hat man für die 

Parabel .i'i=l, B' = = C, If = a, £-= — Jp,/*=0. 

itidet daher ausser p' = ip (f 4. III.), was nach *. 6. V. 

bekannt ist, weiter nach $. 4. I.: 




(I) i=- 



(11)*'=- 



38» 



Ana (1) ergiebt sieb, daaa die Axe der zireiteri Parnbel, welt^he | 
r&tlel mit d»r Axe der enten ist (§. 6. III.), durch die Hitt«F| 
Verbindungslinie XZ gelit. Hierdurch mk Riichetcht auf (II) T 
sebr leicht der N«Leilel der zweileo Parnbel gefunden. ■ 

10. Für die !^elineidungs|iunk(e d«r beideo l'ambeln sind M 
f. H. die Cuordinaten: 



«==fc\/a'— ;j(*. 






aVZ' 



-pfi 



nelcbe Wertlie immer ntüKlieh sind, wenn a' — pß^O, d. 
Z Quaserlialb der ersien Parabel lie^t. Bei a' —,,ß = i} beräl 
ticb beide Parobela in dem Punkte Z. Da die Ordinateri ill 
SeboeidungS()unklc »bsolut gleiclie aber enlgegengeaetite W^ 
LoleQ^ so muss die VerbinduDg-slinie derselben, d.i. die gemeiniK 
Seljne beider Pariiheln dnrch die Aharissenaxe (Axe der t) l^fj 
-fferdeo. Hieraus folgt wieder nach eioer bekannten Eigeust 
der Piirahel, dnaa die gerade Linie, welche die zweiie Puraba 
dem Punkte Z berührt, und ebenso die gerade Linie, welcb« 
erste Parabel in dem Punkte berührt, wo die erste Parabel votf 
Axe der i gescbaitten wird, purallel sein nuss mit der V«> 
dungsÜDiP jener Schnpidnngs|iunktp. nasselbe ßndel uisn ancli 
folgende Weise. >SeieD /< und A' jene beiden Srhoeidungspan 
BO üasa Tür /> lÜe Ciiordinaleii c , = p 



."^'■'-P^sind. Dan, 
' durch L, und A gebende 



Ht-i,).... (II 



Nach der bekannten Eigenschaft der Parabel Gudet man fl| 
L fiernde, welche die iweiie Pariibi-l in> Punkte Z berührt, zupi 

L die Gleichung: v=.^l; setzt man nun bii^r die oben {%. 9.j 

denen Wcrtbe für t' und A', so erbält man für diese Tai 
1 die Gleichung: 

»=£«.... m 

Für den Punkt ff, in welchem die erste Parabel Von dep' 
der t geschnitten wird, sind die auf die Axe nnd den Schciief' 
ser Parabel bezogenen ('»ordinaten y'^a, ir=-— ; daher eq 
sich für die Gerade, welche die erste Parabel in O berührt; 
Gleiehuag: v =: ^ \$ — {a/ ~ ß)\, d.i. durch ohig;e Wertlwn 



-m-" (3i 



'00 * tlerae]l)e = ^ 
niclie diesen füeicli 
iirallel siod. 



11 



We 



Z 



drei RleichuagM (I), (2), (3) der CoefTicie 
Ist, so folgt iiiernus. dass die gerudeu 
unfcn pnlsiiipchpn, siimmtliclj unter ei 
Ib der ersteo Pnrahrt 



-pß>0 isi 

leraden Linie ZI. in A. von der geraden Linio ZA in 
1 berührt. Wenn wieder », und /, die Coordinaten des Puok- 
H Z> bezeicboeD, so h&t miin für die g^erode Liuie ZZ, die Glei- 

^Ug: it=r^l, oder iwiseben Coordinaten ^, y auf deo AnfangB- 
[nkt JC avA die Axe der rarnbel bei.ngea, und weDQ man fiir 
~ den aus §. 10. sich crgebendeo Werth BubstitnirR 




obigem 

9 Punktes, in nelclien 

Hoiilfn wird, so ergiebt licli 

>oB ZL. berübri wird. G. 
p Linie ZA'. 

Wetiit der ^eg-nbenü PudIi 
»' — 7^;¥ = U ist, so bat 
Dach §. ü. die Coordin 
ittel der zweiten Parabel liei;t ulso 



if der ersten Parabel 
den Scheitel der zwci- 

dann in der Mitte der 



nreilen i 



' Punkte K uod Z. Leicht erkennt man 

I Dnijiekelirte »la riclitig;: wenn man von irg'end einem 

> einer Purabcl beliebig viele Sehnen zieht, und jede Sehne 

~ ibrer eigruen Grüsac gleiche» Sliick verläng-ert, so liegen 

Ipunkte dieser Verlnna;erungen wieder auf einer Parabel, 

i Doppelle von dem Parameter der ersten Pa- 

; die Axea beider Parabeln sind fiarallel. nnd der Scheitel 

I ist der Endpunkt der VcrlangerUDg' von der Sehne, 

S nach dem Scheitel der ersten gezogen ist; in dem Punkte 

ich bejd'> Piirabeln (vergL $. 10.). 

nun der gegebene kegelsrbuitt eine Ellipse, also aus- 

|tt 4ar«h die Gleicbun? ((£) in $. 7.; demnach ist jetzt A 

, dsher für den zweiten Kegelachnill, ebeofulls eine Ellips«, 
», .^ = 0, C' = »\ D=ar', £'=j!*", P = Ü, folglich 
iiebliiig dieser Ellijise: 




Die Tjagc <lei Mitlei pua kies udiI der Axen der «weiilen B 
sind Doeb §■ 6- Hl. uDd IV. schon bestimnit; für di« Grt 
Axen hnl miin jetzt nach $. 4. ¥. und VI.; 

,.. = '-ii±^ = (f.f)- + (|)- ....(„ 



Der Parameter p' der zweiten Ellipse iat dnber 

f'=¥ = fK°'+if«' ■•■■ 



(111) 



14, Sind wieder Z> und A" die Schneid uQjrspuDkte der bl 
EllipUD, w, and t, für Z<, w, und /, für X die CnordiDtien, 
«tu man der Kürze wegen r»a*-|-*'(?' — r'i'^«»', »[»f*! 
•'jS' ^ »»' + r'<5' = w?" -4- «'«' ; so ist Duch $. 

— api^^-thßm ' —ßm'-t-r< 



'H-*'^' 
^M-^^/« 



Lllaber für dipselbea Punkte die Coordinnlen y, , ^,, j 
l 4cii Mittelpunkt und die Äsen der ersten Kllipse bezuge 



.S,^ 



..bßm 



leiten Werthe i 






b. die Punkte £n" 
: Ellipsen sich t>«[H<|Jf btj] 

wenn w^O, A. i. wenn r'a' + «'jS* ^^r'Ä' := 

Punkt Z auf iler ersten Ellipse sellist ließt: 

= o, ji-,^a7, ^jS. Unmöglicli aber werd 



■ iül. «htl 
e.e wird dann jT, 
1 beide Werthi, 



Wcle 



aUa 



■ ist, d. h. 1 



gegeben 



le Punkt Z innerbalb dei 
llurcb llenutzung obi^e 
liält Di:in tür die durch Li 






eralen Ellipse liegt. 
ipier Werthe für y, , "^, , _ . 
d X gebende Gerade die Uleithq 

y = findet sieb biernach x = 



ergiebt sieb nacb eil 
KIlipse, Aass die Linie LX di 
Kllipse in demselben Punkte • 
Hchnitten wird von einer Tangente 
TÜhrungspuukt die Absciase = ß liat 
welchen der von Z nuf die 



erste Ellipse schneidet, wenn nur ß<Za ist 



: bekannten Eigensclmft'i 
erlängerte grosse Aie der 
eidet, in welchem diese A 

ersten Ellipse, dereil' 

ist dieses einer der PlioU 

Axe gefällte Perpendikdl 



5. Legt man durch Z pioc gerade l.inie (A) parnllel mit 
90 rindet maa mit RUcksicIit auf die Gleicliung der l.ioie Z/tT 
4.i!h) für {li die Gleichung: 

tJer wenn niao den Mittelpankt !f der zweiten Kllifise als An- 
bneipDokt. die Axco dieser Biliöse als Coordiuiitenuiten aontmait, 
tili die darauf sicli beziehenileu Coordiuaten durcL 'y nod 'x be- 
uiclinet, so erhält man für {X) die Gleichung: 



'li'^ 




(») 



I dieser leiiteu Gleirlinnsr 'y^O, so findet man 

n wcicliein die verlänpfertc grosEc Axe der iwei- 

I (A) gea<:tiiiitIeD wird, deu Wcnh der Abscisse: 

- =^ (vergl. $. 13. I.). D:i aber ^ß die Ah^ciga« 

a Punk ICH 2' der zwcJCcn Ellipse ist, durch welchen die Linie 

* ' ' ) er{;iebt sich aus dem liier gefundenen WeriLe von 'x 

jon vorhin benulzEi-n Rigensclinft der Ellipse, diisa dif 

, (c von der Linie (A) io Z h.rübrt wird. Demnncfc " 

nie gemeinsnme Srl|De beider EllipEen mit der deoi 

U.- ™- __ ...... _ r.,. .!._ j^.jten El)i|i»e 

eradef.iuie KZ 



riß 
^^— v > ,., 1 ^^^- Daher wird 

ß. durch G grJienJe gerude Linie, 
iiit der gemuiuaamen ^Kihn« /.A', uuBgedrlickt 

k'üe Gleichang y:= — ^^^~^^ V^r'u' H-*"jlf'. Setzt mau 

^ieder y^O, sn findet man fiir den Funkt, in welcliem diese 

B verläugertc grosae Axe der ersten BlJipae schneidet, die 



r/'ß 



■l^^^^M^Tv- 



r r / ^ ^ ^^7? ""^ Abscisse des Punktes G der Ellipse ist, 

relehcD die hclrnchtelc ^eriidc Linie gebet, so ergicbt sich 

I hier gefundenen Wenhe von :x, dii3s diese Gerade die 

S'ih e berührt. Aehnlichcs gilt vi'o der durch den anderen 

C gplegt>>D Parallele mit I.JV. Immer also sind die 

[^takten Z und /IT zugHiörigeD Tangenten der zwei- 

ktH)iBe paraUel mit'dcn Tungenteii der ersten fät 

^nnkte, in welchen die erste Ellipse von der gera- 

nie A'Z gcscbnittea wird; und wenn Z ausser- 

der enlen Ellipse liegt, olso beide Ellipsen sielt 

1^ 



»7« 



g Sehnt f 



• cliDcideD, SD ist auch die ibnen geme 
rallel mit jenen TonfT«« teD. 

18. Wenn Z auasirlialh der ersten EIMpie liegt, und ß< 
ist. an ergiebt BJch nus $. 15. und §. 17. ein leicLtes Verrnlireo, i 
SciineiiluDgBpiinkte £, und A Uciiter KlIipEen zu liiideo, ubne di 
die zweite Kllitise eonsiruirt zu werden bniucbt. i 

19. Liegt Z ousserbalb der eralen Klliuse. so vi 
latztere ton der geraden Linie ZL. in £,, von ZAf M 
lierührr. Durcb die Cuurdinnren des Punkiea £, ir, iindM 
(4. 14, II.) findet man, weil r'a' + *•(!* =»i'+ r'Ä» =^ 
-i-*'o'ist, furdieUnieZidieGleidjung:y— a=:0^'^(.r— j 

~täiß-t-rmm 



= erliält man bieratiB: 



die Rrcbtigkeit der Bebauptuagl 
■>»!>;• f.ir TA^ * 






■ ZX. 



Z£ folgt. Aebtilicb i 

30. Wpnn der Punkt Z auf der gegebenen Ellipse liegt, al 
r*a' -+- *'/?* ^ r'/»' = *'«' iat, sn findet mnn aus den Formi 

il) und (II) in i. 13. leicLt, dass dann die Axen der Ewcit 
:iii|isc beiieliungsweise gleirb sind den Hülfien d 
Axen der ersten Kllijjse. Da dienea itÜt, welcher Punkt t 
Vmfangea der ersten KIlipse für Z genninnien werdru mag. so foi 
pebcnliei bienins »ucli, düss eine Klhiise, deren Axru ber.iebUDi 



ireii 






nd dei 



Hälften der Axen ( 
u gelegt werdet 






> Ellipse 



rch du 
'"Mitlflpunkt geliet. dipsi'lbe" in eiiii>m ^egt'benpti Punkte beruh 
und ilire Axeu den gleichnamigen Axen der uuderen Ellipse pur 
Tel sind. 

21. Durch Dmkehrung des Vnrnusgebcnden ergiebt sieb n 
such fulpender Satz: wenn von irgendeinem Punkte Z des Di 
fanges rini-r BIlipse beliebig vi«le Sei 
von jenem Puukte verlängert werden i 

selbst gleich ist, an liegen die Kndjiunkte dieser Verlängerung 
auf einer HIlipse, deren Axen dna Doppelte von den gleichnumig 
Axen der ersten KIlipse und mit diesen pnrnllel sind; der Mitli 

I .jknnkt der neuen KIlipse ist der zwrile Kndpunkt des vtin Z al 
I gebenden Durcbmessira der ersten KIlipse, und beide Ellipsen I 
I rühren sieb in Z. Dieser Snlz ist indessen ebcnsu wie der ob 
in $. 12. erwähnte nur ein besonderer Fall eines allgemeineH 
' den wir nachher aucspreehen unJ heweiscn nenlen. 

22. Alles Mer in Betreff der KIlipse Gefundene gilt im Alls 
inen auch, wenn der gegebene Kpeelarlmitt, also auch d 
eile eia Rr^is ist, nur mit einigen ModilicHti'inen. In die« 

Fnlle ist nämlitb a^ b^ r = » = \ zu selzenj wenn daher d 
ITuIhmeBser des neuen Kreises durch ß bezeichnet wird, wäbrcj 
der des gegebenen -^ a ist, &a hat mnn biet q ^ jl/«' -|-^ 
Liegt Z uusBerbiil'i des ersten Kreises, ist also u' -)- /j' ^o ', j 
Rcbneiden »ich beide Kreise in zwei Punkten L, und A/, fiir den 

Coordinaien hier die Formeln gelten: V= °^V"^J i 



VO QUA I 



-.Vä 



' ist. 



gern 



<b« durch diese Schneid uttgspuoktc gehet, hut man daher 



Ang: y=- 
die Gleicbang y^ 



-x-i . Du über für die Gerade KZ aucfa bier 



' erg' 



ebt I 



iter rechten 
le sehr eio- 
Schne mit ' 



kiden Gleichungen, daag die gemeiosnine SeliDC Z/X 
Winkeln von der Linie KZ geHchoKtcn wird. Auf < 
liclie Weise folo't nun hiersua der Paraileligniua di 
dm oben beieicloetCD TaD^enteD (vcrgl. §. 16. 17.). 

23. Wenn der erste ke^elscLnitt eiae Hyperbel ist, suafre- 
Wrackt durch die Gleicbuog (|)) in (. 7., so lat nudi der zweite 
•ne Hyperbel, fiir welche die Gleichung: gilt: 




r Form dieBOr 






- ßt't ; 



= 0. 



FBr die Grösse der Axen findet man ((. 4. Vlli. und IX.): 

•'* ^ jp , 6' = T-5 , Zu den Schneid un(i;spunk- 

Zr lind A' heider Hyperbeln gebiireu die Cuordinaten: 



■..ßßr^ 



■Bg«ni 



, dnb< 
Die durch Z, ud 



«^ 



r auch **p* —r^a* = 
I A' gelegte gerade I 



r'i' 



I hut 



Gleichung: 

ler gilt hier 

Ellipse {gemacht 



Für y = V 
eine ähnliclie Bemerkung, als oben $. 15. bei dei 
irarden isr. Für die durch Z gelegte rurallcle mit ^JV gilt zwi- 
«eLen den Cuordinaten 'x und 'j/ imt' die Axcn und den Mittelpunkt 



zweitco Hj[ierbel beiogea 
£«£^~f;^i» Kür '»=0 wird'; 



Gleichu 



2*V ~ iß' "'"'^'""' 

, hervorgeht, dnss diete Parallele die zweite Hyperbel in Z berührt. 
I 2n den Punkieu G uod G', in welchcD die erste Hyperbel von der 
nradeo Linie KZ geachnitlen wird, gehören die Coordinalen 
I riß . rlia 

— c y = =»z ^^=====^. Die durch G ge* 




I 



muB, dasB ZA' die Hyperbel in X bcrührfj beide AIhI wird i 
vomustrcsetzt, ilass Z iiits<er1ialb der ersteD Hyperbel lieg). 

24. VVeoD der ge^celx-ae Punkt Z nuf der Hy|ier]tel Eelb«| 
liefff, d.i. wenn *'jj= — r'«' ^r'i' = *'«* isl, so sind die Axeii 
il«r iwcituD Hyperl)el gleicli den HtilltEn der ßlcicLouiniiccD Äsen 
der ersleo, und durcli Umk^-lirunfr Inssl eicli liiPmuB nucli Tür dte 

'Byperbel ein Sutz, niiiila>( iÜpd in §■ 1^- <'nd f. 31. nusffts[iroi:lienedt 
autstelleu. Ei soll «Iter jtizl nocli der allgemeinere Sali beniesen 
weriten, von wclubcm diit s« 'oelitco nur liesuudere Fälle sind; die- 
ser itllgeiiieine Satz ist fiifgcnder. ^ 

25. Wenn mim von einem «uf dem Cmfnniire irarend ' 
eines K ei^elacbnit tes beliebig gew HM ton Punkte Z ir- 
i;end wie viele Kebnen zielit, und von Z uns auf jeder. 
Nebue selbst. ud<-r nncli der en t ir cgengesct zien Seitt'^ 
tiin'nufilirerVerUn^-erung einen Abarijnitlaa bestimmt. 
dnsd .Ins \'er1ililtn;-is zwiscben diesem Abaclinilte uttd der 
ziigeltorigen Seline ülierHlJ dnaselbe ist, so liegen di#], 
Endpunkte aller Alisdmitie »uf einem zweiten Kegelf 
s>:l>nitie von derselben Art, als der gegebene. , 

Beweis. Ker ffegebene Keiirlscbniit Sfi nusgcdrünkt durah 
eine l<l'-icbiing iwi^.-ben reclilwioklirlien Coordioiiten u und t, dittl 
deu Punkt Z zUiii Anfung»ipunkte liuben; »n muss, weit dieser Punlqt.i 
auf dem Kegelscbnitle selbst liegt, diise t^lclcbung die Furm biibeo: ; 



Ju^ -^- Btu+ Ct'' -\- I}u-\- Et=:Ü ..,, 



(1) 



Jede von Z ausceber 
" icbuug: « = Pt, i 



■weiten Punkte ¥, dessen Cunrdinuten sind; 



orgPBtellt darcb dj# n 

1 Kegelscliniit uiicb in eioeaVp, 



AP^-^HP + C 



(np^t-E)p 



AI". 



■ BP-\ 



I 



Wird nnn nu 
Z bitiMUs der 
sicii verbiill, ^ 
tet, sn erken 
CiinrdinutcD d 



der Sehne Z.V, i 
ibscbnitt ZIf'so i 
i if irgpnd eine g> 

: man lei<-bt, dnss 
se Wertbc bnben : 



I Verlängerung über 
i ZF-. Zlf':= 1 :«: 

e oder gebriicbene Zabl bedeiH 
, l'iinkie H' zugebörigenl«! 



^Z"- 



./iP^t 



auf de 

I ■''unkl 
ti(DF-^E)P 



' AP- ■ 



(111) 



lliminirt 
moss das Kesul 
naelrisrbe Ort d' 




19 den beiden nipicliungen (III) die Grösse P, »v. 
> die Oleicbnng der Curve sein, welche der gvSf^e 
Kolpunkie aller vnn Z aus besiimnli-n AbBcbuitU' 
jener »H.neu ist (vergl. §. 5.). Die wirkli<-be Au-fiibrung- di«i' 
BliminiiliuD aber giebt~ (aul' dem in ^. 5. bcfulglen W«ge) «hIm 
fulgeode GIcicbung: 

Au^ -h Btit -\- Cf + nDu + nEt = (IV) 

Da nnii die drei erslpn Coeffinenlen dieser GIcicbung identisch al 
njt den enlspreebenden Cficfticientea der lileiclinng (I), so f« 
bieruus nacb §.3., dnas die der Cteicbung (IV) eutsprecbendB Can 



iCfST' 



tin Kefrelscboitt von gauz Ucrselben Arl ist, uls der <lurc)i die Glei- 
tltUOf^ (I) bpzeicbnete. 

26. Man uclimc nn, wns nfTmlmr crliiulit ist, ilass die Axeh' 
itr CuordinatCD *t uod f der Gleiclmni; (I), ii\an aueli die der GIstff 
drunfi: {l\), paratlEl seicii deo Axou dea e-ei^i-liPDen Kpp;chcbnilleii;) 
kr >Iil(eI[iuakt dicsei Kei^eUclir.illes <l<ei der Parabel der Kcbeitel 
kr Axe) werde wieder durcli A', iler Mittelpunki des nriieD durrh 
t bezeiclinet, und a und ß Eeien die C'iordinulen des Punktes Z 
ttivgea «uf den Aotiingspunkt AT und die Axen des ersten Kegel- 
KliDitles. D>e Gleiciiuug (I) iu $. 25. Lat duber bier folgende Form: 
Itir die Purabel: ,^ 



- p/ =; . 



{") 



\--ißtH=Q .... (II) 



IBr die Hyperbel: 



pnuki 
,4es a 



-sH'+2ar-'u — 2ß»'t=0.... (IN) ^' 

tuog mit der Gleicbung (iV) in §. 33. giebt FaU 
I der neue Kegelsctinilt gebt durcb den Anfanga- 



II. Die Ax( 



I des E 



I KexelsfliiÜllPS B 



rallel den Ax< 



araprünglicb eegelicneo (§. 4. vergl. $. 6, III.). 

III. Wenn tiir den niitielpunht £ des neuen Rcgelscbnitlei 
|kei der Punibel für dcD Sclicitel der Axe) die uuf die Axen der 
• nnd e aicb beziehenden diordinnlen wieder durrb 4' und A', 
Ja^egen die iiuf den Anfungspunkl fi und die Axen des ersteo 
K«gelscliDil(eB li«iogencn Courdinnieu durch 17 und & bezeichnet ' 
Verden, so ist, lon welcher Art uucb der Kegclschuitt sein mag, 



r Puakt n liegt also immer auf der dtiVe^h Z nnil K gelegten 
geraden Linie in dem Ab8lnDde=(l — a)a von der Haupiuxe des 
■nien Ke^eUcbnilles. 

Ist der erste KegeJschnill eine Puriibet, und deren Para- 
Beter ^p, so htit der twitc Kev'elsclinill, uuck eine Purabel, den 
PüMmeler ;/ = »;> (§. 4. MI,). Ist der erste Kegelschnitt eine Kl- 
inse nder Hyperbel, ueren Axen 2» uml U sind, si> liüt der zweite 
bgelsclmilt die Axen 2a=».2a, W=^n.%lu Bedeutet a^o p 
ilB Fumnieier des ersten, /(' den Parameter des zwetlon Kegeli 
■«boittea, so ist in nllen Fflilen p'^^ap. Diese VVertbe der Axen 
U und Vi findet miin nu'« $, 4. V. und VI.; VIII. und IX. vergl. 
i.25. IV. t $. 26. II. und III. mit Rücksicht darauf, dusa bier für 
t Ellipbe r»«= -f- *V' = *'«' = '■»i» , für die Hyperbel *'^' 
"■ " «'«' r=r»//» ist. 

.« gerade Linie, welche den ersten KcgeUcbnitt 
^D Punkte Z berübrt, berührt in demselben Punkte 
I zweiten Kegelschnitt, daher berültren Bich in 
^ide Kegelacbnitte selbst. 




ir» 



Beweis. Die gerade Linie, welche die erste Parabel 
Punkte Z lierülirt, hat zur GleicLung;: y — a ^ m^^ — 
Wenu man aber den Scheitel ft der zweiten Parabel ab 
faDEBponkt, die Axe desaelbeu als Abscisaenase oiinnit, uod i 
eatsiirectieDdea CoordinnleD durch '.x und V bezeichnet, so 
« = >-(»- l)(i, j =',-(»- Da, wodurct 
Gleichung- der gedachten Tangente diese Form erhält: y — 

= ^(> — «|S). Für y=0 wird •a: = — nß, woraus folgt, dä|| 
die gedachte Tanfceule nucb die zweite Parabel in Z herüli 
Ist der erste Kegelsclinitt eine Elli[ise, so lindet mau Tür dii 
Punkte Z zugehörige Tangente die Gleichung: V — ' 
— ^C-*' — "!*). wo die Coordinaten 'y und 'x auf den MittelpiiD^ 
und die Axen der zweiten Elli)ise sich beziehen. Für '^=0 i 
giebt sich 'x ^ " 



-'=^(Nn. IV.) 



erksiu 



wird, daas die belracbleie TangeDle auch die zweite Ellipse in Zi 
berührt. Ganz ähnlich ist der beweis Tür die Hyperbel. 



XXX. 

Gegen Herrn Doctor Barfnss. 

Von dem 
Herrn Doctor O. Schlömilch, 
Privitdocenten an dar Univcriitat lu Jena. 



I. 

In 3ten Hefie des 4ten Bande« dieser Zeitsclirift hat I 
Barfuss die ältere Euler- Friesjacbe Ansicht von den uaendlic 
Reiben, der neueren, liaH|itsKelilicb durch Ciiuchy'a gejatrsii^ 
Cours d'annlyae angeregten, gegenüber zu vertreten gesucht. 
Ansicbt unseres geehrten Gegners ist fii1p;ende: Bei der P 
mit unendliebcn Reihen ist die Suinmirung derselben ein guis i 
tergeorduetes Geschäft; die HiiU|)tsa<'lie ixt, durch gewisae analjJ 
sehe, oder wie Fries si»„'t, aynluktJacbe Ogicratinneu, die FuHCl^ 
Ben in Keihen lu entwickeln; d. h. mit andern Worten; es koi 
hauptsächlich auf die tJmwandelungeo der Form einer 
au, wobei sie clnmul als geschlossener, einmal ata ins UnbeatiH 



^9B* 

ftrlUiifetKler Auadruck eMcli«int, unil ojclit nuf ihre arithmetiKhln'* ' 
Wertbe in der letzteren eealalt. 

Betsr icii diese Ansiclit (lusfnltrticlier beleuchte, musi icli eini^ 
V«ft« über die Rrilik sagen, welcher Ilr. Dr. Barluas meine Recli- 
■iiDg-ea nnterworren liat; 

HeiD CMteB Beispiel lint derselbe gänzlich misBvcrstnntlen. Will 
HB Dämlich den Ausdrock Arcinn a: ■□ eine Reihe verwandeln, so 
kenuUt man hierzu die beiden iLigeuscbtiflen Arclun x — Arclan y 
= Arctan - ■ -undl-im-- '^ °" — = 1 für obnehmende d. Man findet 



Uftl Nimmt mal 



Jf(3f\ vor, welche die beiden Eigenaciiafte 
besilil, so findet man onch 



/(■^) = 



~\a:* -l-i^' — 



Nun sagt darauf Herr Dr. BnrfusB: ,,D!e Naclmelsnng, Aa.si f{x) 
^arcti;^ aei, hat mit der Methode 'der un bestimm ten C'iefGcieDteit 
gar nicIitB zu scliaffen (?). l'nd wo wollte tnnn aiicli den Beweis- 
grnnd liernehmen, dass zwei verschiedene Funcliunen deanorh einer- 
lei Reiheiientwickelung ((eben künnten?". Hier ist diis Missvcr- 
■tändniss klar; itli meine im Ge^enlhcil: wn will man den Bewen- 
griind hernehmen, ilaES derjenige Unreeht habe, welcher sn capri- 

nen, denen die f(enunnlen Kigenselioften zuhommen, Üiirnnf könnte- 
■ir Herr Dr. Biirl'uss erwidern, wna er am Kode der Seite 236. sagt, 
nämlich: ,.M findet sich fnr/(:r) eine Tnllkommen bestimmte Reihe, 
welche zeigt, da» jedem bestimmten Wrrthe von x ein- besliMimlar 
Wertb von f{x'\ angehört und dass fulglicb die FuBctiu« /(^) 
durch die ihr heigelrglbo Bigen schuften vullkommen bcstimmE ist". 
Hier wird Herr Dr. B^irFuas beiiiulic seiner Ani'ii'bt untreu; denn er 
«iiriclit von den bestiuimtcn, also numerischen Wertheo, welehtt di« 
Reihe 



- T.*'' -l- T 



nimmt, d. h 



er betrachtet 
Reihe, wäb- 



fir einen bestioimten Werth von x 
wf einmal f(a:) «Is die oriihm etische Summe 
read er sonst nur von sjutiiktiscbcn Kniwickelui^ 
Aber wir können ihm auch diena zugeben, weil sein Argument nur 
N weit reicht, als sich jena Reibe arilhoietiach summiren läsat, 
'^ i b. coovergirt. Aber wie wird denn die Sache, wenn die Reibe 
■t? Wenn ich cavallercment s^.gie: ja, Jene beiden oder meh- 
unclionen, welchen gemein sc bafil ich ilie Eigenschaften au- 
koBmen : 



• lirergirt? 

* »reu Fun« 





1-f.f +x 



= 1 — J 



= 1 Imlft: 
i = I-H-I-l + .... 
{=l-l-M-l + .... 

Dm fc«t ■•• j» ^Wrft cü Brupid, ia»t swri vencbiedese Fi 

»«■ 4m Bäalici« EeiW gehe*- 

I« B^XB^ aaf rfic Idücrca beidea Kcibe» kst La|cr»sgc di 
küraag TcnaeLt. Er tagt »äalicb: ■<■ <rwä^ di« ' " 
Glieder, •• i>t 



:•+*• 



--«^H-*'- 



NiMKt m»» für JT^I ein GtieJ 4cr Rfikc sn erliält bau 1, 
■•■ 2 CUc^ei- wieder 1, n4 niMMt aun 3 Glinier ^»r nictiUu 
Hami«. Au I, 1, nt »Itt J das ariiLBClisclip Jlinel. ^ 
fara daian, dasi dicce Eiklärang rein ans iler Luft gpgriffiri i 
uad ■■«■■ gar Blcbt nfiti, irub«r die Befagoiss zun .MiltelDcliM 
kootait, liilfl nna diese Erklärang gor pictilj. Sie Gckiebl die Säv'\ 
fighcit acif die tteile, alter bebt &ie niclit. Eine inlclie Erkläi« 
wcan e* »oder* eioe nt, nag wabl alleofalla daon geliea, m 
nan dadurch za der Reilie I — 1 + 1 — 1 etc. gekoauBCn iät, i 
wtB eine Reiie von der Eonn 



.a-" — *^ + a^r - 
fBr ^ = 1 si^cialiiirt liat. Aber i 



j-<^+ 

as fingt man denn an, w 
teibe eelaogi; Gea«txt, j 



2|cc 
nder auch dui 
Kotwiekctai 



'4^-(-c 



neben, 



e ist, so liätle i 
2cub' 2^ :^ 1 + cos j: 
2cos* 4ir = 1 + cos 2:f 
2cos' G.v ^ 1 + cos 3j: 



deren «yntaktlft 



*) Mit Hülfe der In te^a Ire ebnung lässt sieb zeigEn, dass diess im obig 
Falle uninÖalich sei; aber wir bt^flnden um hi«r im Gebiete der bI( 




•eili Dicht vergleichen ttUrfe, ' 
befindet. 

Hat moD pämlich für sUi 

chUBg 

a + bx + cx* + 

SD beweist maD, dosB a^ ä^«^(/ etc. ^0 sei, auf folgende 
liüclist ungenüjietidB Wet£e. Slao selit :r^0 und Lekummt a^O; 
und zwar ist jetzt dless Itesultat fiir jedes .r all^cemeia richtig;, ob- 
gleich es für einen Bijcciellen FuN von x lierausgebracht wurde, 
weil a VOR x uDubhäDgig- \i\.. Darsut' gebt mito weiter und lie- 
tveist, duss ^ = c = t/elr. :=:0 siocl. Daraus sohle man freilich 
flchliessen, dasa der Sali dünn oicbt richtig wäre, neaD fdr ;r::=0 
eine AuBDulime in der obigen Gleichung eiiilriit. Das ist über tu- 
tni falsch. Der 8alz lautet nämlicb eo; 
Wenn die Gleichung 

a -^ lix ~\- ex* + (te' -♦-.... =:0 

für alle a; gilt, welche innerhalb eines, wenn auch noch so kleinen 
Intervalles x^u bii x=.ß liegen, io ist 

a = i = e:=«/etc =0, 

was inuD weit genügender mittelst der DifForenlialrechDDDg ceigCD 
kann. 

Wenn nun auch zugegeben wird, dass die Gleichung (B) oderj 



■■)S 



für ^ = und .a?^2»ir nicht gilt, sn 
richtig und dag Inlervatl, für welcbcs si< 
beide Grämen ausgeschlussen. Es ist i 
Suite Ruch die CitelficientenvergleicbuDg 
doch wieder 



bleibt sie dadi ausserde 
: gilt, gebt von bis % 
lir also nacb dem warigi 
erlaubt und du findet iii 



1 + l + 1 -h . 



und mitbin (rifft mich gar 
Resultate vorbringt. 



r Gegner gegen di( 



leb will jetzt der Suche näber treten. Nach der Euler- 
sehen Ansicbt ist die Bedeutung einer Gleichung wie 



folgende: leb koDD durcli Anwenduop einer gewissen annljliecbeii'fl 
(sjnlaktischen) Operation, bier der Division, aus dem Ausd"— ''- ' 
links Bo viele Glieder der Reibe reclits lierausGalwickela. al 
nur nill, uad zwar für jeden belieliigeo Werlh von x. Gehe ich 
DUn mit dieser Oiieralioo ins UnendÜcbe fort, so ist wirklich 



1 



= H 



) inf. 



Daber beisst e> aucb in d 


n „Bemerkwniren" des Herrn Dr. Barfan 


S. 231. r „Ist denn nicbt 


x-^a: 


>-|-;r'+ die Entwicfcelung 


YOd jzr^ "'"' ""' von 


diesen 


, auch wenn Dicht hinzugefügt 


wird, a: mii^ae kleiner o 


Is 1 E 


io." in, aber welche Loj 


gik lehrt uns denn, 


für e 


ine solche analytische Be- 


ciehnng zweier Aus 


Irücke 


ein Gleichheitszeichen zu 


brauchen? Wenn man 


durch 


ein gewisses Verfahren ans deB 


Aosdrucke y^ so viel Glieder 


der ganz ausserhalb desselben ste- 


benden Reihe x -\- x' -^ 


x'-^ 


.... hervnriocken kann, als man 


will , wer berechiigt uns 


denn, 


diese beiden Dioge für gleich an- 


»■eben? Ein Gleichlieilsz 


eichen 


larf nur da stehen, wo zwei Dinge 


einander entweder ideniis 


h sind 


oder sich einer solchen Identität 


onbegränzt nähern, oder 


wenn d 


as eine bloss furuieil von dem an- 


deren verschieden ist, et 
Das Iel7lere will Fr 


Eva wie 


in der Gleichung {a — t)(a + b) 


es in 


seiner Nnlur|>hilosophie (S. 161.) 


fSr unseren Fall geltend 


machen 


Er meint, die Gleichung 



= n 



bedeute syntakliscb weiter nichts, als dass die Reihe rechts mit 
X — a: multiplicirt 1 gebe, und in so fern sei diess nichts als ein 
Pdl von der Uinkehruug der synlakliscbeD Operation des Multipli- 
dtcos. Er aa^ct ferner, man brauche nur mit \ — a: beiderseits lu 
nltipliciren, um sich davon zu überseugcn; es sei dann 

1 = 1 + .r + a:' -1- ar" + . . . . 



Bevor ich auf das Dnrichtige hierin aufmerksam mache, will 
ich ein Paar ganz triviale Beispiele ähnlicher Art hthanileln. 

Wenn ich sage, ich schicke jetit einen Boten aus, einiice Zeit 
DRchher demselben einen nach (ubgesehen davon, ob derselbe eben 
■0 geschwind, liingsamer oder rudcher (i;eht, als der erste) und dann 
ind denn die Wege beider Bolen gleich, sohiild sie unend- 
gegaogen sind, so wird jeder Vernünftige antworten. 
faa läsat lieh lu ins Cnbestimmte hinein gur nicht sagen, snhald 
nicbt das Verbältniss ihrer Geschwindigkeiten gegeben ist. Denn 




I 

I 



weDD beide Buten gleich sclinell geLeü. bi 
Wepe, aucli wenn diese au aicb unendlicli 
(rngeb, nis der erste dem zweiten voraua 
«chwindip^keiten verHcliieden, so Tvird sich 
ändern und kann sogor uoeDdlicIr grnas w 
Schreibe icb folgcDde Leiden ReiLen 



var, sind aber ihre ^_-^_ 
liese Differenz beständM 



Nein! Den 
tbie & plu! 



Ä + J + Ä-j-Ä + fi 

derung liin, beide ins [Inendlicbe zu verlängern u 
BB wenn ich nbeu cid i luselze, diess auch onten M 
, und friige dnun, «ind diese lieiJen Reiben ins Unentf 
ielit ideiiliscb? so ontwnrlet jeder, der zälilen kaon^ 
die obere Reilie entbält, wie weit sio uiicti gvbcn mii^ 
einer gewissen Piirlliic 6, die untere ilie Dämliche Pa» 
loch einem i; also ist jederzeit die OiRerenz =«■ — ^ 
1 äbnlicben, uber noch ireii scIilimmcreD Kalle belindtf 



mltiplicirc 



icli rfer 



zusetzen muss, w 
endliche forrgebe 

iib^eat-liea vip d 



e im zweiten Ueis|Mele, 
on icb es oben Ibiie. W< 
werden denn duuii diu < 
m Anfant^&glicde 1 ideo 

Ausdrücke' 

nd (I-^)(H-^ + ^' 



^o ich unten oio C 
nn ich nun ao im 
iiere und uulene Ri 



Allgei 



, Lim 0^ = 0, Ulm 



inf.)=:l 



•URserdem nber i 



ait iat «lao |;cDügeii(l geneigt, in welchem Falle man diM 



- und 1 



infi ■■ -tu '•^■At 



durch ein Clc!cl>beitsicicliei] verbinden dnrF. Wenn aber die Reibe 
reclils divergirt, eu linilet ullcrdiiigs imtner uocb eine gewisse 
aouly tisclic lleziebun.g zwiücbcD densellicn stiitl, über diese ist 
keine üleiclilieit, und duuo wäre es unricbt'^. mit CUclclibeitszei- 
chen Weiler recbnen zu nullen. Der Ltaterscbieil zwiscbeu der arith- 
meiiscben und Bynitihliscben llcileuliing der Beilien erstreckt sieb 
also au.b bis auf die Walil d<^r Zcicheu, wiibri das (lleicb- 
beitszeicben leJiglirli nur iui i<r»tei> Fülle p;ebriiucbt werdeu darf. 
Hi>ge dubcr Herr Dr. Borfuss in Goites Ni.men einen Cuicul von 
itr nllufmeinen Hnt Wickelung der FunciJünen , V"» den syntakti- 
selten Bezielmnpeo dGrselbeD, oder nie er dus Hing neuuen will, 
eliibliren, möi^e er giiIi aucL dmu ein beliebi{;es ZticbcD aussucben, 
dagegen wird kein Alenacli etwas bal>cn; nur wolle er uds nicht 
frlanlifD Duiclien, min kiinue (Ileichbeilizeicben Itroiichen, wo keiue 
Clciekheit stult (indct, und uäunjiirc er nicht tin Zeiclico, welches 
niir unserer Ansicht dient, und dem wir durrbiius oicbt gestiitlen 
liüuoen, ancli undercn HefrfD zugleich mit aufzuwnrten. 

Man würde es ktium für mn^Iicb hi>lt<-D, dnss eine so einfacbe 
Saclie so Innige in verkehrter Weise dargestellt worden sei, wenn 
■iMin sich nicht erinnene, dnss in der Aualysis die Miixime Tesfge- 
hulleti norden ist, es tnüssien die Ri'sultule immer vnllig ullgeuein 
sein, und da miin hiild einsnh, dnss Cus der Suche, d. b. den nurne- 
riscben U'erllien u:icb nicht möglich sei, so suchte miin wenigstens 
die Furui zu retlen, und rrt'iiud die geheime synlnklisrhe uedeu- 
Inng, scIiIoMifte wulil uurh hie nnd du diejenigen unjiblloso|ihische 
Ko|>re, weivhe d^.raul' niclit eingehen wolllen und sich alUin nn die 
nnricUiiiien Weribe der Rcilien biellen '). Von einem Beweise 
jener Muximc habe irli nirgends eine Suar gefunden, die ISiiche ist 
immer nur all .tleipung-nufgeslollt woruen. Uiiss aber dieselbe an 
ond für sich f;.lsrb «ei, k,.Titi m»u sebr oft n priori einseben. So 
s. B. enthält die Reibe für tun a; nur guuie positive Glieder; für 



■ giebt t 



ielbe 






r Ordnung ist. 



Setze ich iu derselben x'>--^ 
lind und Potenzen von x rnlhiiltci 
licli Grosses und zwar Positives her 
Tnngente im zweiten Quadranten, d 
mÜBste eine unendlich grosse positive 



muss, weil alle Gliedi 



is soll nicht etwa in Kezrebiing ai 
ein grossen .Manne jieraüidivb vei 
en [ihibutnpbist'hen. Ansichten hir 
kie nie iiilll Lieinem verflirunjiS' 
IIU1. Fries baue sirh hierin canz 

Rrih«n nur als plausiblen GrktäriingüTi 



stber Keckheil 



etwas uneud- 
n ist ober die 



Fries gtsn^l sein. Soviel ich 
inke und so überzeugl ich von 
|n habe icb dncfa in ilieseui 
ntipen Lehrer iiliü rein st Immen 
nf Euler verlassen und «teilte 
I Bedcumng'det 
- mit ringmati- 




'liMülicbe Wahrheit hin. Obige Itenierkn^ 
' ' ~, gerade am wenigsten vnn d«r Philoso- 
ten hinter dieselbe verstecken. 



tiven arteich leiD. Daraui sielit maD augenbticklicb , daii hr«r üt 
Gültigkeit der Reihe onfhört, d, h. daia dm Baad dea GleichbEiti' 
leicliena, welclies beide Ausdrücke bisher DDiBcblungren Liell. «d 
an dieser Üitelle iJist. Eine fcewisse «onlrlische Betiebntg 
Gndet deswegen iinineF noch stntt, und et inug wohl einesjnlik- 
tische üperntinn (r^ben, durch welclie man aus jener negiling 
Tan^pnte «oviel (ilieder jener DnendlicIieD poaiiiven Grüw hU 
wickeln knnn, als nnin will, nur soll diud niclit von GleicIibtU 
b6ider Autdrücke reden. 

Ul. 
leb komme jelxt an diejenige Partie des AufsatxM von Ben 
Dr. Bsrfusa, mtrin er ticb die Krpten Fehler bat xn Scbulta 
kommt^n lassen, nümlicb an den Absehnitt No. 5. Hier teasriii 
mein Herr Gegner, ich hatte m'rcb in dem Schlüsse, daas der Snt 
einer Reihe in einem meiner früliereu Anfsalie im Allf^emeiaea Te^ 
BChvSnde, geirrt. Die Sache war folgende: ich halte zd teigd. 
dass das Integral 



y i—x 






wo fi und m beliebige GritsseD sein möf^en, sich unbeg^2iitt 
Null nähere, wcuu man m ins Unendliche wachsen läast. Ich 
wcrkslelligle diese mittelst folifCDden Salzes: 

Wenn Jtf und A dos Maximum und Hinimuro einer Fund 
y(^) innerhalb des Inlervatles .r=xa hia x = ^ bedeuten und ff 
eine Function ist, welche wäbreud dea nämlicheD Inteiralleii 
farseicLen nicht ändert, so iit 

Dieser Satz wurde auf das obige Problem in so fern angvm 
det, als ich hier 

aelzte und nun zeigte, dass das Maximum und Minimum VOD WJ 
während des Intervatles ^^0 bis .37^1 endliche Grnsaea su 
Daher war Jetzt 

M f a^dx >■ / ~^' x-'rix >• Xf x^ilx 
Ja y J — .!■ y 






und da M und N endliche Griissen sind, sn nähern eicb für v..- 
sende m beide Ausdrücke, zwischen denen das Integral liegtj ■ 
bin dieses selbst, unbegränzt der Kuil. 

Hein Herr Geeoer bemerkt darauf, das fcelte nur, wenn^f« 
cbes dort = I — 2a war) poaUiv sei, denn auaierden nerd« winU 



9{^) = 



W&hrend des iDtervotlea bis 1 UDPndlicb, mitbin JV nnendtich, 
nad daraus scbeint er fulgern zu nullen, doss diiDii tler Rest Dicbt 

Zu diesem Irrtlium ist Berr Dr. Bnrfuss dtircb die Form meineH 
Beweises gekumiuen, weklirr dann eine kleine AendeTUng erleidet. 
lät Dämlicli fi DCffativ, so bat man otTeDlar 




ip(^), WOB von dem rrülieren gi{ar) |reaagt wnrde, 
oasB es namiicu wäbrcLd des lutcrvallcs bis 1 niclil nnendlicfa 
werden kann, oder duss sein Maximum uad Minimum JU und JV 
CRillicbe Grössen sind. Nach dem citirten uligemeinen Satze tob 
den bestimmten Integralen ist nun 






7-;r"(/jf > - 



siebt, dnss andi dieses Integral sich für unbegrSDzt 
der Null nälicrt. leb lintte der VolJsiüDiligkHt wegen 
cm Aufsutze bemerken sollen, koonlc aber eben so gut 
, duBs wer dpo Gang des Beweises einmal begriffen 
Lktte, diese Kleioigkeit wubl selbst seben würde. 

Ivi Folgenden sjjrirbt mein Herr (!egner von der bescbräoL- 
ten AuflasssuDg des bestimmten Integrales. 
,,D(iHselbe ist nicbt 



f^A^W 



te = 6\f[a) +/(« + d) +/(« + IS) 



ffir J= - ^ ■, das ist es nur, wenn das allgcmeiae \nXv^xtAJf(x')dx 
fät alle Wertbe von as^a bis :x^6 eine stetige 
jr ist. Das bestimmte Integral ist niebts anderes, als die 
DiffercDE zweier bcsoiidereo Wertbe eines allgemeinen, 
nod diesB ist seine synluktiscbe Bedeututig, der jene arilbmeliscbe 
untergeordnet ist." 

Was man da nicbt für Neuigkeiten erNbrt! Herr Hr. Barfusa 
scheint nicbt zu wissen, duss lieide Deliniliünen des bestimmten 
Integrnles ganz identiscli und binsicblticb ibrer Allgemeinbeit sich 
gaos gleich sind. Wie man aus der Definiliun: 







J'f(a:)dm = yH + Conat. 



f'Ax]da;=9[/,)-<p(a) (l) 



) jeiiem aaten Lelirbuclie lernen; dass at 
> leiclit ist, will icli bier zeiffi 



ableitet, laust sich 
auch (las Uni^ekehi 

Sei /(.t) die Glcirhung einpr heliehigcD Curve, miigcü fei 
A und i- (woLei rr <^ li seio soll) zwei bestimmle Wertlie der AJ 
■cisse X hedcuren, zu welclien elien so zwei lirüebig'e Werllie di 
Ordinate, Dämlich /[a) und fii) gebiiren. Tlicilt miiu doa Intervi 
^-^« in «^Iriclie Theile und zieht durcli jeden eine Ordinole. < 
winl der vnn i — a , /"(a) , fii) und dem CurvenstÜcke duzwisclii 
begränzle Fläche nitili alt durcli jene Ordinnlep in schtiinle SlreiTi 
zerlegt, welche wir nh Rechtecke betrachlea künnen und zwar u 
Bo genauer, je näher diese Ordinulen ud einander liegen, d. Ii. 
grösser ilie Zahl rt ist. Die !^umtrie :iller dieser PurnllelogrnmH 
ist daher desto genauer giejcb der von der Curve heschriebevt 

Flache, die wir mit ^(•x) bezeichnen -wollen, je grösser a ii 
Setiea wir ——:=3, also * — a^ai, so wird nun 

i/(;r) = Lim<I[/(fl)+/(Ä+dj+/(«+2J)+..../(«+(«-IJJi„.C 
Ans diesem Ausdrucke erhält mon leicbt auf rein analytischem Weg) 



d. h. geometrisch: die Fläche 
bis c ist gleich der FInche v<: 



a bis 



3 li plus der Flärbe Von 
lühinsn leicht ficdet bi 



: ^enmetrisclie Bedeutung ganz ähnlich ist. .Sind^^ u\ 
ximum und Minimum vuti /{^) waliruud des Inlervalk 
) hiit mau aus (3): 



9» 



< Lim J . »,/, 
ijer well itd^li — a ist : 

iDil ebcDsu leicht ÜDdet sieb 



f(*-«M>^/(:r)>{Ä-«)Ä....{5) 
der genannte FlÜcliPninlialt ist kleiner als Jas Rechleck Bns 
ilem Stücke b — a iler Absc^isaenocLse und der grössten zwischen 
a unil b vorkammrudeu Ordinale, und er ist grüsser uls das Kecht- 
«ck aus b — a und der kleinsten der zwischen a uud b liegenden 

Selten wir jetit die Summe ~f{a:'\ als eine Function von b an 
lod setzen wir 



JA*) = ♦(«).. .(6) ^ , ^^^^ 

imeo wir f/ = a, so ist offenbar 

i/(») = »(o) = 0....(7) 

il dann gar keine Fläclie beschriebeD worden ist. 
Ana der Gleichung (6) haben wir nun 

W) 

;/(a7) nach Gleichung (4) 

Md nach Formel (5), nenn wir /,-^S und li für £ und a gesellt 
lltkep : 







woroua folgt: 



und xnffleich rucken A und B immer näher an einaitder und MI 
mit /(*) zuBommen. Deo« /(l/) ist mlbat dos Moximuni nad B " 
mum \oa f{x) während des lnterv»lles ;7 = i^ bi8^ = Ä + 0, ■ 
man dann niclit von der Stelle gekomBieD iat. Die beiden Gräm 
füllen nlso dann zusammen und die Gleichung (8) geht in die I 
i Über: 



dm 



«4er was das Nämliche iat: 

^*) =ijf{a!)dx -+- Const., für ^ = * (9) 

Die Constantc iitt lelcbt zu hestimmen; denn nach Gleichung 
IM lf(0)=:O, d. b. 

O^y/C^jrf^-t- Const., für ^ = «....(10) 

Durch SubtrtiktioD der vorstehenden Gleichnng von (9) erhält ■■ 

^{l,)=yfix)i/a:, von .^ = « bis x = l>, 

d. b. nach Gleichung (6) und (H): 

. i/{^) =: Lim dI/(«) -^/{a + J) + . . . . +/(« _|- ^ZTl J,] 

woraus man als» sieht, dass beide DeGnitionen des bestimmten I 
tcgrales identisch sind. Bezeichnen wir nämlich ff(x)dse 
y(^). 80 ist 

i/(:r) = Limd|/{«)-t-/(a-Hd) + ....+/(«H-,rri<r)]' 

Daran kniififen sich mancherlei Bctmchtun^cn, 

Ist nämlich /(.J-) reell voo .ar = « his ^ = /,, so muss ai 
«las Integral^ /t^-Jite, d. h. die Ton der «eelIeD Ordinate üb 



387 

itricbene Fläche, reell bcid, weil alle die einzelnen Glieder fta), 
fla-^S) u. B. w. rvell sind. Es fol^t darnus die Reellität derDif- 
fereu« g>{d] — vC«). Diese kann aut zweierlei Weise hervortreten; 
eotweder siid nkmlicU ?'(^) uod ^(t) beide reell oder lieide imagi- 
" , da die Differenz zweier iomgiiiüren Grössen reell ttein konii, 
wie z. B. a-4-yV^^ — (|3 + j-l/^). Keinenfalls iilier darf es 
rorkommen, dasa cioe der FuncIioDeD ^{i) und g>ia) reell und die 
andere imaginär sei; denn die DiH'ereoz einer reellen und iiaagioä- 
ren (irüsse ist immer irnnffinär und kann demnach niclit einer reel> - 
len Grösse gleich sein, wie es nach dem Obigen nöMiig ist. 

Gleicliwobl bringt mein Herr Gegner imaginüre Werthe solcher 
Integmle heraus, deren Dill'ereDzinlfnrurln unter dem lutegralzei- 
clien reell sind, z. B. das Hesultat: 

J tt \~x* "V ...liiir.»«! ^.«. 

rtn diesen Widerspruch aufzuklären, will ich der Sactia nnf dcD 



Gr 



'. DiB'erenzialrechnuDg lehrt uns das Resultat 

, Süll hier die rechte Seite reell sein, so ist dieas au 
ken nöthig; denn wenn ich x\/' — 1 für x setze, n 

^) = 4cOBa;+l''''^^ sin ^) 
= (— Bin^r+W'^ cos a:)da!, 



ird 



aie^ 



nithii 
luill. mus 



ich die 



I ubigrr Gleichung 



"'y=y''(i»g nnt y) 



^== 



|:ilt wieder dus NJHliche; aoll -^ reell sein, so muss auch /y 
sein, was schon Jlarous folgt, duss e^ reell angennrnnicn wer- 
muBste. Man s-ieht es auch ans der geometrischen Bedeutung 
Im Differeozials. Differenziircn heissC zur Gräoze übergehen^ der 
DiffFrenzinlfjuotienl einer Linie ist ihr End|iunkl, der Difi'ercnzial- 
notient einer Fläche die sie hegrünzende Linie u. s. w. Anf diese 
niiae kann dibd jeder DilFerenziution einer auch nuch so wun- 
farlichen Function eine genmetrisclie Bedeutung ab{tewiunen. 
Vflilte man nun behaupten, dass das üifferenzial einer imaginäreü 
fciVBSe eine reelle Grösse sei, so hiease diess; eine unuiöglicbe g'eo- 
Klriichc Figur hat eine mögliche Granzc (Anfang oder Ende), 
tu reiner Cnsion ist. 80 hat auch di 
nclle y Itcdentung. Nehme ich jetzt y 






1 



lUB, dssB X nicht '^a 
ei.i. Eomöglidler " 
fia gilt die Forinel 



zum Intc^riren vor, so muss iuh erst wissea, ob ^ oder -^ 
ist, G<iust kiiDu icli Bclilecbtliin das lotegral gar nicht itngeben, 
n'^x, Bo ist einzig and uliein 

J-^Z^^^i" — ^)! aber nicht etivn =l(x — a); 

ist aber dagegen a<^a:, so ist allein: 

rep, wenn man, nie der Herr Her 



Beides läast sich abei 
geber acbreibt: 



f^.= 



-il.{a 



f^-. = + ^'- 



a^r 



«)', 



wo es nuD reclita ganz gleichgültig ist, ob man a — a: ade 
Bcbreiht, da das (tuailrut ilavin immer (»isiliv, also der balbe Log 
rilbmuB davon immiT reell lar. Der Herr Herausgeber bot in sei- 
nem l.ehrbuche di'r Uilleretiziiilrecbiiung rirbiig beiaerkt, ditsa diese 
BezeicbaungswPise gnr nlrbt uherfliissg nder unbedeulead ist, deOB 
wir üeben an den RcsulraKu des Herin Dr. Barfuss, in welcbc '»^ 
(lilimer man bei der Nicbibcucblung dieser Regel verfallen h 
i. B. den Werth des Integrales 



Hat u 



1 beBtimmen, st» ist für x>l: 
Jind für jr<l: 



f^ 



i'{i- 



knircbt man die 
wir<l 


"■" 


Form 


Tür x = 


=.. die «weite für ^ = 


= 




/.' 


Jx 


= /(!)- 


/(1) = 0; 




der nacli iler b 


ürzer 


u Wei 


e des He 


rrD Hernuggeberti: 




y-Ä 


=v 


(l-H^ 


)'-i/.(l 


-.,.=v.(i±|)-, 





woraus wieder für x=. 



</ I — jr' 



folgt, wie ei sein muss. 

Mein Herr Geg;ner lint sicli bier, u-o er U{— 1) herausbringt, 
wieder einmal von der unf^lücklirben Idee der Einheit der Form 
leiten Inssen und überseben, dass sie' ihn bier geradezu ins Ge- 
biet des Unsinns geführt hui, weil er mir nach dem Obigen nim 
sugeben müsate, dass die Gränze eines unmogliclieu Dinges ein 
"ifllicIieH sein könne. Wenn übertill Einheit der Form herrschen 
erinngt er denn nicht aiicli, dasa dus Integral 



L-is. , 



Jb 



dx 



■er durch die näoiliehe Formel trei^chcn werden «olle, während 
tr doch acUiHt hei positiven c imnicr die lognrithmiBche, bei negn- 
tiveu die KreiBfunctionenrurmcl gehraucbt haben wird, um imagi- 
eidenf 
ch eine Fraee des Herrn Doctors Barfuss be- 



2x+I 
""VT"' 



/Ä = i/'Ä-fW. + .H-«-,-H^,/ 



Für jjr=oe, .2; ^ erhält er aus Jem Arcustangeiis den Wei 
j— I und fragt nun verwundert: „aber was wird denn n 
/ -r-^^ -\- %l{^ •^- X -\- a:^)V' d. b. richtiger, wa^ wird aus 



i/^ 



lud beide Werthe sublrabireD? 



/^=-4^C-- 



füigiicii 









=*'t- 



Daraus folgt fQr ^ = oe, tvo wir uns der zweitcu, DDd für i 
wo wir UDS der ersten Form Itcilieuen: 

^yi^ + ^^(H_a, + ^») = 0, ij?=;0 bis a? — a>t, J 

mithin bleibt 

B 1 — «' 3\/3' 

wie es die atlgemeine Formel 



ebenfalls giebt. Letztere ist daher kein ,, imaginärer Augdint 
nud kein „arithmetischer Unsinn". 

Hiermit ist Alles, was mein Herr Gegner wider meine loteg 
tioaen sagt, gebührend gewürdigt. Wenn derselbe uns glau 
nachen will, reelle Diflereniialformelu köuuten imaginäre Integi 
bähen, so muss er selbst das (Jmgekebrle zugeben, dasa aäm, 
iaaginäre Puoctionen reelle DifTerenziatquotieDteD erzeugen kS 
ten, was deswegen Ünsioa ist, weil sich ohne Ausnahm 
DifierenzintiuD die genmetriBcbe Itedeutuag des üebergangsj 
Anfangs- oder Endgränze unterlegen lässt. (M. s. Fischer J 
den Sinn der höheren Aaalysis. ) Aber was bat denn Herr^ 
fiarfasa uns für Anrklärung verschafft, wenn er sagt, sein Inte 



y;r 






M-i) 



bulle keine BTithmetiscbe , sondern nnr eine syntaktische Be^ 
tuDg.? An die Stelle eines [!□ begreiflichen schiebt ei 
deres tinhegrcifliches; welche ist d^nn die syntaktische Bed 
tnng von 4'( — 1)? Hier heisst es wahrscheinlich wieder: ,,l 
wo nna die Begrifie fehlen, <ln stellt ein Wort zu rechter i 
Bich ein." ') .■ 
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Was H»r Doctor Barfusa f«rD«r nber <lie CoDTer^eDz der Rei- 
hen D. s. w. sagt, siod willkiilirlicbe BeeriOsbeBtimmuti^eii. Will 
er tiacL seiner Ansicbt die oder jene Kelle couvergent neDDeo, die 
wir divergent ucnueii, so möge er dua ILbd, auf dea Namen kanimt 
nichts an. 



IV. 

Mao wird aber vielleicbt fragea, wober kommt es dcoo, daaa 
gerade iliejeniKeD, welche sich ganz fiorglos dem Gebrauche der 
Reiben, ohne Kritik ihrer Cauvereenz oder Divergenz ilbcrliesscn, 
ducb HO wenig falsche Resultate nernusbrachten ? Sollte demoach 
sulcher (lebraucb nietit au rechtfertiKen seiu^ 
Hieruuf ist die Anlwori folgeode. Mod benutzt iu der Aniity- 
di« Reihen lu zwei vcrscbiedcucD Zwecken. Entweder will man 
: uubekannle Groase nähcrungsweise daratelleQ, oder man sucht 
und den oämlicbeD Auedruck auf verschiedeae Weise iu zwei 
aath Poleozen einer HauptgrÖsse forlschreitrade Reihen zu ver- 
wandeln und durch Vergleichung der UuefTiciecten gleicbuBmiger 
Polenseu jener HauptgrÖsse zu neuen Kesulluten zu gelangen, Daas 
I für den erslen Zweck nur convcrgirendc Reiben brauchen 
könne, versteht sich von selbst; für die zweite Anweudung liefert 
eio früher erwähnter -Satz die gewünschte Aufklärung. Wenn 
nänlich die Reihe 

a-t-ba:-t- ex'* ■+■ t£r' -H . , . . 



rar alle Werihe von ^, w< 

="rfu. 8. w. =0. Darai 
Wenn die Uleicbiugei 



folgt » 



/{x) = o -+- Äa? + c^» + rfa;' H- 

a gewissen Inlervalles :r:^u bis x^^^v 
i/ = ß, c-^Y, u. B. w. 



' ./o 1- 



' ./ 1 -j- a; 



t/ I- 



alsD nach Herrn Dr. Barfuss die Differenz zweier reellen Grössen gleich 
der imaginären i(— 1)?! Herr Dr. Barfuss scheint hiernach uns« 
Uhrers matfaematiscbe Naturphilosophie besser stuilirt zu haben, 



I 



Hierin steckt das gan^e GeheimnisB. Z. B. Man findet uuf ' 
Bcliiedeaen Wegea die beiden Gleicbongen 



-J) 



2 "i-'T- 1.2.3.4 
. gewisse positive Zaijli 



"(f)'- 



(f)"- 



sind, und 
..... (2) 



Die GleicIiuDg (1) gilt nicht allgemein; denn taa ic ist eine unste- 
tige Functiun von .ar; an der Stelle ^^— epnnf^t sie aus +oo 
.iü — 00 über [tan (-|- — ilj = H- ao, tan(~H- J)=: — oe für unend- 
lich kleine S]\ jede nach Poieniei 



iciit 



r fortschreitende Reihe 
Functiun von ^; a\m kann iwiecben 
lle Werihe von ar Identität statt fin- 



den, und in der Tbnt verscliwindet 



macbi 


t daun einer biossei 
liung (2) Tässt sith 


) sjDtaktiscben 
SU schreiben: 


Verw 


andacbe 


,tt Pi.i«. 


Di,, 


Gleic 




1 




tan X = 


="^[- 


iW^"' 


^^ 1 


....] 




wöbe 
bald 


i man die 


einzeln et 


1 GlUdir in BeiLeu 


verwandeln kanu. 


i 






2Ä-<3r, 2.a?<3jr 


u. s. 


f. 




' 


ist. 


Diese Kedi 


ugungen 


redriclren all 


:b auf 


die erste, d. b. 




^< 


~, und ma 


n erhält 




, ... 


— li.)\ 








tun x: 


= S' 


h^h*h 


;+'■• 




wi :^ Ml 










^4-i+i 


:-*- ■ 


,J 


m 





Beide Gleichungen (I) und (3) sind nun zwar nicht für alle i 
lieben Werthe voii a: , aber doch fiir gewisse x (von .r=:0 ij 
ic^-^) richtig, uni^dahet'' ist die Vergleichung der Coe/ßci 
gleichnamiger Potenzen von a: erlaubt. Wir bekommen daher 



" 2 ' 1.2.3*4 



uit>l zwar vollkamuiea riclilig, obtichaii die GleicbungeD (1) uotl (3) 
Dickt allgemGin gelteo. , 

Aelinltclier Art fiind »lle ReilienbeoutxuDgen io der AnaljsU, bei ' 
deoen etwas Ricbiiges lierikUätijim; «lie augewendeleo Rcilieu waren! 
deo gesell loBsenea AuB'Irückcn, für wclcLe sie ligurirleQ, wenig') . 
gtens innerliiill) eines gewissen lD(er?allea gleich nod luitlia lieferta' 
die CuelQoienlenvergleicliuDg richtige ReeultMe. Mnu kaao daher 
die Regel aufeielien: 

Vcrwuodelt man IJeliurs der CoefGcienteDverglciclmnf; eioea Aus* 
druck in zwei verächiedene, nach Putenzea der DümlicbeD Haupt, 
gröaac forlscLreilende Reibeo , so bat mau uicbt DÖthig, eine 
äDgsilicIje OntersucbuDg anxustellcD, wie weit wohl die Coover* 
genz derselbeu reiclien möge. IDs genügt zu wisseo, dasi we- 
DigBleDs für nite inDerbslb eines kleinen Interrallea (etwa von 
bia 1) liegende Werlhe der Veründerlicben uritbmelisclie Gleich- . 
lifllt Torhunden sei, d. h. die Reihen conrergiren (dean wenn 8n| 
divergiren, nähern sie sich ihrem angehlichen Werihe nicht); mari I 
»t duDD lur \ erglcicliuüg der Caet'licieiilen gleichoamiger Po-« 
lenzen herecbligl. 

Gonz anders^ sieht die Sache ana, wenn man solche Reihen 
TCrgleichf, hei denen für keinen Wcflh der Veränderlichen Iden-i 
tilat vurbanden ist. Hier koinoit lunu jederzeit »uf Unsinu. So ist 
■ £uler gegangen, wenn er 



COB :r — cos ix + c 

setzt Diese (>ietchung ist als 
x^ einem aliquoten TlieÜe vc 
Keihe von der Vorm «±a-{- 
'^ ■=- erbtklt man: 






I inf. : 



i richtig; 1 



). w. zu kommen; z. B. für 



- i rtt- lnn ■■^«öil 'i 



vnil das soll doch nicht ^ \ sein? wiewohl es zu^ in e 
likiischen Ueziehung iteben mag. Daher sind auch die y 
jefuudenen Folgerungen 




:.t.. 



"fr 



ntlicfa falsch; bÖehstens künnte muD sie dadurch interpreliren, 

las Gleichlieilsseichen steht hier nicht in arithne* 

in syntaktischer Bedeutung, d. Ii. durch eine ge- 

■yntaktiscbe Operation kann icb aus der Null so viel Glieder 

ir Reihen entwickeln, als ich will. Das ist wohl möglich, aber 

V Bezeichnung derartiger Beziehungen darf kein Gleichheitszei- 

IB gebraucht werden. 

Glückiicherwcisc sind solche Reiben, welche für jeden Werth 



sst 

4er darin TorkoDmeDden Veränderlichen dlvei^iren, sehr Belte^ 
und darin liegt der Grund, warum idbd seilen «uf falsche Result 
gekummeo ist. iDdessen habe ich einige aufgelriebeu , welcbe i 
gleich zeigen, dass man nicht nur zu arithmetisch, Bondern i 
gar zu syntaktisch Tahclien Keaultateu gelungen kann, vrei^ 
man sich dem Cakul ohne Kritik überlsBst. " 

' 1. fis ist bekasnllich 



' sin 2:1: + r 



I 



■ l-3reoi.iF+»- "' 

Für r = I erhält man, wofern nicbl a;^0 ist: 



n Za:-i 



nl^^H 



a3*H 



Dassclhe findet mau auch durch Zerlegung der einielnen Smna in 
ihre iHiagioären Theilo und Addition nach der allgemein Kein sol- 
lenden Formel «-)- a* + «*■ + ,., ,^-j . Ohiges Resnitat ist^ 

ober, abgesehen von n unterischeo Werlhen, schon synti 
tiacli tiiLich ; dcun nenn mua beide Thcile der tileichung Dl 
Pgteuzen vou x entwickelt, so Gndet sich: 



= [1 + 2+3 + .. ..J^ 

-[l. + 2- + 3' + ....lp-|^ 



lad hier kommt auf der linki 
;s aof der rechten fehlt, gan; 



L Seke das Glied — vor, währm 
z ^egen alle.Syntaktik! Der FehtJ 
einen Formel r ^ 1 genommen wurdl 
iclitig bleibt. Ist r:=l, so hat mä 



^ Bin ä: + Bin 2ct + .... + sin «.r = ^cot {x 

Der Rest ouf der rechten Seite verschwindet fiir wachsende « nich 
darf also nicht wegbleiben. Verwandelt utan beide Theile in Re 

hen, so fangt die Kntwicketuog des Restes mit an, welchi 

sich gegen das in jcot {-x Torkonimcnde — hebt, und man h 
kamiBt die bekannten Summenfurmela für 

l +2 +3 +.... + „, 
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Man siebt ferner lileraua, Aass das von Herrn Dactor Barfuss auf 
H. 229. über Beste GeBagie fiiUcL Ut. Nach seiner Aosicüt wäre 
hier der Rest 

Jt = sin M:v-f- S)D(n + l)^ + . ... in inf. ; 

wolier käme denn nun in diesen Rest dsa Glied ■— -, womit der 
, unarjge anfängt? 

2. Bio Dicht weniger frappantes Beispiel ist folgendes. 
, Wir haben 



pich durch Subtraction 



I gteht es für jede« bcliebif^e a: und ganee positive, aber Uüge- 
i m foli^eDdeii Salz (Cuucby cours d'aualj'se page £^l.>: 






=■(—4) + 



2.4.6 



£.4.6. ».10 



et man dicseu Salz auf die Gleichung {€) für t 
'. an, sa wird 



= «''-t) 




+ ä(«-ir) + i(. 


-i) 


+ S(^-7) + i(- 


"-tI 



iimmt mao diese Reihes in rerlicaler ftichtnag' zuramnen und be- 
merkt zugleich, duss die linke Seile = —r- ist, so erhält 





!'- — -h-= (iH-i+n---)(^— j> '! 




. ' +(4+1 + )(^-4*' 




■> t»k ii-j.v, +U-+ )(^-T>' 










NuD ist aber o- eine Ix-liebige Grosse, folglicli Ist » aal 




*'^— , welches wir =:» sctzeu wollen. Deno um irgend ein hi 




liebiges s berauEzubriug«D , bat luaa die quadratiscbe Gleichnn 




.a^ — — = s nticb a^ aufzulösen, nodurcli ninn jederzeit reelle , 




erliätr. Bezeicbnen wir die in obigvr Gleichung vorbommeDdi 




Coefficienten von (^ — ~), (^— -j)' u. s. w. mit «,,«, u. s. 1 
so GnJen wir 




— ^ = or,s-t-a,s- -i-fl^*' +...., 




wuB schon Bvntuklisch falsch ist. 

3. Addirt man die Gleichungen (^) ddü (£) im vorigen Bl 
spiel, SD kommt .i 




= ^-t-^ + f.*-+j5) + (^'+Jr) + .... (/J) 


1 


Nun gieht es für ungerade m und beliebige a- t'olgeutleu Satxx. . 


B» 


-+i ""* 




-(:r+i)ii+<»+,;>','"-v :)■• 1 


i 


(», + s)(»-i.r)(.,-i)(,«_3), 1 


^^ 2.1.«.l '"" l' ^■■■ 


■ 


(Caucliy a. a. 0. pn|;c 551.], unter dessen Anwenilun^ für a^i, 
u. E. w. die GleicLuag (O) sich so gestaltet: 




»= (^H-^) 


k 


+ (* + i)[H- (-»--i)'! 


1 


^— - •*-(*-*-i-)U-*-3(^-i)'+ (^-j)'l 1 


■ 


^■"+tf + i)Il + 6(^-i)' + 5(^-ir + (^-i)-l 




^^^^ +..... < 4« 


1 





' venu mnii beiJeraeiti mit x 
Nlie Reiliea vertical euniiairt: 



vidirt, ar— — = if setit 



-....>' 
-....)«' 



ich dem Principe der Cuefficientenverfjleichuog si 
l + I + H-H-.... 1 



= \ 



+ 5 + 15 -f- 35 + . 



mfff<+l}(m + 2) 



e divergente Reibe zwei \ 



er ein Fall, in wclcbci 
Suminen liat. 
llebersielit mun die beiden letzten ßeiapiele gennuer, 



-Vi 



I leii'btr dass dai 
I Ue. 



el de 



I welter niclil! 



nie 



ebbe 






r-den ist. Denn von den Gleiclningcn (^) und \B) ist als solche 
eine jndeemHl falscli, wenn die Hadere richtig ist, oder mit an 
eo Worten, wenn die einn Reihe converftirt, divergirt die an- 
e, iit also der nnderen Seite de« Gleicblieitazeichens nicht gleich, 
dern nur synlaktiticb mit derselben verwnndt. Brauchen wir das 
chen ^ fiir eine solche sy Dlahtiselie Gleichheit der Form (d. b. 
fljtiaclic Ueiiel.ang, iu so lern man durch ein gewisses Verfah- 
aus der g-'sclilossenen Form so viele Glieder ans der unbestimmt 
:kufendeu Reibe entwickeln kann, als mau will), so stehen jene 
icbnngeu fiir x-<,\- 



i '^ iC»— 1 







ui-.. ,' = Jr -t- ^' -4- *•-+--..- Ü i-rj» tJ - jrrri 



Aus diesen GleicbuDgeo folgt oler: — gar Nichts, weil nan 
mit dem Zeichen }J sieht weiter rechneo haan. Also war ud allen 
den fehlerhnfleo Recultuteo nur die verkehrte Auireudung dei 
ßleichheitszeicheos bei divergirenden Reihen schuld. Dies istmelDB 
Erklärung, die wuM auf den Numeit einer geuügeuden uad eiafa- 
■ 1 darf. Ich fordere diigeeen Berrn Dr. 



uf, die 3 letzte 



irado 



ele 



, wena ilioi diesa Siierti;iU|it voglick 
ist. Einem eiweigen Kinivande desselben will ich gleich im Voraus 
begegnen. Er könnte sog'en: ,,Sie habeo in der Gleichung 

(-i) .,_ für T-^ — - gesetzt und so das Gesetz (0 der Bii 

beit der Form verletzt; wenn auch die Reihe links die Bjolakti- 
sehe Eutwickehing von Y^ä^ bildet, bo Ut sie doch aldit die Eut- i 
Wickelung »on — „_ j . Dann würde aber mein Herr Gegner di 
ersten Grundsatz der Slotbematik: für y/ = Ä und B = Ci 
^= C, leugnen. Da ist denn kein anderes UerBuskoma 
lieh, als dass er sagte: ja di« erste Gleichung -4=^B ist siel 
als solche, soadern ids syataktische Beiiebung zn betrachten, 
lerding's, wena ein Mreieck einem sweitea abnltcb, dies 
dritten an FInche ^le4eh ist, au folgt weder daraus, dass das era 
dem dritten ähnlich, aoeh dass es ihm gleich sei. Hiermit wänj 
mir Berr Dr. Barfuss zuffeben, was ich eben behaupte. 
Dämlich nicht eher bei Reihen Gleickbeitszeicben braucJien düi 
als bis nmn von ihrer Gnnvergena überzeugt ist, und dass für 
vergente Reiheu ein anderes Zeichen, etwa mein obiges 0> aati 
sei, und das* mau duiier mit divergenten Reihen nicht schleclitj 
rechnen dürfe. 

Ich gloube durch das bisher Gesagte jede der beiden eiaanteJM 
gegenüber sleheDdcn Ansicbleo in ihre rechte Stelle gerückt tiP 
bähen. Es wäre gewiss interessant, die Theorie der Reihen cosd 
seijueut nach der Ansicht meines Herrn Gegners bearbeitet zu ■6>$1 
hcn, wie dicss auf unserer Seite durch Cuuchy geschehen 
miisste bei einer solchen Dorstellung streng beobachtet werdeulfe 
was ich über den Gebrauch voa Zeichen g«sa;gt hube, damit nichtfll 
etwa eine BOlche für die Wissenschaft höchst gefährliche PascherttM 
colstäude, wie ich sie im zweiten und dritteu Beispiele zur War** 
Duug durchgeführt habe. 



V. 
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leb will endlich noch einem Vorwurfe begegntiB, ien ich über 
unsere Partei gebärt kahe, näalicb dem: „die ueuere äcbule ent- 
tialte zwar gescbicbte Anulytiker (wir ditukeD recht u:bua),'aber 
eine pbiiosopliiscbe Aosiclit über die Matliematik , eine ßletupbysik 
des Calcula gebe ibr gäoxlicb ab." DicM UemerkuBK, die übrigens 
gar nicbt die Sacbe, sonderD Iiäcbstens einige ihrer Verfecbter 
treßeu kann, ist zum Miodesten sehr voreilig. Die ältere Schule . 
bestaod sehr lange, ehe sie Jemaad, naiueatlicE erst Fries, von ihrer 
pbiloiO(ihiscbeD ^eite betruchteie; wie kano maa Dun Fon einer 
Schule, die nocli i« Kntstehea begrifTFo ist uud dem alten Ücbieii- 
drian aühaam geaug das Terrain abstreiten nuss, gleich eine phi- 
losopfiiKche Betrachtung verlangen? Aber onc4i diess wird geieiitel: 
wetzen und zwar hoffe ich selbst ia einiger Keit das Meinige hieran 
beitotragen. Ich will diesen ohaehin etwas lang gewordenen Anf- 
mti Dicht durch eine sulck'e Kotwickeinag noch mehr verlängern, 
Jnnti es mir aber nicht versagen, wenigstens auf eine interessante 
Analogie hinzuweiseD, welche cwischen der l'hilosuphie and Ma- 
thematik in ihrer gegenwürtigen VerfHBsung statt tindet. Die j etaige 
Zeit der Malhem.aik, in welcher die nenere Mchnle die ältere mit 
Becht zu verdrängen sucht, hat die grüsste Aehnlichkeit mit jener, 
in welcher Kant mit seiner Kritik der reinen Vernunft auftrat. Die 
Pliil<>8U|iben hotteu sich bis duhin ohne Kritik der S|iekulatian 
öherlasaen und glaubten an die AI tgemeingül tigkeit der Denk- 
feeetze, mit dmen sie Alles, auch selbst dasCebiet dea Debefsioa- 
Üchen bcherriicbca wullteti. So die Hutljematiker, nenn &ie in ih/er 
wg«nanDten aligeaieinen Ariliimelik die nubegräuile Allgemein- 



tiNt der anaivtischen OjieTali 
Jenem liBweseii stelite 
und wies in folgendi 
tiet e 



pteten. 
die Kantiscke Kriiik gegeoübar 
RcBultateu der SpckuUtion ihr wahrea G«^ , 

für M«tbnpli;sik lehrt uns den GelH-auch von vier Gruuodbegrifr ^ 
fe» des deakeuden Verfitxndes, nämlich der vier Categerteen Quav i 
tität, <luolilät, Relation und Modulilät. Der Gebrauch derselbqp 
erstreckt sich aber nur saf sulche Begrilfe, für welche in der ICi^ I 
fahrung ein enngruirender Gegeastaiid aufgezeigt werden kanPi <■ | 
d. b. ein solcher, der einer reinen Anschauung in den Formell 
des Raumes und der Zeit fähig ist. Versucht es dagegen der 
Verstand, jene vier Denkg^^etze auf solche Begriffe anzuwenden, 
welche diese Bedingung nicht erfiillen, alsu übersinnliche sind 

i Ideen), su slösst derselbe auf die grübsleo Widersprüche, die 
ntinomieen, woraus weiter fuigt, dass eine solche Anwendung 
eiae durchaus nnrecblmässige ist, und dusa man von jenen Ideen 
keinen Gebrauch zur Erweiterung des philosophischen 
maclien könne. 

Mathematik. 

1 Gebrauch von vier Grundoperationen 
nämlich den vier Species; si ' ' 
uns aber üeoselLen nur an solchen Grössen, die entweder enuii- 
ctie sind, oder sich einer endlichen bestimmten Grösse als Gränze 
nähern (z. B. Reihen, die unter heannderen Fällen coovergiren). 
Versucht es dagegen der Vursland, jene Operationen auf salche 
Crnssen onzuwendea, welche diese Bedingungen nicbt erfüllen 



Ganz ähnlich steht < 
Die Arithmetik Ich 
des rechnenden \ 




(divergirende Reiheti), so s(ö 
woraus weiter t'ulgt, dasg ei 
' unrecL (massige ist udiI dnss 
'diver^ireo, keioen nebrauch 
Wiaseua machen könne. 
' Es ^ebt UD9 mit deo div« 
Aasdrücken in de 



st er auf <Jie i^robsleD Widcrspriic) 
le solclie Aijncndnn|t^ eine durcLa 
nnn von jeuen ReihcD. ho lange i 
lur Erweiterung des mathe malisch ei 

-genlen Reihen in der Anatysia wie 
' 'lisctieu Geometrie. Fragt r~^ 



I 



mir manrnpD AusuntcKen in aer anaiviisciieu ueomeine. rrg 
t. B., welche ist die genmetriscbe Bedeutung der Gleichnng 

(y-|-2ar)' + (y+ 3.37)" -l- I =0, 

wenn a: die AbacisseD, y die Ordinaten beieicbnen, so ist die 
wnrt: gur keiue; denn für jedes reelle a^ erbült mau ein in 
näreti y, die GleJcliuni; stellt daher weder einen Punkt, noch 
Linie; noch eonst etwas dor. Sie ist ein Gebilde der combinire 
Algebra, welches vuo einer gewissen, nämlich der geometrischeo 
Seite betrachtet, gar keine Itedeulung bat, wenn es auch von einer 
anderen Keite anecsehen nicht eben ohne Gellung ist. Ganz ähn- 
lich verhält es sich mit den divergenteu Reihen. Für einen C«l- 
cul, der es mit Gleichheitszeichen zu thun hat, und das ist fast 
die ganze Analysis, haben B 



1—2 + 4 — 8 + 16 — 32-1-.... 
<;■■ 1 — 1,2 + 1.2.3 — 1.2.3.4 + . 

Mt keine Bedeutung, weil kein Ausdru 



■.^ 



ick gegeben werden ki 
uem sie witkiicu gieicii waren. Ciine Betrachtung, die ' ' 
Faden der Identitäten fortspinnt, erreicht hier ihr Ende. Divergeuta 
Reihen sind Gebilde, oder um einen hübschen Ausdruck von Fries*) 
so braueben, Figuren der combinatorischeu Analysis. Hier 
hat Fries ganz Recht; er hätte bloss nuch einen Schritt Ibun nnl 
unterscheiden sollen, oh der Cnlcul, in welcheu man eine divergeut« 
Reibe einführt, sich mit Gleichheiten oder anderweitigen Beziehun- 
gen beschäfirgt; er würde dann bemerkt babco, dass für eine Be- 
traebtun^Bweise der ersten Art, und diess ist hauptsächlich die Ana- 
lysis, bloss die numerische Bedeutung' der Reiben zulässig ist, unil 
damit hätte er das Richtige getroffen. 



.'■j'Hitbematiscbe NaCiirphiloBopbie. S. 102. 



XXXI. 

n* Aristarcbs Metliode, die Entfernung der 
' Sonne von der Erde zu bestimmen. 



dein Herausgeber. 



jbttsrchs Metbode, die Katfernung der Sonne von der Erde 
n, ist in ilirem Priocip so eiotach, uod zug;leicli, inso- 
e Batfernung des Hlonds von der Erde, die sich be- 
Mich niillt^lst einer völlig directen Metliode mit hinreieliender 
utgkeit iieslimmen iäast, als bekanoC vorauszuaelzen berech- 
iat, so direct, doss dieselbe, wenn sie nuch Tür die Wissen- 
't selbst von keiner Bedeulun;; mebr ist, doch beim Ualcrricbte 
;r Astronomie sorgfältiger berücksichtigt zu tverdeo verdient, als 
wie es wenif;sleüs acLeint, meibtens zd gescbeben [jltegt. Wenn 
laber diese Äletbade, die Kepler für eu acböu bielt, dnss er 
n Beioen EpbemerideD für das Jabr 1619 dem Galilei ond 
ius, die sclion mit Fernröbren beobacblcten, zur AnwenduDg 
st empfnbl, zum GegeDariinde des vorlicgendeD Aufsatzes ma- 
aad dieselbe aus eioem allgemeinereD GesichtsjiUDkte, als dies 
lirem ersten Ertioder gescbah, zu betrucbteo und darzustellen 
eben werde, so babe ich dabei duroliaus nur ihre Bedeutung 
eo Vnteriicbt in melbodiacber Beziebung im Auge, indem ich 
ich der Meinung bin, dass dieselbe Uberbaupt als eine zweck- 
ge geometriscbe und trigonometriscbe üebung für Schüler 
D kann, und wUnscbe, dass dieser Aufsatz zuDäcbst auch nur 
liesem GcalcbtapuDkle beurtbeilt werden möge. 

k 

■4taan wnfal als binreicbend bekaooi 
iMfltarcha Methode, die Entfernung di 
sBtimmea, in ihrer ursprünglichen und i 
bt, dcD Mond zur Zeit seiner Viertel, 
die Lichtgränze auf dem M< 




t voransgeselAt werden, 
i^r Sonne von der Erde 
eiofacbsteu Gestalt darin 
die man dariiD erkennt, 
gerade Linie 



beobachten, und in diesem Moment °} die scheinbare 



Schwierigkeil. dip>ien Moment genau zu treffen, liegt vorzügliob 
'oherheit der Methode und dia geringe Genauigkeit der durch 
«rbalienen Kesuliace. ,-, . .;■ ,;,!.:, ...ji : _j ■ ijjiijij! 




mi 



Eutfemniig der Lichtfi^Btize von dem Mittplj)uokt der Sanae zu 
sen. Ist daoD E der BeutiBclituunsort, M der Miltelpnßkt 
Monds, S der Mitlelpuukt der Sonne, eo ist IlfES die gemeaaene 
scheinbare EotferoUDg der Licbtgränie von dem Milteljiunkte der 
Sunne, und da nuu wenigstens mit rrusser AnDälierung £A/S -'— 
reciiter Winkel ist, so bot man die Glei< ' 



J 



t man die Gleichung 
E Jff= ES. coa MUS, 



ES= 



= E/U.aecJUES 



ergiebt. Ist man also die Eutferontig EM des Monds vom Beob- 
iicbtungBOrte aus ouderweitigen Alessungen ols bekannt vorauezu- ' 
seilen berechtigt, so lasst sicli roitlelst der vorbergebenden Formel 
die Kntfernung ES der Sonne vom tteobuclilulfgsurte berecbnen. 
rderliaupt liegt, nie man sogleicb übersehen wirJ, dieser Methode, 
die Knlfernung der Sunne von der trde zu beeiinioiea, vorzüglich , 
die Idee zum Grunde, die anderweitig bekannte Enifernuog des ' 
Monds von der Erde zur Basis oder Standlioie zu macben, aufwei- 
che die Messung gegründet wird, weil wegeo der grossen Entfer- ' 
nung der Sonne \oa der Erde der Durcbmesser der letzteren eine - 
nicht hinreichend grosse Stiindlinie darbietet, wenn man eine nor " 
einigermaassen genügende Genauigkeit zu erreichen beabsichtigt. - 

*■ '■ 

Indem wir nach diesen vorliujigea allgemeinen AndeutnDg|i 
äie in Rede stehende Methode jetzt zu grösserer Allgemeinheit j 
erheben versnchen werden, wollen wir annehmen, dass mm 
geud einer passenden Zeit mit geeigneten Instiumenten, e 
einem Spiegelsexiantea, die folgenden Grössen gemessen habe: 

den Bcheinburen Halbmesser des Monds 

den scheinbaren Halfimesser der Sonne ; ' 

die scheinbare Entfernung der inneren Ränder der SAQWe mÄ 

des Monds von einnoder . . . , , 

die scheinbare EDlfemung der Licbtgrnnze auf dem Monde vtt* 
dem erleuchteten Mondrunde, da wo diese EDt^r' 
nung am grösstea ist 

die Höben der obern oder uotern Ränder der Sonne und des MondtJ 
woraus man mittelst der bekannten scheinbaren Durchmesser leicht 
die Höben der Mitlelpunkte der Sonne und des Monds findet. 

Da man diese Grössen, wenn nicht mehrere mit gleich gutef 
InBlrumeoten versehene Beobucbter sich mit einander vereinigt Itlj 
ben, nicht alle in einem und demselben Zeitmomenle, wie es eig 
lifh erfiirderlich ist, mi^ssen kann, so tnuas man in kurzen mit e 
Uhr zn bestimmenden Zeilinlervallen mehrere Messungen derselb^ 
anstellen, und diese Messungen dann auf bekannte Weise ' 
JnlerpolutJon sümmtlich auf ein gewisses mittleres Zeitmomei 
duciren. 

Dies vorausgesetzt, ist nun a-i-{d~t-6,) die schdnbare En^ 
fernung der Mittelpunkte der Sonne und dea Monds von einande^ 
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welcli« msD mit Hülfe der Hölieo der Mittelpunkte wegen der Re- 
fractioo corrieiren muss, wobei man sich gunz auf dieselbe Weise 
tvie bei der BeetimmDiiK der Längen durch lUanddistanzOD zu ver- 
balten liat, was, als Eicu in jedem guten aslrnnomiBclien Lclirbuche 
fiodead, liier wolil als bekaDDt voraosgesetct werden kann. Be- 
seicbnen wir die auf diese Weise wegen der Refrnctinn curn'i^irEe 
Kcbeiobare EntferuuDg der Miitelfiunkle der Sunne und des Monds 
von einander durch ß, die scheinbare Entfernung der Lichtgranzc 
■■f tten Monde von dem Mitreipunkle der Sonne aber durch v, so 
ist offenbar f = /* + ^ — 6, und düher auch )' eine bekuniite Grösse. 
Pen wahren Halbmesser des Alouds und die Bnlfcrnun^ seines 
Miltel|iuukls vom Beobaclitungsorte wollen wir im Folgenden durch 
r und ^, den wabren Halbmesser der Soune und die Entfernung 
ilirea Mitteljiunkts vom Beobachtungsorte dagegen durcb r, und ß, 
bcieichnen. 



4.-». 

Durch den Beobacbiungsnrt und die Miltel[iDnkle der Soune 
und des .Monds denken uir uns jetzt eine Kbene gelegt, welche 
wir nls die Ebene der .xjf annehmen. Der Beabacblungsort sei der 
Anfang der jcy, die von dem Beobachtungsarte nach dem Mittel- 
«Dukte der Sonne gezogene gerade Linie sei der pusitive Tbeü 
der Axe der x, und der positife Tbeil der Ase der ^ werde auf 
I Jer Seite der Axe der a: angenommen, auf welcher sich zur Zeit 
der Beobachtung der Mond befindet; so sind ufTeubar 

e cos p. und e sin n 

tieCoordinaten des Mittelpunkts des Monds, und die Gleichung des 
Durchschnitts der Ebene der :ry mit der Oberfläche des Monds Ist 

I) (.ar — ^ cos ji*)'-|-{y — 9 sin /«)'=»■=. 

Ferner iit offsnbar -'^ , 

2) y = ^ taog ► 

I die Gleichung der von dem Beobachtungsorte nach der Lieh tgränze 
[gezogenen geraden Linie. Sind nun |, i? die Coordiniitcn des Durch- 
leb Dilt8|)nnkts dieser geraden Linie und des durch die Gleichung I) 
I ebsrakterisirlen Kreises, so hat man nach dem Vorhergehenden 
lar Bestimmung dieser Coordiaaten die beiden Gleichungen 

ij^? tang V, 
(I — e cuH /*)»-»-('! — ? sin /*)'=r'; 



•A^asMia 9\i «■(/*— v)±l/r» — ß» Bin{^ — »i)*j; 



r 

I 



uder, weil r^Q sin d ist, 



j) = p sin vi cos {(* — v) ± K Bi 



5) 



\t = Q< 



|cofl(|U. — r) =t KBiB(dH- ,« — >') siD(d — /*+i 



ergiebt. Berechnel; man aber den HüUBwi 



-|U — »-) sin{(J — ^-t- 
>keI0 mittelst der Fomtl 



il 



6) lang &=- 



naa jederzeit leicht geseheben kann, so werden die vorhergekeB^N 
GleichuDgen: 

( . _ e cos K tn!i(/t — v=F e> 



nacL dem Puakte (Si) geiogeaen Moodhalbs» 



8) y- 



9) y—Q sin A* = 



man die aus 7) belcBDaten Wertlie von f Bi 



i.s(^- 



'=Fe)- 



) sia(<f- 



wo sich nUD frKgt, wie innn die Zeichen ia dieser Gleichniig nll^ 
. Ubprliatjpt io deo oliigen Cikicliiuifien zu nehmeo hnt, nurüber Mt |( 
^m auf Mfteniie Art pIdc beatiinnite KnlEcheiilung leicht geben läa 

^m Bi'zcichuen wir die hiniremuDg; der Liclitgräoze vom Beobii 

:^H tungsorte durch E, t 

I - 

■ Well 

■ 

^^1 WI33 

^B Stets 



ind folglich na«b 3) 

ß' = e»icos(/*-i')dhl/sin(d + ^- 
Weil nun v^/t-i-X — Ü, uUa 

im vürlje^renden Falle dpr absolute Wertli i 

wias niemals 90" übersteigt, cns{ö~X), folglich auch easlfi- 

stets positiv ist, so liefert das obere Zeichen iu vorstehender 614 
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nng fiir £ jederzeit eineo grosseren Werlb als dns untere, wes- 
Ib Rinn, da die Licblgräoze ontürlirli immer dem Bcobacliler zu- 
kehrt ist, in der vorsleljenden Gleiclinng:, und fulKlich ddcIi über- 
apt \o alleu ubigen Gleictiuogen die uQ^ercD ZeicbeQ Debioen 
ISS. Daber muaa rotiD 

1e = 5- 



? ' 


s y c 


.,.(,.-» + 8) 


?• 




"'"-•■+« 



I naeh dem Punkte ($)]) gezogeut 



— e 8'" 


l^ — m. 


...((.- 


+ 8)- 


-cos/* cos 


ei^ 




•t .ber 
DdluDge 


nie man 
n Iciclit Hl 


mittelst 
det: 


eieiget 


eiefacLeD 


goniom 


etriacben 




» + ©)- 


sin fi ce 
coa li cu 


. S = 


■iD(v- 
-siefv- 


-fl) COE 

-^) Bin 


(K-S), 

('-e)i 



l«l folglich 

12) y — ß BiD ^ = — (^ — 5 coa ;*) cot{»' — 0) 

B Gleicbung des nach dem Punkte (^i?) gezogenea Moudhalb- 

Die Gleichung der durch den Punkt (^tj) gezogenen Berübreo- 
D des durch die Gleictiuog 1) cbonikterisirten Kreises sei 



. ist wegen der GleicbuDg 13) mich d< 
ben Geometrie 



0) = O, ^=tung{>' — 0); 



inlyti- 



13) y-.,=:(^-5) Ung(v-0) 

le Gleicbung der durch den Punkt (Si) gezogenen Berühfenden 
B« durch die Gleichung I) cbarokterisirleQ KreispH. 

' Do diese Beriibrende uH'enbar auch eiue llerübrende des Krei- 
m sein muss, in welchem die Oberfläcbe der Sunue vun der Ebene 
er arv gcschnitlea wird, so ist r, die Entfernung des niillelftunkts 
M- Suone von der in Rede Gteheodcn Ucrührenden, und folglich, 
I (,,0 die Coorilinnten des Mitlelpuukts der Sonne sind, nach den 
rincipieD der anslytischeu Geometrie 



_ l(p.-atanB(v-e) + .)j- 



r 



b 
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r,' = ((p, -S)aiii(v-©) + i,coe(y-©)l«; 

jjlfo, weil r, ^(», ntn S, ist: 

j," stn J, ' = t (e. — S) sin (►-©) + .) cos(v — 0)}', 

und folglicb 

±p. ■iiU(r,=(c.-5) BiD(^-©) + ^ cob(v-0>, 

woraui licL leicht 

e,lain(v — 0):5:Hin d,\=i sm(v — 0) — .j ooh()' — ©), 

also, weno in.ia für % und >; ilire aus dem Obi|i;en faekaDDlen Wi 
the ciiifülirt: 

woraus Bicli 

m £i cos(|U — .^4-9) tfl»g e 

oder uach 6) 

"•' e — a,in(^-..) sin llv-eTtf,) cos J(^ — ©±<r,) 
erftioliti mittelst welcher Formeln q , leicbt aus p berechoet M 

k&DD. 

Bexeichoca nir die Abscisse des DurcbachnittapiiDkls der A 
die Gleichung 13) charakteriBirleo Berühreaden mit der Ase iM 
durch Xi, so ist nach 13) 

— 7J = (^, — D taDg(^ — 0), 



_ | iinfy — B)— ^ wg(v— ») 
^•~ «..{.-») ■ 

Weil nun nach dem Ohigsn 

£ sin (!• — 0) — >j cos(i' — 0) = e,tsin(» — 0)^811 
ist, so ist 

X, _ «n(v-e)=F^m J, 
e, ~ sin(v-e) 
oder 

^_ _s™_rf5_ 

^-l-t-sink- 6)- 

OfTenbar ist aber stets — ^^ 1 und sio 3, positiv. Also i»»ii 
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cknni^ für E jederzeit eineo grösseren Werlh als itas untere, nei- 
faalb msD, da die l.icht^irräDze natürlicb immer dem Beobacliler zu- 
gekehrt ist, in der rorstehendeii Gleichung, nad ful^licli auch über- 
haupt in alleu uhlgen GleichuD^eu die uutcrcD Zeicheo Dehmeu 
OtUH. Daher muas lunn 



> 



hS) 



10) 



nittelst ( 



-e)_cus^cos e'^ -' s? *="" 1*1- 
aiger einfacbea goDiomefriBcheD 



VerwandluogGD Iciclit Hndet: 

lin V coB(/t — » + ©) — ein li cos 0= a)n(v — ft.) iio%{v — 0), 

CO»» COB(,i-V + 0)- CÜS,a CUS 0=-BiD(»-|«) BiD(>.-0}; 

und folglich 

12) y-e aiü /*=:-(:r-e cosA*) cot{v-0) 

die Gleichung des nach dem Punkte (§17) gezogenen Mondhalfa- 

r durch den Punkt (^i;) gezog-enen Beriihren- 
B GleicliuDg 1) chanikteriGirten Kieiaes sei 



,=j(« 



-5), 



cu Principieu der uDnlyti- 
1 — ^■COt(v— 0} = O, ^ = tang(v — 0); 



y— ij = (a7 — D lang(»' — 0) 

Mit GleicbuDg der durch den Punkt (^17) gezogenen Berührenden 
|)u durch die Gleichung 1) churoklerisirtcn Kreiaca. 

Du diese Beriibreude olfenbar nucb eine Uerübrcnde des Krei- 

« i«in muss, in welchem die übcrfläclie der (junne von der Ebene 
llera?^ gcschnitlco icird, so ist r, die Enlfernung des Mirtelpunkta 

Itr Sonne von der in Rede stehenden IterührenJen, und folglich, 

^<l\fi die Coorilinnten des Mittc1|iuukts der Sunoe sind, DBcb den 

nitipieD der analytischen Geometrie 



n- = -!Öi- 



- a f i^üfr 



-8) + ;!' 



^^pp 


^■IHW^^I 


^ 


40« ^^^^ 


^^^^^1 - 


= i(j,-s).i«(»-e)+i,c™i.-e)i>; J 


^^H iäao, 


= (, liii i, M: 1 


^^^ " p.» aii,*.» = tfp. -5)tiD(.-0) + ., c<.B(.-0)|', ] 


UDlI folglicfa 




±e. 


•i« ■'.=(6.-5) .in(»-S) + 1»i(.-e), 


woraus licli 


oicijl 


e.|iiD(. 


-a)=piin J,|=l .in(»-©)-, «o.(.-e|, 


oisu, weuD miin für | uod 17 ibre aus dem Obigen beknnnteii ff« 
llie eiiitulirt: 


2p,siüi(v- 


9 =F '',) «»•!(»- ©±J,) = - , «..(/.-.H-S)!..!!« 


Worims sicli 


. 


14) 
oder nach 6 

15) £i = 


C. co«(*.-..^-e) »nit © 


f 2.m J(,-9!fJ.) CO. lfr-S±W 


_ co8(^-.'^-e)^'Em((f+^-K) sm(J-/.-(-rt 


2.in(^-,) .in i(,.-S=F*.| «» )(.-»**,) 


erftiebt, mittelst welcber FormelD ^, leicht aus p berechoet vtM 


itcxeich 
die Gleichun 
durch X,, s 


cn wir die Abiclsse des Durciied.nittspiiiilds der ^ 
r 13) charoltterisirleu UerüLreDÜeu mit der Axs t 
i.t nach U) 




-5 = (^,-S >.Bg(»-S), 


und folglich 


.. 




. f .l.(y-»l-, .o.(v_0) 


.in(»-e) 


Weil DUO noch dem Obigeo | 


? sin{. 


-©)-., co,(.— ©)=f,|.in(.-e)=p.i„ J,| 


ist, so ist 




H^^^L 


X, . .inCv-SlTnn *. 


^^v-. 


e, sin(K-e) 


^V-^' 




P 


X, .ie J. 


C. '=F.in(,-8)- 


^^^^ Offenbar ist 


ober stets — «^ 1 und sio (f, )i»iitiv. Also dium ■* 



IVilsbcndBD (ilflichUDg;, uud «Inhsr aucli iu allea obiffen 

~iti dio obern oder tintrru Zwehoa Dchmen, jenaclidera 

') eine puaitive uticr «riu« nei^nlive Rrüise Ut. mittelst 



Kril«riumg licb nli» iiiiut«r iiclier eatscliriden lüsst, wie 
Ick iD den Fofmelu M) und l^) die Zeichen lu neliisen 

♦•'■ 

tckelt SMO die ))srtiellea DifTerentiale von 

irliBlt man Dncb 



r 

te «uf ^, |u. >' nU verniiderliche Grüiten; 
k »icbieu ReductioDvu: 



Ui„i,e= SttJ^""'- 



Ifi) liift tnng ( 



l^ieli, weil nncli den bukauoten Re|i;eln der DiffereDlialrecE 

dje — va» 0Vj taug 0, 
i/^@=:cos ©'f/^ tuag 0, 

>/v0=CUS 0'(/,. tBDg ( 



dy@ = cot(/* — v) cut 0<A. 



J0 = t/j0 -f. hfu& + <^0 



— cot (ju — v) eut 0*4* 
[l -4- cot (/* — »') cot ©A. 

ättU mu feraer auch die poitielien Di&areutialu vod 



£l=- 



2iini(^-eTtf,)« 



h e) img B 



in Bezug auf ft, y, d,, # als veräoilerliclie Uro 
nach «inigcp leichten RRdortionen: 

sinf/j — y+») tang * 



i erhält' 






S^if,) cos 4 






f lanjf ti 









woraus sich leiclit 



■»I "C^) = ■'/.(^) + *(^) + "-.(D + <f) 



1 



r DDD der Kürie wegen: 



21) .» = 



cot (ft — f) cot 0, 

'iiiQj — v + e) uns ' 



i('- 



F^.lt 



i(' 



e±<t,)' 






K». 



^ 



in K" — e^rf.) cos 4(*— e±d,)' 

cos (f, eos(^ — y+e) tang O 
■{,,_e=Frf,)" cos i(v — e±(f,)»' 
COS i4 Agil J, t\n(/x — y-i.ff) _ 

iu j(,_e;^<f,). CO» i(y-e±<f,)» ""S **» 



rf0 = v^rf3 — Äü^ 
id 



Nnn kann m 
Aonäherung 



aber uach $. 3. nfTcnbar wenigsteDB mit grtfJ 
dii:=da.-\-dS-\-äS„ liv = dfi -t- ilK — dd ; 



[■HAiaUii I <«ill 



Sf'=<Ä.'4^"<^4^'S3':; Wi=; da -p-ä^r-^'di- 



setscn. Folglich ist 



nach dem VorbergeLendeo 
■ \F— BiD + F)\ [dai-i-d 






a., <£.) = 



i 

B In allcD vorhergehen dl 

■utern Zeichen zu Deljmen, 
■ine negative Grusse ist. 



+ |C-(^-Ä)(flM-/')jdtf 



erhält man 



+ \c-{jt-B)(D + F)tai ■■'■' 

+ (C+F=pE)^3,. 



Glei 



icbdei 



.|iuni;en hat man 

■ (v-e)c 



e ubem oder 
liositive oder 



§.6. 



Wir wollen nun noch in der Kürze leigeD, wte aus der EnU 
Btnuog eines Welikorpers IC vom Mittel)iuDkte C der Erde seine 
Kilftmune: von einem beliebigen Orte O auf der Oberfläche der 
W, und ungckebrt nie iius der £u tfcrnuug eines WeltkÜrpers 
f loa einem lielicbigcu Oric iiuf der Oberfläche der Brde seine 
uitcrbUDg von dem Mittelpunkte C der Krde gefunilen werden 
•Un, iToiiei wir grösserer Besiiiiimtheit wegen im Foli^enden an- 

eneD werden. «Jans der Tunkt O in der nördlichen 'lläirte der 
okrÜAclie liege. 

Zu dem Bnde sei ^ die Polbühe, 9), die sogenannte geocentri- 
■äe Breite des Orls O, und /t sei der euch demselben gezogene 
(■^klbnieBser °). Ferner seien 10, li das sogenannte seheinbare 
^iauih Dod die sogenannte scheinbare Höhe, dagegen tu,.h, das 
QMiiDte wahre Azimuih und die sogenannte wahre Höhe des 
i$rpcrs W, wobei die Azimuthe von Süden nsch Westen von 



der Polhöhe die geocentriscbe Breite und der Erdhalbmesser 
inden werden können, ist Archiv. Thl. I. S. 177. gezeigt wurden. 
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1 



bis 360" gezählt werden sollen. Die EntferDung^eo des WeM 
perB W von dem Orte O und dem Mi tlel punkte C der Erde if 
reHpective ^ und ^,. i 

Durch den Ort a\» Anfanff legen wir ein rechtwinidt 
Co ordinaten System der ^r^. Die Ebene der xx sei die EhenB 
Meridians. Der positive Theil der Axe der ^ sei nach SiideB,1 
positive Theil der Axe der ff sei nach Westen, und der poM 
Theil der Axe der x set nach dem Zenitb gerichtet. Durch 
Mittelpunkt C der Grile als Anfang legen wir ein zweites, i 
Systeme der aipx paralleles Co ordi nuten Erstem der .z*,;/,»,. 

Die Coordiiraten des Weltkörpers H' im Systeme der a:ff* m 









A et» 


w 


cos A, 














A"n 


ü> 


cos A 














Ab'o 


/'; 










und 


seic 


e CogrdiuBten 


im Systeme 


der X 


Vi» 


siod: 










A. cos 


(D, 


cos Ä 














A. ai? 
A. «in 


A,. 


cos A, 
















Die 

sogi 


Co 

'S, 

ich 


rdinateu des 
sind aber, wie 
erhelleo wird 


Punktes 
durch e 





in Be 
leichte 


ug- auf das Sysfe 
geometrische Betrac 



nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinoten 1 
also die drei folgenden Gteicbungeu: 



I dl, coa ^, =ß s 
I«, CO. /,,=A. 
A, ■in i,=Jt . 



!>,) + A ' 
' '', 



i{y> — yJ-t-A ■'"> ^■ 
Qnadrirt man auf beiden Seiten dieser Gleichungen, und aÄ 

dieselben dann zu einander, so erhält mnn dip filitirhiTno- '' 



dieselben dann zu einander, so erhält man 
A,' = Ä' + A'H-2ÄA|8inAcos(j.-9.,) 




24) eoafl = 8in // 
gesetzt wird, die Gleichung 

25) A.'=Ä'+A''-I-2ÄA cos fl. 
lo aucb Si gegeben, so erhält 



-t-2AA cos Si, 



cos/' a'iB^fp—^ 
h fliD(9 — )i,] 



II 



411 

die RtcL bekuDDtlich anf verscbiedeae Arteo lur togarithmiscfaeD 
Rechnung: beijuom einrichten lasst. 

Sind dagegen Ai< ^t ^ S^R^I>^" > bo erhält man ^ durch Auf. 
lösung der quadratiacLen Gleichung 

A*+2ÄA cos ß = A,' 

wodurch aich 

27) A = — Ä coB Ädrl^ÄT 



-Ä' 



1 ß' 



erifiebt. 

Da» Product dieser beiden Werth« von A '** ■"' — j^'*' "'"' 
folglich, da im vorliegenJen Falle offenbar immer Ai i^^'st, stell 
negativ. Dober hüben die beiden Wertbe von A jederzeit entgs- 
geogesetzte Vorieicben. Ist nuo cos ii [»oaitiv, so ist 



— Jt cos fl— 1/A.'— 't' 
oSrabar negativ, also 

— Ä cos Ä-f-l/Ai" — Ä' 
positiv. Ist dagegen cos Ü negativ, so ist 



n ß' 



offenbar positiv, als« 




s J2+l/X^ 



s fl— WA.' — ■«' sin Ä' 

nan, weil A seiner Natur nncb nur positiv 
luug 37) immer das obere Zeichen nehmen. 



s J3+l/A.'--fl* 



M) A = — « cos fi+V/(A, -Hi* siu £)(A.— Ä sin -Q) 

Nimmt man, was in Folß:e der Gleichung 24) offenbar verstnt- 
iil, den Hülfsninkel Si stets positiv und nicht grösser als 180% 
~* "'' ü immer positiv, und man kann also 



A = "Ä cos a + Jt sin i^l/^ 



Mien. Berechnet mau nun den Hülfaivinkel <Z> mittelst der Formel 



«J« mittelst der Formel 






I>4lls>iliu<ll< ' 



30) 



id nimmt O positiv itnil niclit grösRer hib 
,.:.: — V v „:^ jj verstattet ist 



una nimmc w poaiin 
lioaitivea Vorzeicbeo: 

A = — « cos J3 
also 

31) ^ = ~ 



90», w 

t, aa ist 

Ji BiD Si toDg d>, 



9 wegen den 



uitLelat welcber Formelo A ^^1"' leiclit lereclinet werden kann. 

iVeoD die Sternzeit dt^r Beobscljtaiiß bekannt ist, und auch die 
RectBBcension Jps Wellkürpers IV »Is bekannt »Dgenummen wird« J 
BO kann muti ininer das Azinutli aus der Höbe A und der PolhÖbf I 
tp leicht bcrecbnen , wus bier niebt weiter erläutert zu werdeia 
hrnucht. 1 



XXXII. 

Einige Bemerkungen über die Reduction def 
Monddistanzen. 



'dem Heraus geber. 






ire und scbeiobare Böbe des einen Gestin 
i und scbeinbare Höhe des andi reo Gestin 
und Ecbeiuliare Distauz durch At A' '* 
zeiclinen. »Verüen dann ferner die grössten Kreisbogen, weld 
die Endpunkte der Höben Mi, h' und die Endpunkte der Höh« 
//', h mit einander verbinden, durcli D und £> bezeichnet, so hl 
ben wir offenbar die fulgenden Gleichungen: 



1) 



sa-sin H s 



s A'- 



ü H' . 



1 Gleichungen ergiebt sich sehr leicht: 



^^^^H^B ' CO>/)=OOl(//-ff')cO>l-t->lD(«-«')^^'^ 


^^^H ^^,^ = cmii-l/)c«. D+.ia{A-l/p£- 


^^^^^H oder 


^^^^H cm B = m{H— H'\ coa A' - iln(^- . 


^^^^^^^^^^^^^1 If'^ / ' a &m n Uli 


^^^^^^^H +>1D(// /')t"ID^+ ^g 


^^^H c..(//-//) CA' + .!.(//- 




^^^^^H COR A= COS(/l — //) COR /> — Bin(A — A' 






^^^^^1 C08(^ — /'} COS A + Bill(/ — «B^ 




^^^^H =c<tt{H—H'-t^) + ,a{H-H')—- 


^^^^H tut ti^a,»{ll-f-\-l>) + Aa{A — A-)i^Sz 


HHH =co.(i-//-/)) + .i.(A-*)=^ 


■ .^ 1 * • alaa osch eioer bekannteB ZerlagUDg- fj^t 


■ " 10) coa 0= ■ 

coa(g— i/'+A1 + 2aiii(g-fl'r°'''''~"'"'",^ 

_ . - . =ao.(g-g--A')+2al.(g-g')'"''"'-^-'^^" 


■ ' '"■■'! CO. A = 


HBIU u.M * 1 J91 1 "oiori «•"«"-*■+»? 


^^^^^^^^^^H GvBlA ^ nr -f- Z/J -t- Miayft — U |— = "*■*' 


HHH = co.(/. _ // - j) + 2.io(,i - /,r "^~''~^.' 


■ ^ ' - Uezeiclneu wir die kleioeu Veränderungen, welehc 


ll^^J. co,(H-B' + ^'), m,(a-/r — i 



[BrleideQ miisaen, um io cos D überzugeheo, darcb 

rfcos(Zf— Ä' + A'). dcm(H~a' — t:y, 
die kleiaeo VeränderuDgea, welche 

cos(Ä — Ä'4-/*), cob(A — /(' — fl) 
erleideD müsBeD, um in coa ^ überzugelieD, durch 

J coa(^ — Ä'+fl), rf cob(ä — Ä— />)i 
■o ist nach dem Vorher geh enden; 






„.sin j (y-g--^-) cos j(A'+g-4.A-) 



rfco.[/-//+fl)=a«..(A-^f'"*'^'^-'^"-^^'7i'^-^'-^, 



rfcoa(//— *— 2>) =2sin(jS— *)- 



.■(g_A'-Z>)cosjCJ7+A'-t-J) 



und da eich diese kleinen Veränderungen mUlelet der Torstehenden 
PormclD immer leicht finden lassen, so wird man mit Hülfe der 
Tafeln auch immer die kleinen Veränderungen leicht finden kSit- 
aen, welche 

//_ff'+A', ff~/r'-A' 

erleiden müssen, um in B, und welche " "*"'""* «■"Ifln 

h — h'-\-D, h — k — D 

erleiden müssen, um in A überzugehen, wird also auf diese Weiie 
immer A ohne Schwierigkeil zu bttrecbnen im Stande sein. 
Setzen wir 



t[H-H' — t<i + d(H- 



C08 ^ ^ COB j^ — 
^ COS M- 






-■0)1; . 



'bo ist QBch den Principien <ler Differenlialrechnang bekanntlich nä- 
berungs weise 

cos fl = cos(ff— ^ + A') — 8iD(jy— Ä'-t-AO-'f^— ^'+A') 

= cos {//- H' — A') - 8in(Ä-- IT - ^)il(H— H' - A'). 
cos A =cob(// — ^'-4-/>) — Bin(,i — A' + />K(Ä — * + />) 
=:C0B(>t — iS' — />) — Bin{Ä — Ä' — /»HÄ — *—/»); 



1 



UDÜ zur BeBtimmuD^ i 
,l(H- 

UDd 



H- 



■A'), d{_H~H'~tC> 



d(/t — h- ~\- B), d{A — U — D) 
bat man also nach 11) offenbar die rol^eudeD NSbernngEformelB: 

y\{h■-H■+^■)coii { h■-^.H■- 



12) rf(//— jy'-l-A')=- 2sii. (//—«')- 



d(H—H'-^) = - iüa{H—H'f 
d\A — //■+ D) = — 2sin [/i - h-)- 



I j(A'— H'- A')eos j(A'-«-W-» 






(nj^(^'-Ä'-ö) = -28ia(//-A'J- 



i,,(h-h-+ß) 



,i,i(A-A'— Ä) 



Wie maa diese in Theilen des der Eioheit gleiclieu Balbm 
sers aiisgeilrückteo VcränderuDgen auf die eiafnctiBle nnd i 
massigste Weise in Seeuuden zu verwandelu bat, kann bier fagH 
aU bekanot vorausgesetzt werden, so wie es an dieseu Orte utH 
baupt unaÜthig sclieint, in weiteres Detail über die beste Art i 
Anwendung der obigen Formeln einzugeben. 

Dass man übrigens aucL aus den beiden Gleichungen 5) ga 
äbnlicbe Formelu ableiten könnte, fallt auf der Stelle in die Äug« 



■Mtflt ataih liiit nut» Hur- . 
".ilia'i uliüuirt «1 0:1^ 






XXXIII. 

Einige Bemerkungen über die Gleichung;en des 
dritten Grades. 

Nftch eiaer AbhaniUuiig des Ilerrn Professor R. Lobatto kb 

I Delft in dein Journal ile Miithc-uiatiquee pures et appliqu^es, 

pnliliä par J. LionTÜle. Mai 1$44. p. 177. frei bearbeitet 

dem Ileraasgeber. 



I dieser Ablinndlung dca Herrn FrofeEsor Lobstto kommeD 
I «titer nDileren iolercasEiuIeD !«ützen eioii^e bemerk enswertle For- 
vor, durch welche zwei WutzcId einer cubiscben Gleichung 
I durch die driite nusgeil rückt werdcD. Diese Vormeln werde ich im 
1 PolgetidcD miltbeilea. 

Die gegebene cublache Gleiclinng sei 

1 ) X* — px-\- yr=0. 



p=^l/(-iy-HKiy' -,',;''), 



(tietit wird, ' 
tkungeD 



. die Gl 



und A bekanntlich iniiner den Glei- 



3) 3y» = ;>, y'-i-B'=: — 9 
gtnSgen, ond auBserdem offenbar 

4) y' — S« r:= 21-^17» " aV;»' 

itt; 10 ist bekanntlicb nach der Cardaniscben Fo 

5) « = ;, + * 

tlne Wurzel der gegebenen cuhiscben Gleichung 
•Qderen Wurzeln u^ und », derselben erbalt i 
clungeD 
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oder 

V •#, + «3 = — •#, «i«, = — ^• 
Aus diesen beiden GleicLuogeo ergiebt sich 

d. i. 



K-.«,)» = «» + J, 
ond folglieb 

Verbindet man diese Gleichung mit der ersten der* beiden Gleic 
gen 7), so erhält man 



und k^Q« also immer 

setzen. 

Weil aber u eine Wurzel der gegebenen Gleichung und folg 

\at^ so ist 

u* +4^ = ;!;Ä + 3y =4;?« — 3»*; 
also 

u,=-iu-i-i\/p+^=-iu + iy4p- 3«», 

«, = —«»— ^1/;, -H 22 = — 4» — 41/4;»— 3«». 
Nach 3) und Ü) Ut ■ 

ivj'.' *■-.•■ 

. W^4/i — 3»» = (y — «)V/^ 



7t' 



f ' 
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10) 



und folglich 

•», = - ijy + « - (y- *)»/::^j, 

Weil, wie naa dnrch Division leichl findet. 



oder 



11) 



*•, 



^ = y* — «» -H «• 



iit,_so ist 



y* — X* y* -f- » 



2ys, 



«nd folglich nach dem Obigen 



ilio 






^ 2;7tf -— 37 2/Mi — Sf 



Fährt* man diesen Werth Ton.y — % in die Gleichungen 10) eib, so 
erhält Man: 



12) 






Diese Forsieln *) sind nach Herrn Lobatto's Angabe tob 
Ytnng in dem Buche: The Analvsis and Solution of cnbic 
tid biqnadratic eqnations. London. 1842. zuerst bekannt 
getfadit worden. 

Um ein Briquel zu gvben, sei 

^« — 7^ + 7z=0 
4ie gegebene cnbisdie Gleichung, so ist pz=ily ^ = 7, also 
^pt _ y^ = V/ 343 — 330,75 = V/l^=:3^4 

*) 1b der Abhandlang dss Herrn Lobatta sind die Formefai von Dnick- 
' fa h l si n nicbft ganz freL 

«7* 



und folglicb eiad 



zwei Wiirzelo der gegebenea Gleichung, weati w etoe Wurzel der- 
selUen is(. 

ISio anderer englisctier Blmhematikpr, Herr Lockbsrt, ho^ 
von den vurhergelicudeu verbell iedt^oe Ausdrücke zweier Wurzel! 
einer cubieclieD Gleichung durcli die dritte gegeben, welche i~ 
Allgemeinen von der Furni 



sind. Zu diesen bem^rkenswertlipu Auadriickeo gelangt Herr Lo-B 
batto im Wea enllicben nii f folgende Weise. "^ 

Für r = V^ p'' — Vy SC' iiberliiiujit 

■o erhält mnn, wenn der Kürze wegen 2i?-|~c=:i9i, geseut v 
nnch geböriger Eutwickelung dieser Gleicliuag die Gleicliung; 



Soll nun diese GleicbuDg mit der Gleichung 



identiBcb sein, so müssen die Grü 
dusB sie den drei (iluicliungea 



t bestimmt werdeii|| 
3gli 



geDÜgen. 

Aua der ersteu und dritten Gleichang ergiebt sich auf der S 
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Fuhrt nao diese Werthe roo a, und b in die iweite Glekhoag» 
eiD, so erhält man 

Weil BOD. uach desi Obigeo 

p* ^ y ^» = r», also 4;»« = 27y» -h 4r* 

ist, so ist» wie Mao leicht findet: 



also 



*= — ^- 



Ferner ist 



•liO 



^ — •» *^ — ^ ^^ 6p — Sp ' 






Hierans sieht man, dass, wenn 

nt^ jeder Werth tob or, welcher der Gleichung 

a:* — pa: -h y = 
genügt, isiaier auch der Gleichung 

j rx ax-^b 

gesiigt. Da bbb nach deai Obigea u eiae Wurzel der Gleichnag 
iit, so. ist aaeh 



nid weil nadi dem Obigeo 



« + c 



ji twaei t WnielB der Gleichnag 

JSP* — pj; + ^z=sO 



sind auch die beidca Werthe \oa 



welcbe dieser Bruch ertiült, wenn man ia ibo die beiden obietn 
Systeme von Wertben der erüssen a, 6, c eiDfubrt, Wurzeln der 
in Rede siebenden Gleicbung, Also kann man die drei Wurzeln 
der Gleicbung 

wie mau miUelst des Vorberg eben den leicbt findet, immer aucb auf 
folgende Art ausdrücken: 



(Sy + gr)» — 3p' 

' apu — («7 — 2/) ' 

_ (9y-2rla — 2p* 
-' 6pu — (97 -t- 2r) ■ 

. Dies sind nach Herrn Lobatto die von Herrn Luckbart | 
gebenen Formeln. 

Ist x' — loa- — 30^0 die gegebene cubiscbe Gleicbung, 



folglich 



= 6859, V7' = 6075, r = l/7S4 = 28j 

97 + 2f = — 214, 9}F — 2r = — 326. 

AUo ist in diesem Falle 

107» + 301 IfiiK + iCI 

"' — ~S7»-i-H)3' "* STui+lor' 

Den übrigen hemerkensnerihen Inhalt der Abhandlung , di 
Herrn Lobiitto, welcher vorzüglicb die Bntwickeigng der Wrt 
sein in Kettenbruche beiritTt, für den Elementarunterricht aber vs 
geringereal IntercsEe ist, muss man in ihr selbst nachsehen. 



Nachschrift. 



Das Vorhergebende ruft mir eine schon vor längerer Zeit vi 
mir gefundene goniometrische Trausformation einer jeden cubiscbi 
*='Vichung in's Gciläcbtnias zurück, die zwar, wenigstens in di 
, in welcher icb sie jetzt zu geben im Stande bin, für i 
lUug der cubiscben Gleicbungen selbst nicht von besonder 
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Bedeatung, desseDong^chtet aber id mehrfacher Be^iehnog interes- 
sant zu Bein scheint. Diese Transformation werde ich im Folgen- 
den TOrzöglich deshalb nittheilen, weil dadurch vielleicht der eine 
ader der andere Leser zu weiteren Untersuchungen über diesen 
Gegenstand, zu denen mir seihst jetzt Zeit und Müsse fehlen, yer- 
anuMst werden dürfte. 

I'i® gegebene cubische Gleichung sei ^berhanpt 



Sind BOD 



1) or* — ma:* -^njc — Xr = 0. 



tapg ©, tang 0,, tang ©,, 



wo die Bögen ®, 0,^ 0, auch imaginär iein können» ihre drei 
WnnelD, so hat man bekanntlich die drei folgenden Gleichungen: 



2) 



tang @ + tang 0, +tang 0, 
tang tang 0^ i 
-4^ tang tang 0, [ = »» 
-f. tang 0, tang 0, ) 

tang tang 0, tang 0, = k. 



Weil nun nach einer bekannten goniometrischen Formel 

tang(0-h0,+0,) 

tang ^-f-tany O^ -t- tang P» — tang B tanfg O, tanfg B^ 

*" 1 -^ taug e Uug €^| ^ taug B taug O, — Ung O, tang B^ 

iit, so ist nach dem Vorbergehendott 

Z) Ung (0-1-0, 4-0.) =-p5|, 

irJ «tfelat welclier Formel die reelle Summa + 0| + ®s inmer 
il kilimBt werdeD kann. 
Panier ist 

= 1 — tang tang 0, — tang tang 0, — tang 0, tang 0, 



cos (0*1-0,) 8in(e-t- e,) 

"" cos B cos -Oj cos B cos B^ 



tang 0, 



^ cos (8 -f- 9,) cos Oa^sin(O-l-Oi) sin B^ 
""^ cos B cos B^ cos O, 



aofe(0 



e.) 



coa • cos 0| cos e«* 
lil folgliek Bach 2) und 3): 



ensjft + », + ti,) sLn(e-t-B,4-e.l 



ö, Bin öa ^ - . • ;^ ~' ^ 1 ^ i 

I dIho jetzt zur BeHtiiomuiip;' der (irössf^n &, ®i,9, 
ilLerliaupt die drei fulgeoileo GleichuDgen hat: 




5) U0co.0.co.e.== -'*'7--V^'' -^-^ 



öj} A^.ill(e^-e, + e,) 



Aus den beiden leliten Gieichungeii fulgt auch 
•in 0, lin 6.= ''""" 



also iJurcU Sublrui^tii 
6) co.{S, ±0, 



(l-B) sin S 




n uijd AdJiiion^ 




sin e^i-f.. 


,14 


' — (!-»#) s,ii,e 


.!, y 


sin 0=F* cn 


6 



sin(e+e,+e,) 



,s(0 + ©,+©,) 
i.(0 + 0,+0.|. 



mittelst welcher FurmelD. da man die Summe + 0, -f-0, i 
dem Vnrliertr*'l>''nden iilü Ickunut vurauszuseizen bercclitigt Ij 
0, +0, und 0, — ©,. also auci) 

0, = 1(0. H-®») + i(0. -00. 

0,=i(0, +0.) _i(0, -0,) 

gefunden werden können, weon man kennt, so ilaas : 

auf diese Weise ans jeder Wurzel einer cubisclleo Gleicbiing; ü 

beiden andpren geruaden werden künnen. 

Aus dem Oiiii^en ergielit sich andi leicht, dass, wenn der d 
Bolule Werlb einer dtr beiden Crosscu 

cnsce+ei + Wj) ain(9+e,-t-e,) 



w {e + 9,-i-e,) k sin(e+8, + e,) 



sröaser als die Einheit ist, immer sicher (geschlossen werden ku 
dass die Gleichung 1) nicht drei reelle Wurzeln hüben kanu, d 

läre Wurzeln baheu muss. 

I auch auf folgende l'arm gebrif 



Die Gleichungen 2) köi 



aJD & cos @, cos 3, •+- cos & sin 0, cos 0, + cos & cub 0, 

= ff» cos cos 0, cos ©,, 
sin siD 0, cos 0, + sin & cos 0, sio 0, + cos ein 0, sin 0, 

= #. cos cos 0, cos 0„ 
■in sin 0, sio 0, =X- cos cos 0, cos 0,. 
Dnrcb leichte goniotnetrische Recboang fiodet mao aber überhaupt: 

=— Bin(«H-^+;-)+ 8iii(-«+/»+r ) + 8iii(o-^+rH- »n(<H-^-r). 

4cos a coB |8 coi y 
= cos(iH-iS+J')+<:os(-a+jS+;-) + cos«i-/*-|-;-)+cos((H-|»-)'), 



= Hii(<H-ß-4->')- 



"+/'+;■) + "''(«-<?+?') -t- ri» (M-iS-r), 



= - cos(tt+(S+yJ+ cos(-a-|-|S+y)+cos(a-]H-y) -cos(o-HJ-y). 



8iD(— + 0, -+- 0.) + sin (0 — 0, -+- 0,) + siD{0 + 0, —0,) 

= 4« cos cos 0, cos 0, — 3sin(0 + 0, M-0.) 

= («i + 3X) coä cos 0. cos 0,, 
^|»i(— + 0, -|-0,) + cos(0-0, H-0,) + coh(0 + 0,-0,> 

= 4» cos cos 0, cos 0,-»-3coa(0 + 0, +0.) 

= (*H-3) cofl coa 0, cos 0„ 
iiB(— + 0, + ©,) -(- sin (0 — 0, H- 0.) + sin (0 + 0,-0,) 
— i(Icos(-0+0,-|-0,)+cus(0— 0,+0J+cos(0-|-0,— 0,)j 

= sin(0 + 0, +©,)-»-* cos(:0 + 0,+0.) 

= («•:—*«) cos cos 0, cos 0,; 

wobei sogleich in die Ao^en fallt, dass die dritte Gleichnag eins 
BBHtitlelbiire Fol^e aus *Ipd leiden ersten ist. 
Seixen nir nun der Kürze wegen 




wn nach dem VorltergcLeadeD <f,i*,v bek<iiiole (^rcisKcu sind; su 

und nach dem Obigen Imt mon also zur BcätiiumuDg^ vou 9>, f>,, 
die drei folgenden tileicliun^eo: 



( coa ip + eoB y, -(- cos y, = r. 

Aus ip, 9g,, 91, ergeben lieh aber leicht @, @,, &„ weil nach den 
Obigen 

9) = ^(5,,+,,,), &,=Hf,-i-^), 0,=i(9>H-9.,) 

Ut. 

Aus den Gleiciiungen 



coa tf) -^-caa tp, +coi <jp, ^v 

Tuigt noclt bekannten goniometriacben Sätzen 

Bin g,-i~2atp ^(f, + 9',) cos Hf, —91,) = ;*, 
cos 5p + 2cos ^(5p, + 9>,) cos ^{.p, — 51,) = »' 

2Hin 5(y, -t-fp,) Cüs ^{y, — y,)=:/* — siu f, 
2cos -i(y, H-y,) cos iiv, — v,)= '' — CDS 91; 



tnng i(5p, -(-y,} = C 
also negen der ersten der Gleichungen 



10) img i(,7-rt = L^, 

mittelst welcher Gleichung <p hesiimmt werden muss. Bat man 

g>, so bat man auch ^-(91,-1-90,) und y(9, — ^i) durch die Glei 






~ 2siu 4(ff — y) acos i(iT — v) ' 
s sieb doDU auch )», und 91, miltelEt der Formeln 



12) 
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ergebeir. 
Weil 



QDd 



SID 



4 

tan« 4(<r - •) is: ^Vf . f'-^^Si^ 
""Ä Tl'' y/ 1 -f- tang i<r tang 49) 



_ Stang jy 1 — tang ^* 



ist, so wird die Gleiclmog 10): 

taug j<r — tang ^y fi — 2tang jy-fr-jU tang |y » 

1 -I- tang la tang ^y y — 1 -f- (y + U tang ^y* ' 

woraus maD nach einigen leichten Rednctionen die Gleichung 

18) Oä f/t tang «cTH-r + l) tang |y« 
•+-{/* — ('' -t- 3) tong iff\ taog ^y « 
•4^(jt» tang 40^4-1^'^ S) taag ly 
-l-f* — (v— 1) tÄng 4a 
oder 

14) 0:=: \fä sin 4<^+(v + l) <:os 4<^j tang ^SP' 
+ j^ cos 4^ — (v + ^y sin |(rj tang ^9* 
-I- {f» sin i<f+iv — 3) cos jtr} tang ^9 
-f- {/» cos ia — (v — 1) sin l^\ 

erhält, welche wegen ihrer Symmetrie wohl einige Aufmerksamkeit 
in yerdieneü scheint. 



XXXIV. 

Etwas über das Viereck im Kreise. 

Von 
dem Herausgeber. 



In Taf. V. Fig. 1. sei ABCD eio Viereck im Kreiae, 
ffp^Enüb^rstelenile Seilen Lis ku ihren DurcliBcliDittspunkfen j 
F verlängert wurden sind, Ziclit mnn Liernuf die Diafl^onaien! 
iiD<l CD, so wie die Linie EF. und bezelclmet die Winkel T 
ACD^ CEF, CEE, AEC. BFC reapective durch «, («, 
9,, ^, ; so bat man, weil A-\-B^\^W' ist, die Proportioi 

CE:AC=&i^ A-.&m g,,, 
CF:BC = B\a A-.aia rp,; 



njA^ 



m BV~ sin Vi 
Nnn ist aber, wie leicht erhellet: 

CE: Cf=Bin V:Bin <f, 
JC:BC=Bia(^B — ß):iiii{A — a) = sia{A-i-ß)i> 
also nach dem Vorhergehenden 



^lli±^ — 1 . 



»M-t 



h/i) 



nlA~«-ßy 



LD(I folglich 



.s(2«-f-p)-cc.s(2,^ + ^) 
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8ID y-f-8in \ff 
sin (p — sin %ff 

cos (2« -f- /g) -I- cos (2ß -fr- «) — cos (2A — g) -- cos {2A -f» ß) 

"~" cos (2a -f- /5) — cos (J2/? -f. a) -f. cos (2^ •— «) — cos (2A -f- /S) 

oder 

tang ^(9 + » cot ^(y — \p) 

— <^o« i(<»-*-/^) c<>s |(g — /g) — cos|2^ — j(tt-»-/g){ cos j(«-f- ^) 
sin |(a + i9) sin i(a — /J) — sin{2<:l~^(a — /9)j sin i(a-f./3) 

crgiebt 

Es ist aber ^(9 -h ^) == 90*> — ^(a-|-/9), also tang ^(9 + ^) 
= cot j(a + /}), und folglich nach dem VorhergehendeD 

cot ^(y — tp) 

cos j(tt-t-ig)cos j(g-ig) — cos|2^— i(«— /g)| cos j(iH-/g) . «„ ,/^_. /»x 

"" sin J(cH-/») sin i(a-/J) -• sin|2^— i(a-/J;i sin iC«-!-« ^•"^ ^l«"»"P^ » 

•liio, weil 

Scos |(a + /!^) sin j(a + /?) = siD ^a + /^> — sin (a + /!^), 
2fiD j(a + /^) cos ^(a + /i) = sin 2(tt + /^) + sin (a -H /?) 

md 

sin 2(a + /?) = 2sin (a + ß) cos (a + ß), 
sin (a + /?) = 2sin i(a + /?) cos {{a + ß) 



cot 1(9 — tp) 

|2cos (« -I- /?) — 1 { cos j(g — /?) — cos |2^ — jf« -^ jg) I 

i2co8(a-H/9) + l| sin i(a — /?) — sinjadf — i(a — /J}j* 

Ar, weil , 

«^i(« — /^) + co8|2^ — T(a — /^))= 2cos^cosM— i(a— j8)|, 
BB •(« — /?) — sin j2^ — i(a — /J) j == — 2cos ^ sin M—i(a—/J) ( 



iih 



»ti(y — V) = — 



cos(«-|-/g) cos i(« — /g) — cos A ^os\A — \{tt — ß )\ 
cos (« + /S) sin 4(a — /J) — Cos ^ sin |-4 — i (« — /J)J' 



Ucbt bringt man diese Gleichung auch auf die folgende Form: 
«w{<H-/y) sini{(a-/?)-K9-V)l =cos^ sinM— i[(a— /9)-(9— V^)] | 



«^er 



sin 4}(« — /g)-f-(y — V>)t cos A 

sin j^ -« 4[(« -- iS) — (9 - V')] i ~cos(a^/J)' 



^Mtns sich 



y* 



4^ 

sin ^K«— ,/g) + (y — V^)J4-8>nM-^i[(g — /g)-^(y — ^)]i 
sin i t(« — /5)-f-(9> — ^)\ — sinM — i[(a — /9) — (y - ^)1( 

^ cos ^-t- cos ( ff -4- ^) 
cos ^ — cos (« -1-/9) ' 



also 



• t<>nsiM-*-(v-V)t cotiM-(o — /»)l 
=:-.cot ^M-*^(«H-/?){ cot iJ2l — (a + /»)}, ' 

■ / • 

und. folglich 

= -cotiM + (a + /?)j cotii./-(a + /9)jtaDgiJ^-(a — /J)| ; 

ergiebt. 

Wenn ^==90<>, und folglich i? = 90<», d. h. wenn die Dia- 
gonale CjD des Vierecks AB CD ein Durchmesser des um dasselbe ■ 
beschriebenen Kreises ist, so ist eosu^=:0, «od folglich nach des ;■ 
Obigen cot ^(y — tp) = — cot \{a — /$) = c»t4(/' — a), also 9 — if fc 
= jS-^a. Weil nun y-|-t^ = 180« — (a-h/9) ist, so ist^ssOO«" i 
— a, 1^ = 90« — /$, und die IJnie i^^ steht also auf der gehörig. 4 
verlängerten Diagqnale CD senkrecht, woraus sich der folgenoe 11 
Satz ergiebt: \ 

Die gerade Linie, welche die Durschnittspunkte der ^( 
gegenübersteheqden Seiten eines in einen Kreis be- 
schriebenen Vierecks, dessen eine Diagonale ein Durch* 
messer des Kreises ist, mit einander verbindet, steht 
immer auf dieser gehörig verlängerten Diagonale seok- 
recht. 

Eine zweckmässige Tebung fär Schfller wird es sein, einen 
rein - geometrischen Beweis dieses Satzes zu suchen. 



^^ 

\\ 

II 

i 

H 



I 
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XXXV. 

Eine geometrische Aufgabe. 

Aus J. F. PfatTs iiachgeUssenen Papieren initgetheilt 



dem Herausgeber. 



ehun^ ioteresannt ist, die Arbeiten 
grOHer Männer in iLrcr ur^priiD (glichen Gestillt kennen zu lernen, 

I BO werde ich, wo es mir tbuulicli zu sein sclieltit, .liin und wieder 
eioige Aufaütze J. P. Ptaffs in uuvcrandrrter Korm in lieni Archive 

' ■iltlieiJpQ, witbei ich bemerke, dasa in den von diesem ^rosseD Mi 
themaliker nnciigelasseTien Heften, in welchen er Bcine Ideen nii 
lulrgen pflegte, fortwübrend deulscbe, luteiniscbe und fruiizös 
scIie Aufsätze mit einunder ulwecliseln. Icli wähle dieüinul ubsicht- 
IJcb einen frariz'isi8''b gescliriebenen Aufsniz über eine gnnz 
menliire geonietristlie Anfgiibe, und ersuche die Leser nur, nicht 
inbeaclilel zu hissen, liaajj iilte dipse Aufblitze ursprünglich keinea- 
weg;» für den Druck heglimrLt tviiren, du VtuS withl nirmuls uu di 
ren Verüll'entlirhung d:iclite, indem es ganz in eeiiiem treft'licbei 
Löcbst oDspruclisl-isen Cburnkter begründet wer, den (üenuss ledif;- 
lieh in der Arbeit seibat zu linden, und nncli Uceiidittuug einer 
Arbeit gleich wieder lU einer neuen übcrzugplien, ubne sicli um 
eine besuudere Ausfeilun^ der beendifileo Arbeiten weiter zu be- 
kümmern. Kln Fiiacimile Beiner Uandscbrift soll vielleicht später 
einmal gegeben werden. , ; .i,,,, ,.,i 



s.JB. DErTuh.V. Fig. 2.1; 
: {iunt pr.,l,M.g*e«l en 
eux ai. II faut trouver 



liutiuu gcom^tri 
i geom^trique. 



Soit C \e c 
Mront jierpendici 
drilutere aCliF, lu summe 



lurdes AB, DE. Dont 
ingleB ^tiint c 



IrH droitea Ca, Ci 



gles C ti F eusemble ferunt deux droits. Donc Tangle C est 



doDn^. P'ou il luit, que le liea g^amftrique du point C eit U OB 

coor^rence d'uo fiegmeat duno^, parce que la biue ab et l'kDgla f 

dp !■« «egneDt sont doDo^. \ 

'"*"D mene Ce perpendiculaire ä ab, on anra 

oc» — ie' = ß.' — r//' i 




e lu droile ab iuit couii^e ea deux segmeDB ^gaux ea /, od A 

- be' = (ae — le) (ae + Äe) := 2ai .fe = Dd* — Aa*. 

sont duQDea. En tirant dl 

itre C sera dana celle [lerpendkulad 

i uo segmeot d'iDD^, ce ceotrej 

, Construution. 

D^crivez sur In droite donnce ab un segment, ilont I'angl^ 
loit ISO" — F (d'ii|ires la sulution coPDue d'Kuclide. 
rop. 33.). rtiercLez ä 

inb:Db-\-Ja^=:Dl> — Aa{:x) 

In qnalri^me tiroportionelle, et faitea la ^fe, f itant le milien A 
ab. Par e ^ievez eC perpendirulnire k ab, le ]>uiDt od ce1le<|| 
coupera le seftment cons^ruit sera le ccDtre du cercle en queitM 
Ce cenire <5tuDt trouv^. <out le resic e'en eult imiu^iliBtemeDt. fl 
menant Aa^^AB, Db:^\BE perpendiculaires a, Ca et Ca, I 
a lea poiuts A, D, etc. etc. ' 



IL Se 



de Solution g^omdtrique. 



L'an^le F et la droite ab Hunt donn^a, le Ueu g^omärifl 
dn poiDt F est un segmeot dono^. Or oa a 



FA .FB=.FD. FE, 






{Fa — Aa)(Fa -h ^a) = (Fb — Bb) (Fb -H Db), 
c'est'k-dire 

Fa^ — Aa^ = J'Ä» — ßb*, 
Fb* — Fä* = Db^ — Aa*. 
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fti^on abaiase de F snr ab la |ierpendicDla!re Fg, od anra 

Fb' — Fa" = Ig^ — ag^ = (l'g •+- ag) {6g — ag) = 2a6 ,/g. 

Donc on a 

B6' — Aa' = [B6 — ^a) {D6 -+- ^a) = 2^6. fg. 

'oa OD parvient a noe coDstmction tont k fait semblable k la ptt- 
iieote, ea decrivaaE te segment de l'aatre col^ de ai, qui ap|Mr- 
icnt pourtaat an m^me cercle. 

lU. Troisiiime solutioD alg^briqne trigonom^triqne. 

Soit ^B ^2a. BE=i6; te rayon da cercle cbercb^ ^C 
^^r; la dislaoce ah=.d. Daos le trtangle aCb od b 

.' = Co» + CS» — 2Ca . Cb . cos C. 

8 /•; Ca^=ACr* — Aa* 



a*^x* — a* ■ 
Qa*an metle 2ar* ' 

_ y+g'-t-j ' 

~ 2 ' 

dODC 



• — Z'. Doi 
- £* ^ y, OD aBra 






1 F^ —1d'y = 



-(»•-*')■ 



I ^ualJon quadraliqne pour y. Od aurait pa tromer nne teile 
liBB^diiileiieDt pour x''. 



IV. ftaalrieMC •olntion tTigODoa^tri^ le. 

I d^igaaDt lei aa^les Cab, C&a par E, E', et es c««Mr- 
Itniit lei d^DoBiBatioDa et de*«ni ■eDtioDD^, os • 




doot 



4S4 

C6 : ad= CA : fl=::B\o E : Bin F\ 



,, d sin E ^. d %Kx\ E 
Ca =r jsr% Co = — : — TT. 



Or OD ft (Soi: I.) ^ ~ 



dJMiC 



rf» 



siu ^ 



(sin iS^» — sin ^) = ^»— «». 



Mail 



sin ^" — sin B* =z 



1 — COS ?Ä* 1 — cos 2Ä 



Doac ob', a 



_ cos2g^eos2r ^^.^ «(£r4-^ .in i(i^-iS) 
= cos 4^r sin i(ß — ^=±= stn l/'sin 4(£r — ^). 



sin ,(£r-^) = -2j— .jj^-^ ). 



• . I 



Ajänt troüv^ la dSfference des angles ^ — JEy comne oii coBii«il 
leur soinme :=£*, od trouve ces anglea euX:iDdmes; d'oii sniveit. 

^- d sin B" ^- d sin 15 ^ _ . >— r — ^ , 



sif^/' 



sin #* 



•) sio i(ir — i£)^a& ^ ■ ' ^3^ ; sia,F cos ||ll r G. 



i. f 



.'>!->'.•.'•:.'•';';''■ »' 'M • 'J . » . ': '' 



•V ««•(>;» «i> i 



t -< * 



1. 



* »i 
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XXXVl ^ 

i^eis des umgekehrten ptolemäischen 

Satzes. 

AuB J, F. PfaCs Papieren mitgetheilt 



»lern Herausgeber. 



inM (!*■ 



I 



n dem Vierecke ABCB (Tai. V. Fig. 3.) si 
AB.CB-i-AD. BC=sAC. BD. 



lau soll beweisea, dass sieb um 
• reis beecIireibeD laiist. 

Liesse sich um das Viereck ABCD, dessen 
■Üne wegen bloss durcli A, B, C, D bezeicljn 
■ reis bescLreibeo, «u wurde, da die Summe aliei 
^, C, D vier reclitc Winkel belrägt, eoliveder ^ 
» + /> < 2^4 sein. Sei nun einm»! A 



r.f 



licti ist, um das l)r< 



es Viereck ein 

Winkel wir du 
en wollen, kein 
■ vier Winkel A, 
+ C<:2Ä oder 
'2/f. Ui-acLreibC 
eck ABD ciacn 
jnale AC selbsl, 

D mo'n den Win. 

A-\'E=%R, ~ 
+■ C < 2« i«t, 

II Sutie nur dauh 
AC setl'Bt, niclit 
|jeg;t. Zieht man 
bekuDuten Satia 



>re)B, so wird dirser kreis jederzeit die Diu^t 
i«ht deren Verlängerung über den Punkt C hinn 
'iisen Punkte E schneiden. Es ist irümlich, wen 
«I BED der Kürze wegen durch E bezelctmet 
Md folglich, weil iiacli der Vcrautsrtzung A - 
B'^Cf was nach e»aem bckiiimten geomctriicliei 
■«glich ist, weun der Punkt E in der Uiagimali 
k deren Verlängerung über den Punkt C hinuui 
ttb die Linien EF, EG, FG, s« ist uacb eine 
ÜB der Lebre vom Kreise: 

AC:BC:=CF.CE, 
AC:CD=CG:CE, 
ßC.CD=CG:CF\ 

Ud weil ausserdem die Dreiecke ABC uaA CEF, ACD nnd CEG, 
^CD und CFG, die Winkel bei C mit einander gemein haben, 
k ist 



C^ABCr- 

[i^ACDn 
i^BCDe- 



•^CEF, 
• ^CEG, 
A CFG. 




CF ■.EF=AC -AB, 
FG:CF= BD: CD, 



CD; -if^^^^ 



,;'(, 1) FG:EF=r:jtC,BOiMB 

ferner 

CG-.EG^AC .AD, 
FO:CG = BO: BC, '- "' 
woraus 

2) FG:EG = AC.BD:AD.BC. 
Aas 1} folgt 

FG:FG — EF=AC.BD:AC.BD — AB. CD, 
also, weil nach der Voraussetzung 

AB.CD-\-AD.BC=AC.BD 
iM: 

■ UJatf.gj FG:FG — EF=AC.BD:AD.BC. 
Dalier ist nacb 2) und 3) 

FG:EG=FG:FG~ EF, 



EG = FG—EF, 



und folglich 



EF-{- EG = FG, 



welches uninö^lich ist, 
dritter Seite ^leirh sei 
das Viereck ABCD k, 
liod es lässt sicli daher 
des Satzes immer ein 
sollte. 



Seiten eines Dreiecks nicht deiseil ,, 
. .Also ist die Annabme, doss nk j 
bcsclirielien werden könne, falsebi ^ 
B Vierpck unter der VurauB6etiun|^ 
iLreibeu, wie bewiesen werden . 
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üeber den zweiten Aufsatz des Herrn Doctor 
Barfuss. Theil Y. Heft 2. S. 155. 

Von 
Herrn Doctor O, Schlömilch, 

Prlvatdiicencen an der UniversUäl zu Jena. 



Während Herr Dr. Barfusa io seinem ersten Aufsiitze eiue Kri- 
k der DeuereD AnsicLlen versuclit, ^ielit er uns in seiner zweiten 
bban<l)uDg eioe l'nibo seiner Dnrstellting' der Analysis, gegen 
eiche eine nur einigermunsseD scliiirf seiende Kritik selir Viele« 
nzüweiiden Laben wird. Ho viel aicli in der Kürze tbuD läsat, 
ill idi liier emäljnen. 

Den Anfung- macht der Machtsprach: „es ist wohl EU un- 
iracheHen, ob eine Reihe bloss eine Summe uneDdlicb 
ieler Glieder, uüer ob sie die klnt wickelu dr einer 
unction sei", d. h. mit unileren Worten, wenn da steht 

/(jv) = ^ ~h Bx -^- Ca;' -^ . . . . (1) 

> könoen hier xwei Bedeutungen dieser Zeile statt finden. Wirk- 
ehl ein Antfing, wie miin iliu nicht von einem Mathematiker er- 
PBrteo sollte. Gleich die ersten Worte belehren Udb, dass eine 
ÜCichoDg wie (1) ilu|>|ictsinni^ ist; zwiir wird hiiizui^esetzt, dass 
ils Convergenz O'ler Oivergeui beiile Bedeutungen trenne, aber 
H bitft uns niclit^, wo wir die Form der Keihe noch nicht ken- 
m, wie bei allen Anftingen miticist der Methude der unbestimmten 
^efficienlen. Kechnet man ober mit so einer hjiiothetischen Glei- 
skong weiter, so weiss miin keinen Augenblick, ob mau es mit einer 
Identität, oder mit einer gjniuktisclieo Aehnliclikeit zu thun hat, 
nb also die Reclinungsoperulionen, welche die Arithmeiik für Ideo- 
tilüien gelehrt hut, hier noch richtig bleiben. Ich werde übrigeni 
Hcbher auf diesen Punkt zurückkommen. Darauf kommt etwas zur 
\ettbeidigung des Resultates 

— i=z cos ^ + coa SiT-Hcos Zx + 

latid diese Vertheidigung stützt sich auf die Behauptung, die frag- 
llithe Reibe gehe nic/a aus der Reihe 





I die 



hervor, weoti ma: 
endliclie wacbaeD laise, n 
Worte des Herrn VerfasserB nicli 
durch nichlB motivirtcr Mnclitspr 
dernnzabl ins Uoendliche wächst, 
man weDiEHteDg denkcD; veaa i 
so lässt sich darauf a 



, (die GliederaDznhl!) iot Di- 
erB nenigsteus lassen sieb Üt 
Dter|irelireD. Das ist wieder mi 
i; veon in eioer Reihe die Glit- 
I wird sie eine unendlicbe. sollit 
n Herr Gegner dus nicht zoftich, 
nenif^ antwarlen, als wcdd jemand belii*»- 
tct, er kooae Eicti eme Kcr-ide Linie denkeD, die lfiDfi;er sei, ili 
flD Über ihr enai^ruiner Halhlcreis. 

In (. ä, nnden wir etwas ganz Neues; ich Uitle die Herres 
GauBN, Caocb}', Dirichlet u. A., die sieb so nnniltx mit itt 
Cunvcrt^enzlehre |feplo)i;t habeo, bicr wobi aufzumerken, dean iii 
erfahren: dass jede aus der Function fiar) entwickeltt 
Beihe couverifirt, wenn ibreGliedefbiszum Verscbnii- 
deo klein werden. Ks ist mir sehr lieb, dflsa ieti dua weiss; <i 
haadelte sieb ueulicb um den Werih des Integrales 

/'" e-' dt 

a 1 — e-' ■ V. ( 

=J, '^'iT-.+y. •-"f<+/. '-'r<+-- ■ '" 



leb glaubte erst, derselbe 


le 


uaeodlicb; 


da «he 


r Berr Rr. Bai 


sagt, die Reihe rechts co 




raire (dc.^n 


isie ii 


eiae falleiiilc 


aocb die Etilwickelunp ein 


er 


FUBClinlV 


o wird 


derselbe waU: 


beslimater angeb barer s< 


■. 


lob hatte 


aanlii 


b so gesebl« 


«aiat 











folglich 



^"iTi 



-(i 






aber ich sehe ebeo, dsas icb micb hier geirrt babe; die Beilie 
geht wahrscbeinlicb nicht aus ry-, •^~ wo + ■ ■ ■ ■ H- ,~" '■^'^ 



«rmiB Bian difl Gliedernninbl n ins Cneadliche wacli««« lüsst. — 
Aber Berr Dr. Barfusa beweist ifncli seinen Sntt, wie geht es 
denn xu, dass wir nos widersprecIieD ? IJierauf ist die Antwort 
folgende. 

Die Prog^p, iib eine Heilie corivers;ire oder nicbt, reilucirt sicli 

Gruode auf eine andere. Dämlich die, giebt es eineD endlicbeD 
Ausdruck, welcbem die Keilie idenliecb ist oder sieht. Piadet 
das Erste Gtiilt, su niuss die Reibe eine fnllende uoil cunver^tcDte 
■ein ; denn wären alle Glieder grösser, als eine arigebbnre Grösse c, 

wären alle Glieder zusammen ins CuendlicLe furl^^eaet^t 

>i + f + t4-f-F-£-|-.... 



>*(H-H-H- 1 + ....), 

in wäre die Summe der Reibe nneadlit^b und nicht einem end- 
lichen Ausdrucke identisch, wie vuriiusgeietzt wurde. Ist ferner 
w, + f, + "i +■ ■• - in inf, :^S, ao heisst dies« aichts Anderes, 
•iBLimjw, +»,-»-....-(-./,) = «. Hieraus folgt diiua unter der 
Voraussetzung, dnss S eine eaijiclie GrÖise ist, sehr leicht, dasa 
der Rest der Reilic sich der Kall aüliern, also die Reihe cuavergi- 

inü84C. Wua tiiut nun Herr Dr. Uart'usaj er zeigt, ilass wenn 



U, die Reihe 
filösae gleich 



/(a.)=:ji:,„+Ä-,s,+.... 
nvergirt, odei 



;il cnnvergiren einer endlichen 

uter /(a:) doch nichts ünendli- 

ejgt er: wenn eine Reihe einer endlichen Grösse 

SItich gesetzt wird, so ist sie eiuer endlichen Grösse gleich. Ja 
u-an iweifelt gewiss Niemand, nber flerr Dr. Burfuss hat seinen 
Sitz doch im Gefühl des Richtigen nufgestellt. Die Sache ist so: 
liB unschuldige Zeichen = ist hei Herrn Or. Uarfnss nicht das 
wir es aehmenf oli nein! das ist 
lia gar wuDilerhares, pruteusartigea Weaea; einmiil lasst es sich 
nhl 2U uaseren bescliräakten BegriSen herab, das aadere mal aber 
ichnet es einea höchst geheimuissvulleii sy n In k tischen oder un- 
btstimmt allgpmeid jinnrytiscüi^n ZusBtnrnenhung, so elwn, als wenn 
, Delling hinsetzt! Warme =: K.xpiiusion, was wir Anderea Cuein- 
ttweihteo und weniger Krleucbttten nicht verstehi-n, auch vcrati^- 
Ma in w-'Ilen una gar nicht anmausaea dürfen. Wcun daher Berr 
H, Barfuss in $. 5. den Beweis mit den Worten erülfnet; Ifs sei 



ike 



/(^)=X„, + Ä,j, + .. 



-Xm+7?(„), 



M weiss man nicht welche Bedeutung gemeint ist; wahrscheiaHcb 
Arr ist liier nar von der genannten übi-rschwenglichen, für una 
>>k»grei (liehen Symbolik Gebrauch gemacht. So geht es nuu fort 
Ud die Bedeutung voa ^= schwankt immer zwischen beiden Kx- 
Intacn und klappt zuletzt in die pewühnliche Auffassung um. Das 
it sich vermeiden, wenn man aaf den im vorigen Aufsalie 
. — - gemaehten Vorschlag eingehen will, diese versehiedeaen 
Mdstnangen durch verschiedene deichen auselnaDder zu halten; 
^Utierdem verwirren sich nlle Begriffe und man kann gar oicbt 
k*'' ^il aiU Jemand sich ordentlich verständigen, weil er sich wech- 




lelvteia i 
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tnJeren 



krieclien kM 
eigen, iltwJ 



BebJ 



Biner liiüter der nnJeren ltedeutUD|[ 
weDB DSD ihu aui der ersten licrnuBgelriebea ti 
Icli will bliias uoc1i Kiuea berülirco, um i 
Herr l)r. Borfusa gar Dicht eiDmul weisi, wui 
luDganeise der AualynU will. K» ist dieis die Beuierkuug 
Caurliy's Oeweii für das BtDiimialtiicorem, der darin besiekl, 
die (>leicLungeu 

/(ot) = 1 + «.^ -I- m^ar' + . . . . 

ntultiplicirt werden, wobei sich durch eine E 
iniulcoeflicienten die Gleichung erg-iebt: 



aui welcher /(*»}=: [/(HJ' 
»eint, weil dieser llcweia i 
ten gründe, so jinatie 



gnn 



Verfahi 



Divergenz udJ 
meioe (iüliigkeit d< 
dpa dorehaus unkriliarlie 
muHi, um diesa deutlich z 
I. Die Arithmetik leh 
und Gleichutigen i. e. iitsu 
diese RerhuungsonerDfioiit 
endliche Reiben) anwenden, 



(I + .«■)" folgt. Meio 
uuf eine Etgengchnft di 
gleichfiirraig auch für 

' " bcnfatls di« ■ 



Hier 



ielit 1 



nur 



deiu HyiiotliG! 
ein Princi[i die 



mi'inea Herrn Gegaen, 
fulgende Punkte bervorhei 
mit geicliloasenen Auadriq 
tüten rrdinen. Will i 
ueachlussene Ausdriiche j 
kann diess, wenn miin nicht g 



I will, nnr dnilurch geschehen, dOM I 
weuüliarkeit ttulneist, d. h, dnaa tna 
ichiiH't, welcher die Erlnnhnifis dazu ei 
Diess ist eine Forderung, wikhe jede gesunde Kritik mucbeo 
die sieb in der M^itliemniik ebenso nulliwendig herausstellt, vi 
ganz verwandten Krngen, welche die Kritik der \ ernnnft i 
antworten bat. I.üsst man sie uuberücksichligt oder nimi: 
Treu and Glnuben die allgemeine Gültigkeit aller ariihmer 
Operiitioncn über die Grunzen hinaus au, innerbulb drren s 
weisbur sind, so verfnllt niun wie Hprr Dr. Uarfusa in den Fehler 
elues UDzeiligen Dogmiitismus, ganz wie in der Metaj-liyHik. 

II. Woher nebuicn wir aber Jenes Princip? Hierauf länt ^ 
antwurlen, wenn mnn sieh an ein gnui allgemeines Gesett irll' 
nert, welches sowohl in der Pbilosopliie ivie in der Mathematik gil^ 
und welches dabin lautet, dnsa njr überliau|it nur von auleben Dinget 
wissenscbafllich etwas iiuämnchen können, die uns rein anBcbao- 
lieh gegeben werden künncD. Dazu gebürt über, dasa wir aie all 
Ganzes zu fassen vermuten. Dieas lehrt uns nut' der melanbyuink« 
Seile die Nichtigkeit aller sogeniinntcn s|ieculaliveii Tlieologiet 
Kosmologie etc., weil wir weder Gott, noch die Welt etc. uns M 
Zeil uud Raum als Ganzes denken können, und auf der malbMit* 
tischen fi'eite hckommen wir diidurch eben jenes l'rincip, welch» 
so beissl: ,,eiuer wiasenscIiufilicheD Uehuadlung uiiterlie^u 
ins Unendliche fortlaufende Auadciicke nur in so fern, vis sie ilek 
als geschlossenes Ganzes ansehen lassen". Drücken wir diess ll 
maihemaliiclier äprache aus, so habeu wir den Süts: Alle nÖgU' 
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cheD Recbnungioperationen Bind our daiiii auf eine unendliche Reib« 
BDwendhor, neon dieselbe einer endlichea hegräniten GriisHe iden- 
tisch ist, und zwar ist gerade Identität Däitiijj^, weil keine ander« 
BesiehuDg uns erketmen lasat, ob die frngliche Reihe uls endlich» 
Grösxe betraclilet werden künoe. Snll aber eine unenaiicbe Reih« 
einer endlichen bestimmten Grösse ffleicb sein, sii mus» sie erstlich 
'ein miisH sie dann noch 
jener endlichen GröiM 
r Beide rereinigt werJ 
den; Reiben der Art über nennt man kurz convergireode. ■ 

IM. Da ulso die Convergenz der Reiben das Princip der Aa^' 
wendbarkeit nrilbmeliscber Operationen uuf Reiben entbälc, sn mnas 
die Lehre von der Convergeni der Reiben jeder anderen Belraoh- 
^.iWllg' derselbe D vorbergeben. 
^UM^t Hieraus aiefat man, doas die Hjpotheae , 



fallen, wie oben gezeigt wurde, und 
die EigeDBCbaft buben, dass ibre Sui 



/(*) = 



r -4- £»» + ., 



k*.^V!elche den Anfang der lUelbode der unbe.stimmlen CoeKcienten 
nischt, viel grösser ist, als man gewöhnlich glaubt, weil mit dem 
j&leichheitszeieben schon die Hypothese der Convergenz und der 
Anwendbarkeit aller Operationen gemucbt ist, während miin noch 
gar nicht weiss, üb man hierzu berecbligt ist. Vor Hypolhi 
^ber hiit sidi die Muthematik um meisten zu hüten, wenu sie nicht ] 
ihren bisbcrigen Ruhm einbiissen will. Duher ist die umgpkelirt» ' 
, llethode vorzuziehen, bei welcher die Form der Reihe {A,B,C„„\ J 
K.BBkannt' ist und folglich auch durch die Convergeni die Anwende 
P*h«rk'eit der zur Sumuiirung oiitbi^en Oper.uiotien gesichert iat,- 
^'^enso einfiicb siebt man jetzt den Irnhum des Herrn Dr. Rurfua« | 
•in; er will fiir jedes x die beiden Reihen 

f[m) = 1 + ff(,a; + OT,^' -t- . . . . 
/(») = I + «,^7 + H^x^ H- . . . . 

Bit einaniler mullipHciren. Das ist ein Berumtnppen im Finaleroj 
^H lange er niübt weiss, ob er endliche Dinge vnr sich bat odev 
Dicht; mit unendlichen Faclorea ober ronltipüciren lehrt keine Arith- 
metik, sie lehrt überhaupt nicht mit Grössen rechnen, die sich deiti 
K«chner unter der Hand veraüdern. Ja schon dadurch, diiss er nur 

Mgt, ich nill l-|-w,a: + CT,^'-l- mit /(m) heiplcbnen, ist 

■diuD stillscbweigend angenommen, dass /|mi) eine eiidlicbe 
Crosse . folglich die Reihe convergent sei, denn diese Uezeiclinunv 
hat keinen Sinn, wenn sie nicht eine Identität sein soll. (Hiit^ 
bleibt freilich dem Herrn Dr. Uarfuss immer wieder die Hintertliüv] 
der syniaklischen Entwichelung offen. | Gerade die MultiplicatiaH 
sweier Reihen ist eine Klippe, die man nur durch Houilbalung 
»cfaarfer Kritik vermeiden kann. Es kmnnit nämlich der Fall vor, 
daäs das l'roduct zweier couver^enten Reiben, so wie man es 
afGwülinlicb schreibt, eine divergente Reibe wird, wie man bei 
&iicbj pnge 149. sehen kann. Caucli; gielit keine weiiere Krklä- 
ruDg; dieselbe liegt sehr einfach darin, diiss man. das l'roduct will- 
kübriich nach einer Hegel anordnet, die hei endlichen Reiben rich- 
tig ist, bei unendlichen falsch werden kann. Für Herrn Dr. Bar- 
fuu will ich noch bemerken, dass er bei seinem Tadel des Ca.u- 




I 
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okj'aclien BinomialbeweiBca gani öberaeheD btt, dus die Glflielmag 
/(«)/(« )=/(™ -f.«) iwei AuÜÖBnnpM h»t, Diin.Iicli/(«.)=[/i(l)|« ' 
und iai Uneoillicbe, von denen die erste dem Falle der CDDver§;CBa, 
die «weite tlem der Divergenx enlEprechen würde, wenn mlio aiek 
Überhaupt auf deu lelzieren einloaaen dürfte. Was ich liier «ib 
lb«ile, sind nur die GrundireJBnken einer kritiBcben Fbilaiophie «tw 
MatbeBBlik, die ich spater im ZnsamnieDbange auiarbeitea werda. 
Dieselbe Frage aacb der ABweadbarheit der arilLmeliseben Openii 
tioneo wiederholt sich auch bei den imaginären Grossen, deo Uii> 
endlicbeD Producten und KelleDbrüclien und lästt sieh auf ähulicbi 
Weise auch dort lösen. Kinigea davon colhnlt mein zu Ostero er- < 
■cheineiides ,,HBadbuch de- malbenatischen ADalysis", bis su dei> 
SAD VnrbandeDseiD ich weitere F>iBcu«HioneD über diesen Gegfemtand 
zu veracbieben bitte, weil ein Streit nur dann zu etwai fiibren 
kiinn, wenn die Priocipien der Suche klar uud bestimmt auageepro- 
cbeo vorliegen. 

iNocb eine Bemerkung in Bezug auf Fries. In seiuer Natur- 
pbilosupbie sagt Fries einmal gnnz richtig, man könne eigentlich * 
nnr mit convergenteD Reiben siclier rechnen, binterber aber macht 
ihn Eulers sorglose Weise stutzig, und er meint nun, da man doch 
mit divergenleu Reiben auch operirt und uicbts wesentlich Falsche! 
herausgebraclit hübe, so müsse es doch ein Princip (;eben, nach 
welchen« Recbnnogen mit diesen Reihen erlaobt seien. Darauf sagt 
er: mir scheint die Sache in dem Unterschiede der lynlnktischen 
und arilhmetiacben Bedeutung der Reiben zu liegen. Hier ist die 
Saehe gnni klnr; Fries hat den ricbligen Grundgedauken , macht 
nber Eulers Autorität zu Gefallen eine Hyputbese. für die er ancb 
Dir^ead einen Beweis bringt. Das ganze Argument aber füllt weg, 
wenn man zeigt, dass wirklich allerbund Verkehrtes durch jenes 
Recitneu in den Tag hinein herauskommt, wie ich dieas in dem 
vorigen AuTsatze gelban habe, und wenn mau kritisch uoterancht, 
auf welchem Grunde Jene Rechnungen ruhen. Herr Dr. Barfu^s, der 
wie ich glaube such Friesianer sein will, hat demnacli Fries sebr 
acblecbl verstanden. Das Vermäcbtuiss, welches unser, zwar im 
Greisenaller, für uns aber dach uoch zu früh «eretorbeue Lehm 
UBfl binterlassen bat, bcitebt in der Anforderung, die Wissensohaftt 
der sich jeder einzelne gewidmet bat, nach den Grundsälzctt saiBW 
Pbilasa|ihie, die nicht umsonst die kritische beisst, zu bearbw- 
ten , wie dieas für die PDanzenphjsiologie bereits von Baaerem f^ 
ninlen Schieiden geschehen ist; ebeuao hätte Herr Dr. fiarfusi, 
der aller als ich ist and' langer das Glück hatte, Fries [»erGgnIick 
zu kennen, die Mathematik kritisch bearbeiten sollen. Statt destel 
ergreift derselbe eine unglückliche Hypalbese uoaeres Lehrers uad 
meint wobrsclieiDlicbi weil sie Fries ausgesprochen bat, sei sie m 
umstossiiche Wahrheit; (wie folgt denn nur aus dem Satze, du 
die Priacipien der Miitbematik rein anschnutiehpr Nutur Mnd, dif 
Lehre von der Rynlnklisehen Bedeutung der Reihen?). Da nnu aa 
Berrn Dr. Barfuss diese Aufforderung utit^ehört vorübergezAgen ii^ 
so suche icb jetzt derselben nacbzukommen, obgleich diese Anfffabs 
mit meinen Fähigkeiten bei weitem weniger in Einklang zu seiB 
scheint, als mit den seinigco. 
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XXXVIII. 

be neue analytische Gleichung, und deren 
nwendung auf die Bestimmung eines vielfa- 
chen Integrals und die Summirung einer 
Reihe. 



Herrn F. Arndt, 

«r Bin Gjinnaaium tu Stralsund. 



(reiUe bat nIcIi io si^iner Fortseuung des Klüfi;elaclieD 
m^firterbucbs (Artikel SuromiruDg der Reilieo S. Ti9.) mit der 
tjiBimatiaa der ßeilie beacliäitigt, deren allgemeines Glied durch 

nt-uneadlicli ffuehseadeD Index liezeicfitiet, und slellt die Summe 
Irch drei bestimmte lutegrale dar. lodem icli mich nun bemühte, 
"y Btl^emeinere Reilie zu eummireD, dereu allgemeines mied 

i seine vorige Bedeutung hat, wurde ich auf die Untersu- 
einer Summe mit eDilllclier Gliederzahl geleitet, und dus 
isnltat, welches ich fand, schien mir merkwürdig genug zu sein, 
1 in Folgeudeu mitzutbeilen. 



, ' Sind 1,, X,, X, .. 
änander verirbieil 
lireBBSDte itelniiiin 



1. 

..X„ beliebig 



(i.-i,)(A,-i,)....(i,-x, 



(<U — 1.) (i« - i,) .... (i- - in-i) 




Bewtia, Am der Theorie der 7,er\eeittig der f^eliroctiCMB 
ioDCD iD PsrtialbrUcbe*) i(t bekaoot, duM maa geixca kaia 



und daas dnnn die CoefficieDten ^,, ^,, , ... ^»-i durcb fulgtnd« 



Dividirt man also die Werthe von j4,, ji^, .... Ak~\ fem. dwi 
— (1.-1,), — (1, — IJ, .... — (X„— aj, und lummirt, lo e 
■Übt 



(l.-l,)(l,-i,)....(i,- 



wenn mau die Glieder auf der Rerblen auf die Linke briaij 
iuUpriogt dai Ttieorein, nelcbea icb obeo ausgesproclien fau 



w. 


1 


..0.-i. 


(', 


-i.ni,-i,y. 
1 


..(».-1. 



Zuvörderst ist Dun die Bcding;ung der Converiieiix der ßafl 
fealiusiellcD, deren ullgemcines Glied wir olien iiuge^eben bab' 
Wird dieses durcb vi, beieicbuet, lo lindet mun leiclii, dass ij 
absolute Werlb des Verbnllnisses ^^ den aksoluten tVertli ron^ 
lu seiner Gräme bnt, und niicb ritiem lekanDten Tliei 
Caucbr (s. die Aonl^Ee Hrg^l.ri>|ue ji. 131), wird also obi 
convergeot sein, weuo der ubsuluie Werili von ^ kletoi 
Einbeit i<>t. 

Dies vorausgesetzt, beslimme icb die Summe der uneudlicben 
Gliederzabi 



auf folgende Art. 



I der böbem Anal;« 






) Integral 
man den Au: 
slandene geu 

findet sieb j 



I ^ = bis x^x ausgedehi 



t. Denn differeniiirt 

lirt ilin dadurch ent- 

leudlicber Gliederzalil, so 



if der Link 
reuiscLe Progressi« 

j— ■ welcliea zwisclieo den Gränzeo und x integrirt 
um den Wcrili auf der linken Seile wieder zu fioden. 
X, + ^ als Factor ia den Nenner zu bringen, mulii- 
A inlegrire, so ent- 



1 Gleicbnag mit xi-^—i-i~ 



L dai neue Inlep-rnl von bis x auagedebot. 

[ Eliensu multifilicire man diese Gleicbang mit xl'~l-'—^dx, und 

I integrire; dann erbalt man 



=f^X.-X.-^dxfxl,-l>-^dx/^^. 



(b) V^' ^- ^ 



= /aM~~^—i~^dx fx^— 



1—* »■' 



.<t 



nlle Integrale von ^ = bia x^x erstreckt, -^^'^ ■ 

Dieses tieirucbe Integral gestattet eine Zerlegung in m einrs- 

che Integrale. 

Denn nach der ersten allgemeinsten Redoctionsformel ist snent 

/ii.-»,-.j:./4=^ = fLZtt.rah=liE 

4/ t'l X Aj ky %f \ X 

1 /•xi.-tax 

■*" ZT^ i, y i-x ' 

Haltiplicirt man dieses mit xXt—lt—'^dx, integrirt, und bestiainit je- 
des Duppelinlegrsl auT der Recbten wieder nacb der allgemeinsteD 
' Reductionsformel, so wird 



* ''■■■"J"'*'^ '^(Ai— i,)U,— i,) ■/ I— a: 

. \ fxl>r-\dx 

''- ■■^(A. -ij (;.,-!,) ■■/ l-.r ■ 

Setzt inoB diese Kotwickelüng aovli weiter futi, 
u te4ch[ du« fcicr obweUeaile Gesetx, oämlich: 

ij ^y 1 — a: 
1 — ar 







eriDUlbct 



Die Foctoren üer Nenner befolgen das Gesetz, tlass zuerst A, twi 
allen Übrigeo Grössen A,, Z,.....A„, daoD il, voa allen übrigen, 
' — ^ - -. w, ubgeziig'eu wird. 

"" ItifCk«it dieses Resultates z 

„ , . „ , und 

erweisen, dass dcta Gesetz bleibend ist, wenn u übergebt in «+1, 
In der Tbat, ihultipliclrcn wir (c) mit .2r'*+'— '■"— 'Ar, und i 
irrireD nacb der allgemeinsten KcductioDsforniel , so erhalten 
"^ -mircb: 



1 



_ /^ 

n)^ 1 



-=i=f— IK»-' — ^- 



p«t, und TUD (leb übrigen 

«■tili (a) offenbur die Sum 

-(-Ij-H 

nd fol^;!! 

Somit Labt 



r CoefUcienteti dasselbe gilt, so i 



1 der CoefficieoteD 



und foli;lich bleibt die Gleiahaog (i) ricblig. 



(i,+A■)(i,^-X;(....^i--l-*) 



-lini A^ 



-i,)u, -i,)....(i- 



, . ._ 1-X 



(1, — <U) (A, - i«) . . . . (i«-i - 



reo ;i,+/-, X,H 
der kleinste uote 



= 1 «eile. Denkt 

a, dasa die Facto- 

e. w. sämmtlicb positiv sind, und iit X^-i~A 

' '" '^^ [X^T^ji^^i^iiZi^^^) '^ (Ij+AJ"' 
und folglieh £_(i,+i)....(i„+'Äj<£^(7~:i:ÄF' wenn o der 
Werth voD /: ist, von welcliem alle Fuclureo iinfaDgeD positiv zu 
■ein. Da dud Darb eiDcn bekannteD Sulse die Reibe, deren allge- 
meines Glied n .A-Jiu '^'' convergirt, wenn «^1 ist, so gilt die 
Formel (d) fiir ^^1 unter der VoraUBscIzung, dass «^1 ist. 

I« ..dlicb , = I, .. wird die R.il,. j-1-^ + j-ji__ 
-|-ii. B. w., welcbe bekaontermasseo divergent iat. 



' Mittelst der Cleicbang' (d) lässt sich noeb eine andere bener'' 
baatwerth« Reibe summirea. 

Beieicboet nuiii den Ausdruck ouf der Liokeii tu der Relatioa 
(d) durch Sn, multi[<licirt ibn mit x"-^» und differenziirt du« Vrai 
dact auf bekannte Weise, nämlich — '—^=(b 



B-i„ ll. 



rrhHU 




i„— i„-,_i ! 



I (d) sich ergeltenden Ausdrücke fiir 



t zufiBiumeD, 



<n + A)j:H+*-i 



jt4(i.4-*)U, + *J....U- + *) 



(A, — i,)(i, — A,)....(i„-i,) J \—X 

W.-ii)U,-i.)-."li- — i.) '•' I—* 1 

+... ^, 

«ämmtliche Infej^rale zwischeo d«n Granzen und x genommal 
Die CoDVprgcnz dieser ßcilie ist besonders feslzuslellen,« 

mno v[>D der lieilie in 2. auf sie keineo Scbluss maclien kaoD, j 

dem sie durcL DiRereDiintion abgeleitet ist. '! 

Dnss aber uusere Reilie coDvcr^ent ist, wenn der abtirf 

Werlh voD X kleioer nls die Eiolicit igt, erliellt aas den MJ 

obea angewandten Tlieorem tuu Cauchy. 
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M i s c e ] 1 e 1 



A l'occasion d'une communication de M. Masson aar la [A4J 
m^trie, M. Abel Tranann signole un pli^uomene curteux que cbM 
peut v^riGer tres fucilcment. Si od fait pirouetler ane piitc« 
Jen de domino snr le peiit clou qui fait onliiialremeot saillie 
centre de la face noire, on verra les puinlH de la face num^Mi 
^cbaoger, a ua cerliiia degr^ de vilesse trea faible, teur cohI) 
ooire pour une teinte d'uQ rouge assez vif (SucietiS philomstii 
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